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1. SPECIJALNA TEORIJA RELATIVNOSTI

Klasi¢ni princip relativnosti. Galileieve transformacije. Eter

U osnovi klasiéne Newtonove mehanike nalaze se pojmovi apso-
lutnog prostora 1 vremena. Apsolutni prostor ukljuluije postoja=-
nje (jednog preferiranog) sustava koji apsolutno miruje. Vrijeme
teCe jednako za sve sustave. Ono je nezavisno od sustava iz ko-
jeg se vr3il promatranje.

Newtonovi zakonl vrijede u tom apsolutno mirnom sustavu kao i u
sustavima koji se prema tom apsolutno mirnom sustavu gibaiju kon-

stantnom brzinom - u tzv. inercijalnim sustavima.

Promotrimo dva sustava 5(x,y,z) 1 S°(x”, y~, z7) koji se
jedan prema drugom gibaju konstantnom brzinom u smjeru osi x
{crteZ 1.1).
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Crt. 1.1, Inercijalni sustavi



U poletnom trenutku t = 0 neka se ishodifta sustava podudara-
ju 0 = 07,

Sustav S” giba se u odnosu na S sustav konstantnom brzinom v.
Veza lzmedju koordinata sustava S 1 S° dana je relacijama (1.1)

tzv. @lileievim transformacijamas

v =Y

(1.1)
z = z°
t =t~

One prikazuju transformiranje prostornih koordinata pri prijelazu
iz Jjednog inercijalnog sustava u drugi. Vijeme je nezavisno o
sustavu motrenja. Ono tefe jednako u svim inercijalnim sustavima.

Iz Galileievih transformacija moZe se dobiti veza medju brzi-

nama d¢estice u sustavima S 1 87

dx _ dx~
dt dt

+ v ili X = %" + v (1.2)
gdje Je X% brzina Cestice T u sustavu S (mjerena od promatraca

koji miruje u odnosu na sustav S), a %X’ brzina &estice u sustavu

87 (mjerena od mirnog promatra&a u sustavu S°).

Ako promatral iz sustava S opaZa da se lestica giba konstantnom
brzinom tj. ako je % = konst , i promatra® iz S~ sustava opa=
Zat Ce da se Cestica giba konstantnom brzinom. Svi inercijalni

sustavi ekvivalentni su za I Newtonov zakon.

Deriviranjem po vremenu dobiva se iz relacije (1.2):



Akceleracija Cestice ista je u oba sustava. Odatle slijedi:

Newtonov zakon gibanja isti je u svim inercijalnim sustavima.
On je, dakle, invarijantan prema Calileievim transformacijama.

IIX Newtonov zakon:

I o
¥'A»B = - F B+A
ne mijenja oblik pri Galileievim transformacijama jer ako je

F = F”, tada je:

> . - -
Fasp = ?1B+A
Dakle, svi Newtonovi zakoni invarijantni su prema @lileievim
transformacijama. Analogno bi se moglo pokazati i za zakone sa-
¢uvanja energije, koli&ine gibanja i momenta kolidine gibanja.
Zakoni mehanike isti su u svim inercijalnim sustavima. Ovo je

klasi&ni princip relativnosti,

Da 1i su zakoni elektromagnetizma invarijantni prema Gali-

leievim transformacijama?

Maxwellove jednadibe sadr¥e konstantu c =1/ Hcouo = 2,99793-108
m s 1 koja je identificirana kao brzina kojom se Zire elektromag-

netski valovi u vakuumu.

Po @lileievim transformacijama brzina svijetlosti zavisila
bli o relativnom gibanju sustava, Protezala bi se od ¢ + v do
¢ - v zavisno o praveu medjusobnog gibanja. Samo u jednom sus-
tavu bila bi jednaka ¢ . Pretpostavljalo se je da bi taj pre-

ferirani sustav mogao biti ,eter'",



potevéi od Descartesa & Huygensa (17, stoljece), fizicari
su Yeljelli sve pojave svesti na mehaniku, U 19, stoljecu pocelo
se pretpostavljati da izmedju tijela postoji nevidljiva tvar
.eter". Fizikalne pojave (gravitacija, elektri&ne 1 magnetske
sile ...) pokuSavalo se tumac¢iti deformacijama i titrajima
.etera". Smatralo se da je i za Birenje elektrcmagnetskih valo-
va potrebno neko sredstvo, kao i za $irenje zvuka.  Eter" je
trebao imati svojstva idealne tekudine koja ne bi ometala giba-
nje uronjenih tijela, a trebao je imati i elasti¢na svojstva
¢vrstih tijela (elektromagnetski valovi su transverzalni) ...

Teorija etera nailazila Jje na mnoge poteskodle.

Michelson-Morlyevi eksperimenti

Vedini pojava i%la je u prilog pretpostavka da  eter" apso-
lutno miruje u prostoru. Tada bi eter™ 1 apsolutni prostor po-
stali identi&ni, te bi gibanje u odnosu na  eter" bilo apsolut-

no gibanje tijela.

Ako je u apsolutnom sustavu brzina svjetlosti jednaka brzini ko-
ja je predvidjena elektromagnetskom teorijom, onda bi se mjere-

njem brzine svjetlosti u nekom drugom sustavu mogla odrediti br-
zina toga sustava (npr. Zemlje) u odnosu na apsolutni sustav ve-

zan za "eter“.

Michelson 1881. godine te ponovno 1887. godine u suradnji s
Morlyem izveo je eksperimente kojima se pokuSalo ustanoviti gi-
banje Zemlje prema apsolutnom sustavu -  eteru”.

Mjerenja su izvodjena vrlo preciznim interferometrom. Iz izvora
I svjetlost je padala na polupropusnu plofu P (crtez 1.2) gdje
se jedan dio reflektirao, a drugi prolazio u poletnom smjeru.

Nakon odbijanja na zrcalima Zy i Z, zrake su se vradale do
polupropusne plode P a od nje u interferometar D.

Os uredjaja T2, bila je postavljena u smjeru glbanja Zemlje

kroz ,eter”.,Kad svietlosni signal podje od P prema zrcalu Zl,
zrcalo se od njega odmide brzinom v i za vrijeme t prevalil



put vt. Dakle, od P do Zl svjetlo prevali put 4 + vt za

vrijeme t, te je:

ct = d + vt

Pz wFzymct | [

Crt, 1.2. Michelsonov eksperiment

Kada se svijetlo vrada od Zl do P, tada mu se ploda pribliZava,

pa prevali manji put od d:

ct”" =d - vt~

Vrijeme koje je potrebno svjetlosnom signalu da prevali put od

P do zl 1 natrag paralelno s gibanjem Zemlije je:

_ . _d d 2c_ _ 2d 1
Tttt rRNtew td 3T T2
¢ v 1 - Y



a da stigne od P do 22 i natrag:

t, = 2t" = 2 —— = T

At

i
ot
§
o
L
1
ol
i

Ako se uredjaj zakrene za 90° oko svoje osi, vremena potrebna
svjetlosti za prevaljivanje putova P - Z1 - P 1 P =~ 2, - P su:

S .24 0 .21
tl T c 5 t2 T 2
v
1 - Y L - =
\ CZ c

=y

bJ

(9]
]d
[y

Razlika u vremenima At i At° iznosi:

At7 = At = —




Razvojem u binomni red i zanemarivanjem visih ¢lanova od drugog

dobiva se da je vremenska razlika At~ - At pribliZno jednaka:

Zbog promjene vremenske razlike 4t za olekivanje je da dfe se
izmijeniti interferencijska slika u interferometru. Eksperiment
je ponavljan viSe puta, ali se nije uodavala razlika u interfe-
rencijskoj slici. Nije se, dakle, mogao ustanoviti utjecaj giba-

nja Zemlje kroz eter na brzinu svjetlosti.

Pokusaji saduvanja koncepcije preferiranog

sustava "etera". Lorentzove transformaciije

Fitz-Gerald je 1892. godine postavio neobidnu hipotezu da bi ras-
tumac¢io Michelson-Morlyeve eksperimente i zadrZao  eter". Po toj
hipotezi sva tijela se skraduju u pravcu gibanja u odnosu na

stacionarni eter" za faktor

o

Ovu hipotezu prihvatio je i razradio Lorentz, pa se naziva
Lorentz~Fitz-Geraldova hipoteza.

Lorentz je poku3ao razviti teoriju koja bi tuma&ila navedenu
kontrakciju. Izvodeéi elektromagnetske izraze za masu, impuls

i energiju elektrona, pretpostavio je da se elektron skradéuje

u smjeru gibanja. U radu ,Elektromagnetske pojave u sustavu ko-
ji se giblje brzinom manjom od brzine svijetlosti", koji je bio
objavljen u Proceedings of the Academy of Sciences of Amsterdam,



6,1904,, Lorentz je formulirao teoriju prema kojoj bl se Maxwell-
ove jednad¥be transformirale od jednog niza varijabli na drugi
bez promjene oblika., Dobivene transformacije nazvane su Lorentz-

ove transformaciije. One glase:

-

x” vy~ 2z~ su koordinate S~ sustava koji se giba prema apsolutno
mirnom sustavu - _,eteru" S(x,y,z) kontantnom brzinom v u smje-

ru osi x f{crteZ 1.1), a ¢ je brzina svjetlosti.

U Lorentzovim transformacijama vremena se razlikuju u sustavima

S i S7. Lorentz je %elio zadrZati apsolutni sustav u kojem A eter"
miruje i prema kojem se moZe mjeriti , univerzalno vrijeme" t.
Vrijeme u pokretnom sustavu t” # t nastojao je shvatiti kao

pomoénu matematifku veli&inu nazivajuci ga  lokalno vrijeme".

Postulati specijalne teorije relativnosti

Oslanjajuéi se na negativni rezultat Michelson-Morlyevih eksperi-
menata,lEinstein je 1905. godine potpuno prekinuo s koncepcijom
.etera". U radu  Ka elektrodinamici tijela u gibanju" objavlje-
nom u Annalen der Physik, 17 (1905) 891 Einstein piSe:



JPrimjeri ove vrste* skupa s neuspje$nim pokuZajima ustanovljava-
nja gibanja Zemlje u odnosu na ,svijetlosni medij' sugeriraju da
pojave elektrodinamike kao i mehanike ne posjeduju svojstva koja
bi odgovarala ideji apsolutnog mirovanja. Oni sugeriraju da €e
isti zakoni elektrodinamike i optike vrijediti za sve koordinatne
sustave za koje vrijede jednadZbe mehanike. Mi demo podiéi ovo
nasluc¢ivanje (Ciji sadr¥aj demo zvati +Princip relativnosti") do
statusa postulata 1 takodjer uvesti drugi postulat koji je samo
prividno u suprotnosti s prvim, naime, da se svjetlost uvijek
$iri u praznom prostoru odredjenom brzinom c koja je nezavisna

od stanja gibanja emitirajudeg tijela.

Ova dva postulata dovoljna su za postizavanje jednostavne i kon-
zistentne teorije elektrodinamike gibajuéih tijela osnovane na

Maxwellovo)j teoriji za stacionarna tijela".

Einstein wuvodi dva postulata. Prvi postulat je princip re-
lativnosti: zakoni fizike isti su u svim inercijalnim sustavima
- a drugi postulat je princip konstantne brzine svietlosti:

brzina svjetlosti ista je u svim inercijalnim sustavima.

Svi inercijalni sustavi ekvivalentni su. Ne postoji prefe-
rirani inercijalni sustav. Ne postoji apsolutni prostor. Prihva-
danje konstantnosti brzine svjetlosti ukljuduje po Einsteinu od-~
bacivanje apsolutne istodobnosti. Svaki sustav ima svoje vlasti-
to vrijeme. Odbacujuéi pojmove apsolutnog prostora i vremena,
Einstein je izvr$io korjenitu reformu osnova fizike.

Einstein je na osnovi ovih postulata do%ao do istih trans-
formacijskih jednadZbi do kojih je ranije do%ao Lorentz (Lorent-
zove transformacije). Napomenimo da je Lorentz do ovih transfor-
macija doSao sa idejom da spasi apsolutni prostor i vrijeme dok
Einstein do njih dolazi na osnovi postulata speciﬁalne teorije
relativnosti koji odbacuju apsolutni prostor i vremensku istodob-
nost.,

Odnosi se to na recipro&no elektrodinami&ko djelovanje vodil&a
1 magneta. OpaZena pojava zavisi samo o relativnom gibaniju vo-
di¢a i magneta.



Izvodijenje Lorentzovih transformacija na osnovi

Einstenovih postulata specijalne teorije relativnosti

Promotrimo odredjeni dogadjaj iz inercijalnog sustava S. Neka
je on karakteriziran prostorno-vremenskim koordinatama x, Y
z, t. U sustavu 87 ovaj isti dogadjaj bit e opisan koordinata-

- - -

ma x°, y7, z°, t~°.

Trazit cemo vezu medju koordinatama sustava S i S~

X =x"(x, y, z, t)
vy = vyv(x, y, 2z, t)
2" =27 (x, vy, 2, t)
t7 =t (x, v, 2, t)

Pretpostavka o homogenosti prostora i vremena zahtijeva da jed-

nadzbe transformacije budu linearne:

X° = a,,Xx + alzy + alBZ + al4t

y© = a21x + a22y + a23z + a24t (1.3)

2" = ag)X + aj.y + 835z + a

Lt o= a41x + a42y + a432 + a44t

Elementi a matrice transformacije zavise o relativnoj brzi-

jk
ni sustava v,

Kada jednadZbe ne bi bile linearne npr. ako je x~ = allxz’ ta-

da bi udaljenost izmedju dviju todaka u sustavu S~ bila

-

xé - Xy = all(xg - xf). Ako je Btap u sustavu S npr. izmedju

-

X, = 3 i X, = 2, tada je Xy - %X{ = 5 ayyr @ ako je lzmediju



- 11 =

Koy = 2 i Xy 0® 1, tada je 32 - Xy F 3 ajye

Mjerenje duljine $tapa zavisilo bi o tome gdje se Stap nalazi u
prostoru. Analogno bi bilo i za vrijeme. Dakle, homogenost pros-
tora i vremena zna¢i da rezultati mjerenja duZine ili vremena

izmedju dva dogadjaja ne zavise gdje ili kada su se dogodili.

Ako nema relativnog gibanja sustava S 1 S° u y 1 2z pravcu,
moZe se ocCekivatl da ¢ce biti:

yo =y i 2z’ = z

te da x° 4 t° nede zavisitl o njima, odnosno da su koeficijen-
bl oa,, =azy =1, ay) =83 =8y, =a3 =a3 =az =0,
a1p T 813 T 8y, =a,y=0

Ako se ishodi¥te sustava S8° (x” = 0) giba u pravcu x osi

brzinom v, tada bi tvrdnja x~ = 0 bila identiéna tvrdnii

¥ = vt pa bi ispravna jednadZba transformacije bila:

X7 = allfx - vt)

-

(x = vt uvijek daje x” = 0 u ovoj jednadibi)

Na osnovi gore naﬁedenog, jednadZbe transformacije (1.3) popri-
mile bi oblik:

X7 o= all(x - vt)
y =y

(1.4)
z” = z

to=a, x+a,t



Koeficijenti ayye 44y i da4 MOYU sE odrediti koridtenjem po-
stulata konstantne brzine svjetlosti. Pretpostavit ¢emo da u

t = 0 sferni elektromagnetski val napufta ishodi¥te sustava

S koje u tom trenutku koincidira sa ishodiftem §57. Val se
iri brzinom ¢ u svim praveima u svim inercijalnim sustavima.
Nijegovo $iveaje opisano je jednadibom kugle €iji se polumijer

$iri brzinom ¢ u sustava S 1 S7 tj.

}{2 + y’? 4 2.2 = G‘ztz (1.5}
% 4 Y 24 2? czt -2 (1.57)

Tz jednadzbi (1.57) 1 (1.4) slijedi:

) 222 2 2
all(x w vt)T + yT o+ 2" = o (aqlx + a44t)
pregrupiranje daje:
5 .
[a'{1 - cza§1)x2 + y2'+ 22 - 2(v afl +
ofa . a e a2 2 2.2 2
+ © a(HaMJ ®t = (c B 44 v a“] t
Iz usporedbe jednadibe (1.6) sa (1.5) dobiva se:
! 2.2 _
dll - adl = 1
v oa ' 02 a,.a = 0 (1.7)
“11 - 431744 :
{2a2 S 2 .2
Y 4 T



RjeSenje sistema jednadZbi (1.7) je:

V2
=1 /\1 -
c
v2
a11=1/ l'-“'-—-z- {1.8)

c

2

o 2 v

g3 = om ¥ / c | ;5

Iz jednadZbi (1.8) i (1.4) slijede Lorentzove transformacije:

y =y z” = z (1.9)

Ako je brzina v neznatna u odnosu prema brzini svjetlosti ¢
tada se omjer v/c moZe zanemariti u odnosu prema jedinici te

Lorentzove transformacije poprimaju oblik Galileievih transfor-
macija.

Klasi&na shvadanja istodobnosti temelje se na pretpostavci kon-
trole mjerenja vremena beskonalno brzim signalima. Ako se pret-



postavi da brzina svjetlostl ima beskonalno veliku vrijednost

Lorentzove transformacije prelaze u Galileileve.

Du¥ine i vremenski intervall u relativistikoj fizici

U klasi®noj fizici duljina predmeta ista je za sve opaZale
bez obzira da li se oni gibaju 1li miruju u odnosu na taj pred-
met. To izgleda tofno kada su brzine gibanja zanemarive prema

brzini svjetlosti. Sto se dogadja kod veéih brzina?

Ako promatra®i u sustavima S8 1 S° miruju jedan prema drugo-
me i prema predmetu &iju duljinu Z¥ele izmjeriti, onda ce mjere-
njem dobiti istu vrijednost za duljinu toga predmeta. Ako se
sustav S° giba u smjeru osi x (crteZ 1l.1) brzinom v u odno-
su na sustav S, a ako promatrad u S~ miruje u odnosu na pred-
met naéi de istu duljinu kao i prije. Koliku ¢e duljinu izmjeri-
ti promatrad iz sustava S (pretpostaviti da on miruje u sus-

tava 8)?

Neka $tap koji se giba sa sustavom S~ (odnosno koji miruje u
S$°) ima u tom sustavu duljinu: 4~ = xé - x{. U mirnom sustavu

S le#i taj $tap u danom trenutku t izmedju koordinata x, 1

- Xy .

i ima duljinu: d = X, 1

)

Prema Lorentzovim transformacijama

Odbijanjem ovih dviju jednadZbi dobiva se da je d~ =



odnosno za duljinu tapa d mjerenu iz mirnog sustava S:

2
a = a 1—1’-—2 (1.9)
c

d’ je duljina Btapa mjerena u sustavu 8~ koji se giba prema

sustavu S brzinom v u smjeru osi x (¥tap miruje u odnosu
na sustav S7).

Promatra® iz sustava S nalazi da je Stap skracden za faktor

(1 - \12,/::.2)1",2 uzdu? osi relativnog gibanja. Pojava je poznata

pod imenom kontrakciija duZine.

Pri mjerenju promatradi uzimaju za prednju i krajnu to&ku 3tapa
svoju istodobnost. Promatrad u gibanju smatra da je promatrad u
mirovanju uzeo prednju to&ku Ztapa nefto ranije pa mu Stap "“iz-
gleda" skraden., Duljina predmeta, dakle, nije apsolutna nego za-
visi o relativnom gibanju prema promatradu. Pojava skracenja od-
nosi se samo na duljine u smjeru gibanja. DuZine okomite na smjer

gibanja ostaju nepromijenjene.

Kontrakcija duZine nije izazvana nekim silama niti fizikalnim pro-
mjenama (hladjenje, kompresija i sl.), nego se ona (prema objas-
njenju teorije relativnosti) prirodno javlja promatracu koji pro-

matra tijelo u gibanju.

Iz Einsteinovih postulata:slijedi da vrijeme (kao i duljina) nije
apsolutno nego da zavisi o relativnom gibanju promatraca. Koliko
dugo traje za mirnog promatrada proces koji se zbiva u nekoj to&-
ki x~ sustava S° ako se sustav S° giblje prema mirnom pro-

matradu (sustav S) brzinom v (crteZ 1.,1)?

Vremenskom intervalu u sustavu §° ot = ti - tf cdgovaralo
bi u mirnom sustavu § vrijeme st = t, - t1 koje bi pre-

ma Lorentzovim transformacijama bilo jednako:



- . W - - _\:_ -
t? + '—‘-2" b4 t:l + 5 X
C c
AL = - -
J v2 v
1 - - 1 - =
02 02
pt = —BE (1.10)

v2w
L-
c

Vremenski interval u sustavu koji se giba izgleda mirnom proma-
trau dulji. U sustavu koji se giba, vrijeme se usporuje. Pojava

se naziva dilatacija vremena.

Eksperimenti pokazuju ispravnost relacije (1.10). Zivot nestabil-
ne destice ubrzane u akceleratoru produlji se prema Zivotu iste
gestice u stanju mirovanja. I raspadanje mezona potvrdjuje Einstein-

ovu dilataciju vremena,

Kontrakcija duzine i dilatacija vremena ne mogu se opaziti kada je
brzina gibanja mnogo manja od brzine svjetlosti. Razlike postaju

znatne tek kada se brzina tijela v pribliZava brzini svijetlosti.

Sustav u kojem tijelo-miruje (odnosno koji se giba zajedno sa

tijelom) &esto se u relativistickoj mehanici naziva vlastiti sus-

tav, Duljina tijela mjerena u tom sustavu zove se vlastita duljina

tijela, a vrijeme - vlastito vrijeme.

Slaganje brzina

U klasi¢noj mehanici rezultantna brzina jednaka je vektorskom
zbroju komponentnih brzina. Ako se tijelo giba u sustavu S° brzi-
nom u’ , a sustav §° se giba prema sustavu S brzinom v, brzi-

na tijela u sustavu § Jje jednaka:



Da 1li to vrijedi u relativistidkoj fizici?
Veza izmedju koordinata sustava S 1 S7 moZe se izraziti
Lorentzovim transformacijama:
. \Y .
t+'—-2-'}l{
c

X = t o= - X
2 \f‘ vl

1 - =5 1 - L

02 c:2

a pomodu njih izrafunati brzinu tijela u mirrom sustavu:

dt:rl"—z- dx -
c

/ v2 /. v2
1l - vy l -~ y
c c
dx ” +
dx _dx” +vdt® _ de- Vv
dt ' v . v dx’
at’ +
;ﬁ dx 1 + ~5 I
ili 3
U= = ©o(1an
Lo .I.__j.ﬂ
C

u  je brzina tijela u sustavu 5, a u” Jje brzina tijela u susta-
vu S7 koji se giba prema sustava $ konstantnom brzinom v u

pozitivnom smjeru osi X,

Iz relacije (1.11) moZe se uwliti da je¢ rezultantna brzina uvijek
Jnanja od zbroja brzine festice u sustavu S i brzine transla -
cije sustava i da ne moZe biti veca od brzine svjetlosti. Ako bi
brzina wu” postala jednaka brzini svjetlosti ¢ , tada bi i brzi-
na u bila jednaka ¢ . Brzina svjetlosti ista je za oba motri-
telja.

Relativistilki izraz (1.11) prelazi u klasiéni ako su brzine u”

1 v zanemarive u odnosu na brzinu svijetlosti.



Lorentzove transformacije u svijetu Minkowskog

Geometrijsku interpretaciju Lorentzovih ¢ransformacija dao
je Minkowski. Uveo je vrijeme kao etvrtu koordinatu te je doga-
djaje prikazao u %etvero-dimenzionalnom prostorno-vremenskom
svijetu poznatom danas po imenu svijet ili prostor Minkowskog.

U govoru upucenom Skupu njema&kih prirodoslovaca 1 lije&nika,
Cologne, 1908. godine pod naslovom ,Prostor i vrijeme” Minkowski
je izloZio : ,Pokusat demo dati zorni prikaz problema grafickom
metodom. Neka je %, y, z pravokutni koordinatni sustav za pros-
tor a neka t oznafava vrijeme. Predmeti naSeg zapaZzanija neizb-
jeZno ukljuduju prostor i vrijeme u kombinaciji" ...  Tolku pros-.
tora u vremenskom trenutku tj. skup vrijednosti x, vy, zZ, t naz-

vat ¢emo svijetska tocka. Mnodtvo od svih vrijednosti x, y, 2z, t

nazvat éemo svijet ... Neka promjene dx, dy, dz prostornih koor-
dinata materijalne tolke odgovaraju elementu vremena dt. Tada do-
pivamo, kao predodfbu toka Zivota materijalne to&ke, krivuliju u

svijetu, svjetsku liniju" ... moje Jje mifljenje da se fizikalni

zakoni mogu najbolje izraziti kao uzajamni odnosi izmedju ovih
svjetskih linija"

7zbog jednostavnosti moZe se ograniliti promatranje na jedno-
dimenzionalno gibanje Cestice duZ osi x u koordinatnom sustavu
% t. Da bi koordinatne osi imale iste dimenzije moZe se umjesto
koordinate +t uzeti ct (crteZ 1.3). PoloZaj Cestice X u vreme-
nu t bit €e prikazan jednom  svjetskom tocCkom™ u ravnini x ct,
a njezino gibanje po osi x krivuljom u ravnini x ct tzv.

,svjetskom linijom".

Npr. mirovanje Cestice prikazano je pravcem koji je paralelan s
vremenskom osi (a), gibanje s konstantnom brzinom-pravcem &iji
nagib prema osi x zavisil o brzini gibanja (b), ubrzano gibanje-

zakrivljenom linijom (c).
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Crt.l.5. x-ct koordi- Crt.l.4. Lorentzove

natni sustav transformaci je

Promotrimo geometrijsku interpretaciju Lorentzovih transforma-

cija ,

Lorentzove transformacije dane su relacijama:

t = —% X
X - vt C
w T o= ) el
V2 V2
l = — 1l - —
o V° 22
(1.12)
ili
X - % ct ot = -
. C i c
X" 5 == ct” =
1_V2 1_""2
2 2
& C

Na x” osi vrijeme t~° po dogovoru jednako je nuli, te je prema



relaciji (1.12):

T2 ovoga slijedi da je os x’ pravac u ravnini x ct koji zatvara s
J

osi x kut ¢ &iji je tangens jednak

t
tq@:g},{ﬁ:

al<

-

Na c¢ct” osi X je nula, odnosno prema jednadZbi (1.12):

Tangens kuta $to ga c¢t”~ os zatvara s osi ct Je u x ct sustavu
= AL =Y
t9 @ =X T ¢

Osi sustava X~ ct” zakrenute su prema osima x ct sustava za
kut @ (crte? 1.4). 3to je veda brzina v gibanja sustava x ct”
prema sustavu x ct , kut @ dce biti vedi 1 osi x” ct” Ce se

sve viSe pribliZavati svjetlosnom pravcu x = ct.

za odredjivanje mjera u razli¢itim Lorentzovim sustavima polazi
se od invarijantne brzine svijetlosti u svim tim sustavima.

Pri izvodjenju Lorentzovih transformacija bilo Jje pretpostavljeno
da kuglasti val svjetlosti u podetnom trenutku t =t~ = 0 pola-
zi iz ishodigta 0 = 0~ i da se svijetlost istom brzinom Siri u
sustavu xyzt 1 sustavu x7y“z“t” koji se prema sustavu xyzt giba
konstantnom brzinom Vv u smjeru osi + X.

U sustavu xyzt polumjer svjetlosnog vala za vrijeme t dostigne

vrijednost:



x% 4 yz $a® = et = (1.13)

a za vrijeme t° u sustavu x’y’z27t":
X +y + z = ¢c” t’ (1.14)

Jednadiba (1.14) dobiva se iz jednadfbe (1.13) ako se primijene

Lorentzove transformacije:

x2 + y2 + 22 = 02t2 B Vtz) + y’2 + 2’2 =
i =
2
c
C2 (t° + J% x’)2
B g =x’2+y’2+2'2—c2 t'2
v
¥ =
c

Dakle, izraz x2 + yz -+ 32 - c2t2 ostaje nepromijenjen pri Lorentz-

ovim transformacijama. On je isti u svim Lorentzovim sustavima. Na

osnovi te invarijante mogu se odrediti mjere u Lorentzovim sustavima.

budlucnos #

prosd/os?

Crt.l.5. Hiperbole bazdarenja Crt.l1.6. S3tozac proflosti
i buducénosti



Ako se za invarijantu pretpostavi vrijednost 1 u sustavu X ct

(crtez 1.5):

X ~Cct =x - Cc t = 1 (1.15)

dobiva se jednad¥ba hiperbole koja sijefe os x, odnosno x” u
jedininim tofkama, tako da odsjefci OB i OB~ prikazuju jedi-

nice duzZina u ovim sustavima.

Ako se za invarijantu uzme vrijednost - 1:
x° - ctT = x - ¢t = - 1 (1.16)

onda hiperbola sijee os c¢t, odnosno ct” wu jedini¢nim tockama,
te odsjedci ©OA i OA” daju jedinice vremena pomnoZene sa C.
Hiperbolama (1.15) i (1.16) odredjene su jedini¢ne vrijednosti

na koordinatnim osima sustava x ct, odnosno x ct’.

Geometrijska interpretacija Lorentzovih transformacija daje tuma-
genje nekih posljedica Einsteinovih postulata kao npr.kontrakci=-
ju duZine. Zamislimo da &tap jedinicne duljine miruje u sustavu
x” ct’ dui x° osi od O do B”. Mirovanje 3tapa prikazano je pa-
ralelnom prugom sa osi ct” (Srafirano podru&je na crteZu 1.5).
Promatrad koiji mjeri duljinu ovog Stapa iz sustava x ct mora
istovremeno npr. u t = 0 sa svoje toc¢ke glediSta fiksirati po-
lo¥aje krajeva ovog Stapa - toc¢ke 0 i D -~ na x osi. Z%a njega du-
ljina OD prikazuje duljinu Stapa. Vidi se da je ona manja od
jedini¢ne duljine OB (crtez 1.5), tj. ovaj je Stap kraci za pro-
matraa u sustavu x ct, nego za onog u x” ct” za kojega Jje
Stap duljine OB'= 1. Ovim kontrakcija prirodno proizlazi iz

jedinstva prostorno-vremenskoqg zbivanja.

Prostor Minkowskog x, y, z, ct ne moZe se predoliti. Mogu se
uzeti samo tri koordinate npr. x, y i ct, Svjetlosni signal
odaslan iz ishodita u t = 0 predoluje tada stoZac (crteZ 1.6):



Os ¢t 1leZi u stodcu a osi x 1 y izvan njega.

U vrijeme t = 0 neka je Cestica u ishodiltu (x = 0, v = 0).
Brzina ¢estice manja je od brzine svjetlosti, te se staza Cesti-
ce nalazi unutar svjetlosnog stoSca. Na pléétu stofca Vv = c.
PoloZaj ¢estice prije t = 0 moZe se naéi zrcalenjem vremenske
osi (prijelaz od ct u - ct). Donji stoZac predoluje pro¥lost

a gornji bududnost.

Osnovna invarijanta Lorentzovih transformacija:
X ¥ P k2T =gt

moZe se uvodjenjem Cetvrte koordinate X4 = ict napisati u ob-
liku:

2 2

- + y + 22 + {ict)2

Koordinate Cetverodimenzionalnog svijeta Minkowskog mogu se oz-

na¢iti indeksima uz varijablu x:
X, F X X, = Y Xq = 2 X4 = ict (1.17)

Lorentzove transformacije (1.9) izraZene sa ovim koordinatama:



§ ¥
. 1 ~ . c
x1 = ~—w—~w5 xl + 0 x2 + 0 x3 + . x4
A% 1 - E_.
L - = 2
cC c
xé = D°x1 + 1 x2 4 0°x3 + 0 x4
(L.97)
xB = 0’3{1 + 0 Xz + 1 x3 + O'x4
v
_— -t c + 0ex,, + 0%, + ! ble
Xy = X 2

¥ 0 0 iRy
g = v/c
Lo 1 0 0
a = | (1.18)
L0 0 1 0 R
/ 2, 2
“lBY O 0 Y Y"‘l/ 1 V/C

Lorentzove transformacije (1.97) mogu se napisati u obliku:

4
XJ= ) a,. X, (1.19)

U trodimenzionalnom prostoru izraz x2 + yz + z2 daje kvadrat
duZine i on je invarijantan prema vrtnji koordinatnog sustava.

2

Analogno x2 + X5 + xg + xi je kvadrat ,duZine" Cetverodimenzio-

1
nalnog vektora koji se ne mijenja pri Lorentzovim transformaci-
jama. Odatle bl slijedio zakljudak da Lorentzove transformaclje
zna¢e vrtnju u svijetu Minkowskog.



Jednadzbe elektrodinamike u ¢etverodimenzionalnom prostoru

Elektromagnetsko polje moZe se motriteljima iz razlic¢itih
sustava pojaviti na razlidite naCine. Npr. ako elektron miruje
u nekom sustavu motritelj toga sustava (koji miruje u odnosu na
elektron) opazit ¢e samo eiektriéno polje, a motritelj prema ko-
jemu se elektron giba primijetit e i magnetsko polje.

U Setverodimenzionalnom prostoru Minkowskog jednadZbe elek-
trodinamike mogu se napisati pomodu vektorskih i tenzorskih izra-
za u obliku koji je invarijantan prema Lorentzovim transformaci-

jama.

Elektri&no i magnetsko polje izraZeno pomocu skalarnog i
vektorskog potencijala:

It
I
@
p=24

\

- grad ¢ -

a?
-+

-+
rot A

o
1]

Komponente elektri®nog i magnetskog polja .(odnosno magnetske in-

dukcije) :
d
E:—ﬂ—- ?{X B-_—.a_l._.AE-a_A‘L’
X Ix 3t X ay az
34 RN an BAZ
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Ako bi se skalarni i vektorski potencijal sakupio u jedan &Cetvor-
ni wvektor: :



a za koordinate &etverodimenzionalnog prostora koristile ozna-

ke (1.17) komponente elektricnog i magnetskog polja glasile bi:

{ A, OB, Ahy oA,
- Bx Toax. T ax, By = 3x. " 3%,
¢ 1 4 2 3
i BR, A, RSURLS
- = B et T e B s
c Y 3x2 8x4 v 3x3 axl
: Ay aA, LY

- Bz T AxL T ax B, T 3%, 7 ax
3 4 1 2

te bi tenzor élektromagnetskog polja bio:

o
o
Qo
o
L=}
o]
[s%]
=
(=%}
b
[+%]
>

0 2 1 3 1 4 _ 1
axl 3x2 axl ax3 axl qu
A 3
- Az ) 3A3 . aAZ BAq 3A2
I 3 - ey —~w et
x2 xl sz 3x3 sz 3x4
3 ;
Ry Ay Ry 3y 0
3 a Yy o
x3 X, Bx3 sz 3x3 ax4
aAl ) 3A4 8A2 ) 8A4 aA3 ) aA4 ,
ax4 3x1 3x4 ax2 axq 3x3

ili uz relaciju (1.20)
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0 B, -B, = E \
\
1 e
-B 0 B, =3
(1. 21)
B -B 0 - i B
y X c z
ZE ig = E 0
c "x c Ty c "z

Iz tenzora elektromagnetskog polja mogu se dobiti Maxwellove
jednadZbe ako se elementi pojedinih redova deriviraju po pri-

padnim koordinatama, zbroje i stavi taj zbroj jednak nuli:

y
JE..
] 2l 1=1,2,3,4

Npr. ako se uzme prvi red:

Y i X
+——-— - e et —
0 3 3z ¢ d1et 0
HBZ i B _ 1 aEx
oy 2z c2 3

dobiva se x komponenta Maxwellove jednadibe:

1 3B
ot B % 2. A2
cz ot
odnosno
P >
rot H = ap

ar
t



Jednadzba gibanja elektyopa u elektromagnetskom poliu

Promotrit femo gibanje elektrona u elektromagnetskom polju
i napisati jednadbu gibanja u Cetverodimenzionalnom prostoru

Minkowskog.

Trodimenzionalni vektor brzine v=1v +3v + kv

X Y z
treba zamijeniti detvornim vektorom, koji mora biti invarijantan
prema vrtnjama u prostoru Minkowskog.

to je vlastito vrijeme elektrona. Dok u vlastitom sustavu prodje
vrijeme dt, u sustavu prema kojemu se giba vlastiti sustav (elek-

tron) brzinom v prodje vrijeme dt:

dt

10

dt

|

|<.
] I

Komponente &etvornog vektora brzine su:

dx dx

v, = ok = 1 dt X
1 dt dt dt 5
R
2
c
. dx2 B ﬂxz at _ Vy
2 dt dt dt qf— 5
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2
c
. - dx _ dx3 at v, (22
3 dat dt dt 3
A
2
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Na osnovi do sada iznesenog mogu se napisati jednadZbe gibanja
elektrona u elektromagnetskom polju u obliku:

d ' x
1 _
My wZ ¢ (Fyqvy 7 FipVy * Fygvy + Fryvy)
o]
d2x2
Mo 2 € (Fpyvy * Fopvy + Fogug + Foyyvy)
o (1.23)
d2x3
m 2 °© (F3,V) + Fyovy + Faqvqy + Fauvy)
le]
d2x4
Mo 22 © (Fypvy * Fyovy + Fyqvy + Fuyvy)
O

gdije su Fij-komnonente tenzora elektromagnetskoqg nolja (1.21).

Napisimo prvu od jednad?bi (1.23) koristedi relaciju (1.22) i
tenzor (1.21):

= m mﬂ_(ffl} =m _Qﬁ(i_l}dt =m .9 x
02 dt_'d dt ‘dt - o|dt

= (
dt © 0 to o dt d Jdt
o v
\/ —2
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Analogno i druge dvije. Prve tri jednadZbe (1.23) ¢e glasiti:

d MoVx
3t = 2) = e E, + e(Bzvy - Byvz)
Jf.. v?
2
c
nm_v
4 (oY = -
gt | 2) = e E, + elByv, B,Vv,) (1.24)
1 - Y
2
C

1t

d
a—E —'—“"‘""'”; e I:Z “+ E(By\-’x vay}
e
2
C

a &etvrta od (1.23) ce poprimiti oblik:

t

m_ic
o )dtzig{8v+ﬁv+gzv)a§€. (1.24°)

4
dat J*_—"*i dt, X X vy 2 o
L - v
2
c

Usporedba relativisticCke jednadZbe gibanja (1.24) i Newtonovog

IT zakona vodi do izraza za impuls elektrona:



P = et (1.25)

Ako se impuls napife u obliku: p=mv , onda bi iz jednadZbe
gibanja (1.24) proizlazilo da je masa elektrona m ,promjenlji-
va",

Do relacije

Einstein dolazi u radu ,Ka elektrodinamici gibajucih tijela",
Annalen der Physik 17 (1905).

Iz jednadZbe (1.247) slijedi:

m c2
d _ %
3t ( 2) =g E Vv
v
L =5
C

Rad sile u jedinici vremena e E v dovodi do povedanja energije
elektrona.

Izraz za energiju elektrona u gibanju:

E = B W WG (1.26)



Cuvena je Einsteinova relacija o ekvivalentnosti mase i energije
tijela. .

O tome Einstein piSe u knjizi "Relativity" (University Paperbacks,
Methuen, London, 1920.):  NajvaZniji rezultat opdeg karaktera na
koji vodi specijalna teorija relativnosti je koncepcija mase. Pri-
Je otkrica relativnosti fizika je poznavala dva zakona sa&uvanja .
naime, zakon safuvanja energije i zakon saduvanja mase. Ova dva
fundamentalna zakona izgledala su sasvim nezavisna jedan od dru-
gog. Pomocu teorije relativnosti oni su se ujedinili u jedan za-

kon ..."

Iz relacije (1.26) slijedi da u relativisti&koj mehanici
energija Cestice nije jednaka nuli ni u sludaju kada je njezina
brzina jednaka nuli. Ta ,energija mirovanja" tj. energija za

v = 0 jednaka je

Kada su brzine Cestice zanemarive v/c << 1 razvojem u red i

zanemarivanjem ¢lanova iznad drugog

- Yy

IC:
ol o

(o]
I
Q

dobiva se iz relacije (1.26) pored klasi&nog izraza =za kinetidku

energiju i energija mirovanja &estice:




Napomenimo da se klasi&ni izraz za kinetidku energiju moZe koris-
titi samo u sluaju ako su brzine tijela zanemarive u odnosu na
brzinu svjetlosti. Ako to nije ispunjeno, onda se kinetic¢ka ener-

gija mo%e izralunati iz relacije:

Veza izmedju energije i impulsa Gestice mo¥e se dobiti iz jed~
nad¥bi (1.25) i (1.26) na slijedeéi nalin:

2 IEZC#' m2v2
ET _ 2 _._0 _ _o - 2.2
C2 ¥ V2 v2 <
1 - '_2 1 " "—2
c c
g = c fp° + m0202 (1.27)

U sludaju da Jje impuls p znatno vedi od m,C relacija (1.27) bi

poprimila oblik:
E=cp (1.28)

Ovaj izraz je vrlo va%an za Einsteinovu hipotezu © kvantima svjet-
losti jer u elektrodinamici postoji relacija (1.28) izmedju ener-

gije i impulsa elektromagnetskog vala.



Osnovne ideje Opce teorije relativnosti

Specijalna teorija relativnosti ograniava se na gibanija
bez ubrzanja ~ na transformacije medju inercijalnim sustavima.,
ITnercijalni sustav idealizacija je objektivne stvarnosti - da-

leko od drugih tijela, liSena ubrzanja.

Od 1907. do 1915. godine Einstein radi na pro$irenju teorije
relativnosti na ubrzana gibanja, odnosno na sve sustave. Rezul-
tat toga je njegova Opéa teorija relativnosti objavljena 1916,
godine u Annalen der Physik, 49 (1916) 769 pod naslovom:

«Osnove opce teorije relativnosti".

Specijalna teorija relativnosti temelji se na postulatu
tzv. principu relativnosti: _Ako je sustav koordinata K tako
izabran da u njemu vrijede fizikalni zakoni u njihovom najjedno-
stavnijem obliku, isti zakoni takodjer vrijede i u bilo kojem
drugom sustavu koordinata K- koji se jednoliko po pravcu gi-
ba u odnosu na K sustav - piSe Einstein u radu ,Osnove opdce
teorije relativnosti" i nastavlja -~ K Ovaj postulat zovemo (Spe-
cijalni princip relativnosti’. Rijeé& ;specijalni’ znadi da je
pPrincip ograni&en na sludaj kada K~° izvodi jednoliku transla-
ciju u odnosu na K, a da se ekvivalentnost K° i K ne pro-

§iruje na sludajeve nejednolikog gibanja K~ u odnosu na K

ProSirenje postulata relativnosti vodi do opéeq principa relativ-

hosti koji u formulaciji FEinsteina glasi ,Zakoni fizike mora ju
biti takve prirode, da se dadu primijeniti u koordinatnim susta-
vima u bilo kakvom gibanju". Dakle, zakoni fizike moraju biti
tako formulirani, da imaju isti oblik u svim sustavima, tj. u
sustavima koji se proizvoljno gibaju. Ovim je obuhvacdeno gravi-

tacijsko i sva ostala ubrzana gibanija.

U knjizi "Relativity" (Methuen, London, 1920.) Einstein
postavlja pitanje LAko ispustimo kamen i on se giba, zadto de
pasti na Zemlju? Uobiajeni odgovor na ovo pitanje je: Bududi
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da ga je privukla Zemlja. Moderna fizika formulira odgovor raz-
liditije. Kao rezultat paZljivijeg studija elektromagnetskih po-
java odnosimo se prema djelovanju na udaljenost bez intervenci-
je nekog intermedijarnog medija kao prema nemogucem procesu.

Ako npr. magnet privladi komadicde Zeljeza, ne mo¥emo biti zado-
voljni s tumadenjem da magnet djeluje izravno na 7eljezo kroz
prazni medjuprostor, i mi smo - poslije Faradaya - prisiljeni
zamisliti da se magnet javlja preko neleg fizikalno realnog u
prostoru oko njega, nefeg 5to mi nazivamo magnetskim poljem ...
Djelovanje Zemlje na kamen je neizravno. Zemlja proizvodi u svo-
joj okolini gravitacijsko polje koje djeluje na kamen i izaziva

njegovo padanje ...

Prema Newtonovu zakonu gibanja: F=ma (gdje je inercij-
ska masa m karakteristi®na konstanta tijela koje se ubrzava).
Ako je gravitacija uzrok akceleraciji, tada je: F=m" & ;
gdje je gravitacijska masa m~ takodjer karakteristiéna kons-
tanta za tijelo, a g intenzitet gravitacijskog polja. Iz tih

dviju relacija slijedi:

odatle Einstein zaklju&uje ,Gravitacijska masa tijela jednaka
je njezinoj inercijskoj masi" ("Relativity", ibid). Ovo je bi-
lo poznato i prije Einsteina,ali kako kaZe Einstein Jnije bilo
interpretirano. Zadovoljavajuca interpretacija moZe biti dobi-
vena samo ako se uzme u obzir slijededa &injenica: Isti kvali-
tet tijela manifestira se, prema okolnostima, kao ,%nercija'

ili kao ,teZ#ina’ ...

Promotrimo eksperiment koji je zamislio Einstein
U praznom prostoru udaljenom od zvijezda i drugih vecih tijela
ispunjeni su aproksimacijski uvjeti za primjenu Newtonovih za-
kona. Za taj dio prostora moguée je odabrati Galileiev refe-
rentni sustav prema kojemu de tijelo mirovati ili se gibati

jednoliko po pravcu.
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Zamislimo u tom prostoru kabinu objeSenu na kuku preko uZeta
unutar koje se nalazi motrilac, Ovaj motrilac ne bi u kabini
imao teZinu. Za njega gravitacija ne postoji. Ako bi ,netko"
vukao kabinu stalnom silom u smjeru prema objesistu, onda bi
motrilac izvan kabine ustanovio jednoliko ubrzano gibanje ka-
bine u smjeru prema objesiftu pod djelovanjem sile m a . Ako
bi primijenjena sila davala kabini ubrzanje jednako akceleraci-
ji sile te¥e, motrilac bi se u kabini osjedao kao u podruliju
djelovanja gravitaciiske sile m~ 3, Sva ispultena tijela pada-~

la bi s konstantnom akceleracijom (slobodni pad).

wImamo dobre temelje za profirenje principa relativnosti na sus-

tave koji se ubrzavaju jedan prema drugom" o+ Mi moramo uoditi

da se moguénost ovog na¢ina interpretiranja zasniva na fundamen-
talnom svojstvu gravitacijskog polja da daje svim tijelima jed-

naku akceleraciju, ili, 5to je isto, na zakon ekvivalentnosti

inercijske i gravitacijske mase" (Einstein "Relativity", ibid).

Sli¢no je i u raketi koja se giba kroz svemir daleko od drugih
tijela. Ako se raketa giba jednoliko, 1ljudi bi se u njoj osje-
¢ali bez teZine i lebdjeli bi. Ako bi neki mehanizam poceo ubr-
zavati raketu , putnici bi po&eli padati na suprotnu stranu i
mogli bi zaklju&iti da se pojavilo gravitacijsko polje koje uz-

rokuje njihovo padanje.

Jo$ jedan primjer. Ljudi u liftu koji miruje ili se jednoliko
giba osjecaju da su tefki (tlak na pod lifta). Ako bi puklo uZe

- slobodno padanje ~ njihova bi te¥ina prividno i%&ezla (ubrzanje
= g) i oni bi lebdjeli, te bi mogli zakljuditi da je gravitacij-
sko polje idé&ezlo.

Navedeni primjeri pokazuju da je gravitacijsko polje ekvivalen-
tno polju koje potjefe od pogodno ubrzanog sustava. Ono se mo¥e

stvoriti ili poniftiti pogodnim ubrzavanjem sustava.

Ovu ekvivalentnost gravitacijskog polja i polja koje potijele
od ubrzanog gibanja sustava Einstein je nazvao princip ekviva-
lencije. Osniva se na ekvivalentnosti gravitacijske i trome

mase.



U Newtonovo] mehanici gibaju se ¢estice na koje ne djeluju
sile po pravcima. U prostoru gravitacijskog polja putanje Cestica
su zakrivljene linije. Po Einsteinu te putanje mogu se smatrati
geodetskim linijama u zakrivljenom prostoru. Einstein je do3ao
do zakljulka da se u Opfoj teoriji relativnosti mora napustiti
Euklidova geometrija i umjesto nje uzeti Riemannova geometrija
u Cetverodimenzionalnom prostoru Minkowskog. Riemann je razvio
geometriju zakrivljenih prostora u kojoj umjesto pravaca dola-
ze geodetske linije kao najkrade spojnice to&aka. Riemannov
prostor moZe se prododiti dvodimenzionalno nekom zakrivljenom
plohom. Zakrivljenost plohe odredjena je po Opéoj teoriji rela-
tivnosti gravitacijom. Gravitacija postaje geometrijsko svojs-
tvo prostorno-vremenskog kontinuuma, uklopljena u metriku cetve-

rodimenzionalnog svijeta.

Samo u beskonadno malim podru¢jima prostora Minkowskog, Rieman-

nova geometrija (neeuklidska) svodi se na euklidsku.

U prilog Opce teorije relativnosti idu pojave otklona svje-
tlosne zrake u gravitacijskom polju, pojava zakretanja Merkuro-
va perihela, pomak spektra linija prema crvenom dijelu spektra
koje su opaZene, a koje slijede iz jednadZbi Opcfe teorije rela-

tivnosti.



7. UVOD U VALNU MEHANIKU

Klasi¢na mehanika i klasi¢na elektrodinamika nisu uspjele
objasniti atomske pojave. Prvi lom klasi&nih koncepcija nastao
je pri pokuSaju tumalenja zradenja crnog tijela. Rayleigh-Jeans-
ov zakon nagovjeStavao je  katastrofu® klasi&ne fizike. ,
Po klasic¢noj fizici atomi - harmonitki oscilatori - mogu konti-
nuirano mijenjati svoju energiju. M.Planck 1900. g. uvodi smi-
onu hipotezu prema kojoj energija harmonidkog oscilatora mo%e
biti samo cijelil broj odredjenih kvanata energije. A.Einstein
Jje na osnovi Planckove hipoteze objasnio fotoelektri&ki efekt,

a N.Bohr dao je 1913, g. tumadenje emisije spektra vodika ...

Bili su udareni temelji kvantne teorije.

Kvantna teorija uspjevala je protumaditi spektar vodikovih ato-~
ma i vodiku sli&nih atoma, rendgenske zrake, Starkov efekt ...
Teskoce su nastale pri proraunu helijeva spektra i pri pokusa-
Ju primjene na kemijske spojeve, Izlaz iz te sltuacije dao je
W.Helsenberqg, Njeqov rad temeljl se na kritidkoj analizi stare
kvantne teorije,

1925. g. W.Heisenberg (Zz.Physik 33, 1925, 879) zabacio je pre-
dodzbu o stazama elektrona u atomu i poSao sa stajalista da teo-
rija atomnih procesa mora promatrati frekvencije i amplitude
(intenzitete) svijetlosti kao jedino fizidki stvarne. Klasi&nim
veli¢inama odgovaraju u Heisenbergovoj kvantnoj mehanici pri -
padne matrice. Matrice sa svojim elementima—frekvencijanm v

i amplitudama am daju podatke o prijelazima elektrona iz
stacionarnog stanja n u stacionarno stanje m atoma.
Temeljna je zadada Xvantne mehanike, PO Heisenbergu, odredjiva-
nje matrice nekog atoma. Rezultati kvantno~teorijskih proraduna
MOgu se zorno interpretirati usporedbom matrica s klasiénim

velitinama,

1926. g. E.Schrddinger je objavio valnu jednadZbu do koje
je doSao na osnovi Broglieove teorije, a malo kasnije uspio
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je pokazati da se iz Valne mehanike mogu proraunati Heisenber-
gove matrice. Time je udario put utvrdjivanju identiteta Heisen-
bergove matri®ne mehanike i njegove Valne mehanike. Taj identi-
tet formulirao je Dirac. Kvantna mehanika javlja se u dvije ek-

vivalentne formulacije: Matri&na mehanika i Valna mehanika.

De Broglieovi valovi materije

Schrddingerova valna mehanika temelji se na radovima L.de
Brogliea. U svojoj disertaciji 1924.g. (Ann. Physique 3(1925)22)
L.de Broglie iznio je pretpostavku da je valno-&estiéna dualnost
svojstvo svih mikroskopskih &estica . Cestice kao i svjetlost

posjeduju valna i korpuskularna svojstva.

De Broglie je pretpostavljajuéi postojanje prirodne simetrije,
smatrao da bi &estice ukupne energije E 1 kolidine gibanja p
trebale biti pradene valom analogno kao fotoni &ija je frekven-

cija v = E/h , a valna du%ina ) = h/p.

Rad L. de Brogliea bio je motiviran misterijom Bohrovih or-
bita. Poku$ao ih je rastumaditi slaganjem stojnih valova oko
opsega pojedine putanje.

Kombinacijom uvjeta:

ni= 2rn (2.1)

(gdje je valna duZina pridru¥ena n-toj orbiti, a r polumjer
te orbite, crtei 2.1).

sa
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Crt.2.1. Putanja i stojni val elektrona

dobiva se:

h h
b= e = o 2.2
b ( )

De Broglieova relacija » = h/p jedan je od stupova moderne
kvantne teorije. Ona vrijedi za fotone, relativistidke i nerela-
tivisticke Cestice. Dualnost Sestica-val osnovna je osobina pri-
rode.

Relacija nA = 2rw , odnosno n h 2rn  ekvivalentna je uvijetu
kvantizacije momenta kolidine gibanja u staroj kvantnoj teoriji:

L = mvr = nh/2u.

Davisson-Germerov eksperiment

Davisson i Germer prvi su 1927.q. iznijeli dokaze o valninm
svojstvima katodnih zraka (Phys.Rev, 30 (1927) 705). Oni sﬁ.ka_
todne zrake (dobivene iz zagrijane katode) ubrzavali naponom od
pedesetak volti i promatrali ogibne pojave pri refleksiji i pro-
lazu katodnih zraka kroz kristal nikla.

Opazili su da pri refleksiji katodnih zraka na kristalu nikla
do pojatanja dolazi samo kod odredjenih kutova 0 koji udovolija~
vaju Braggovom uvijetu:



T

Crt.2.2. Refleksija katodnih zraka
na sukcesivnim ravninsma kristala

Kad je ovaj uvjet ispunjen, valovi raspr$eni na nizovima atoma
su u fazi - dolazi do pojaanja (konstruktivna inter ferencija).

Usporedba valne duZine dobivene iz relacije (2.3) s valnom duZi-
nom iz de Broglieove relacije (2.2) dala je odli&no slaganje.

Cestice i valni paketi

Ravni valovi ol (Bx=at) nisu lokalizirani u prostoru.
Prostiru se od - =« do + = , te nisu pogodni za predo&ivanje
Yestica. Valni paketi mnogo su pogodniji .

Valni paket je valno gibanje manje-viSe lokalizirano u prostoru.

Mo%e se dobiti superpozicijom sinuisodalnih valova:

vi(x,t) =} AL ei(knx‘mnt)
n

Pogodnim odabiranjem sinuscidalnih valova mofe se postidi kons-
truktivna interferencija na odredjenom mjestu u prostoru a des-

truktivna na ostalim mjestima (crteZ 2.3).
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¥ Ako je razdioba valnih brojeva k i
[! frekvencija w kontinuirana:
A" ﬁw iz
U U g i(kx-wt)
plx,t) = J A(k) ak (2.4)

Crt.2.3%. Valni paket

gdje je A(k) amplituda pojedine komponente vala.

Bilo koja funkcija moZe se napisati kao superpozicija sinusoidale-

nih funkcija (Fourierova analiza).

Neka funkcija A(k) ima oblik
Ao (crteZ 2.4) ;

Alk)

I |
(I S . a2 2
ko k A(k) = a_ e™® (k=ko) (2.5)
Crt.2.4, Grafidki prikaz
jednadzbe (2.5)
Ak - podrulje valnih brojeva za koje je funkcija razlidita od
nule
A, - maksimalna vrijednost funkcije
a -~ karakterizira $irinu krivulje (Sirina za ovakvu krivuliju e

definira se kao interval u varijabli k u kojemu funkcija

padne od maksimalne vrijednosti A, do e /2 )
o

Tada ¢e valna funkcija (2.4) u odredjenom trenutku npr. t = 0

biti jednaka:
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2 2 .
Y (x,0) J Ay e (k-ko) 7 ik X dx =
A /7 2,..2
- Oa e"‘"K /43 elkox (2.4,)
. . . . ikx Cas
Vv(x,0) flo je sinusoidalni val e © moduliran
rall anvelopom

e ] e 2 )
— H =X

P e /43

koja ga lokalizira u prostoru.

Crt.2.5. Grafidki
prikaz realnog
dijela jednadzbe
(2.4°)

Parametar a odredjuje &ipinu anvelope valnog paketa. Ako je a
manji, valni paket je bolje lokaliziran (Ax je maniji).

Faznu i grupnu brzinu za valove materije moZe se izradunati
korlsteél de Broqlleovu hipotezu da su energija i kolitina giba-

nja povezane s frekvencijom i valnom duZinom sljededim relacijama:
p = h/) = hk E = hv = huw

7Za nerelativisti®ko gibanje veza izmedju E i p Je:

ﬁ2k2

ili o = o

=1
it
%



a odatle se za faznu brzinu i grupnu brzinu dobiva:

I VS 1
VET K T T am T3V

Fazna brzina nema fiziZkog znatenja. Grupna brzina tj. brzina

$irenja valnog paketa jednaka je brzini d&estice.

Heisenbergove relacije neodredjenosti

U klasi¢noj mehanici gibanje neke &estice potpunc je opisa-
no ako je poznat poloZaj i brzina &estice u svakom trenutku, To&-
no odredjena brzina (koli&ina gibanja) odgovara u valnoj slici
valu s to¢no odredjenom valnom du¥inom: ) = h/p.

Val s to€no odredjenom valnom du¥inom Je ravni val koji se %iri
po Citavom prostoru, Cestica odredjene brzine ima u valnoj sli-
¢i potpuno neodredjen poloZaj u prostoru., Ako se ¥eli prikazati
da se Cestica nalazi u nekom malom podruc¢ju treba izgraditi val
koji intenzivno titra samo u tom malom podrucju a izvan toga
i8&ezava. Takav val nastaje sumiranjem vrlo mnogo ravnih valova
razli¢itih valnih du¥ina. Valovima razli¢itih valnih duZina od-
govaraju razlifite brzine elektrona. Time &to se Cestica ogra-
nic¢ava na malo podru¢je, brzina destice postaje neodredjena.
Ako se valni paket proteZe preko podrudja ax, vrijednosti val-
nih brojeva k valova koji interferiraiju, a koji sastavljaju
valni paket, padaju unutar intervala ak takvdg da prema-
Fourierovoj analizi:

Ax Ak = 2u



odnosno uz k = Zl = 2w 24 ili Ak = 2w ap
) h h
AX Ap = h (2.6)

Relacija (2.6) daje vezu izmedju neodredjenosti poloZaja 1 koli-
dine gibanja za optimalni slucaj. U vedini slucajeva x 1 p

poznati su s manje sigurnosti: -

A bp & h (2.7)

To je relacija neodredjenosti koju je otkrio Werner Heisenberg
1927. godine (2. Physik 43 (1927) 172). Ona izra%ava da je prin-
cipijelno nemoguée istovremeno tolno ustanoviti brzinu i poloZaj
&estice. UmnoZak neodredjenosti u poloZaju i u kolic¢ini gibanja
reda je velidine Planckove konstante. Ako je poloZaj Cestice ne-
odredjen za 4x, tada je kolid¢ina gibanja neodredjena za Ap,

a pri tome Ap ne moZe biti manji od h/&x . Nemogudée je isto-
dobno mjeriti poloZaj i kolidinu gibanja Cestice to&nije nego

$to dopusta Heisenbergova relacija neodredjenosti.

Razmotrimo eksperiment koji je zamislio Heisenberg. Elektron
promatramo mikroskopom. Osvjetlimo ga svjetlodcéu valne duZine ).
Mo¢ razluivanja mikroskopa zavisi o valnoj duZini. PoloZaj elek~-
trona ¢e biti to bolje odredjen, ¥toc je manja valna duZina. Ako
bi se upotrebioelektromagnetski wal dovoljno male valne duZine,
elektromatnetskog vala (koji se od elektrona reflektira i vrégé
u objektiv) pri sudaru prenese na elektron odredjenu koli&inu
gibanja (Comptonovo rasprSenje) i to vedu %to je valna duZina
elektromagnetskog vala manja. Dakle, &to je valna duZina elek-
tromagnetskog vala manja, toZnije je odredjivanje polo%aja, a
time se viSe promijeni koli&ina gibanja elektrona, i nesigur-
nost u odredjivanju brzine postaje veda.



Ako se Zeli odrediti vrijeme u kojem &destica prolazi kroz
danu tofku, mora se festica reprezentirati s valnim paketom ko=
ji ima vrlo kratko trajanje At. Da bi se to postiglo trebalo
bi imati superpoziciju valova razliditih frekvencija s amplitu~
dom znatnom samo u intervalu frekvencije Aw tako da prema

Fourierovoj analizi:

1

At Aw 2

ili vz E = fw odnosno AE = hauw

it
=

At AE

Ovo je za optimalni slu®aj. U vedini slu&ajeva vrijeme i energi-

Jja poznate su s manje sigurnosti, te je opcenitija relacija:

At AE 2 h (2.8)

UmnoZak neodredjenosti u energiji i vremenu je barem veli&ine
Planckove konstante. Bilo koji poku¥aj preciznog odredjivanja
energije zahtijeva neko kona&no vrijeme at koje je povezano
s nesigurno$cu energije AE relacijom (2.8).

Relacija (2.8) zahtijeva izvjesnu reviziju naSe koncepciie
stacionarnog stanja. Elektron iz pobudjenog stacionarnog stanja
prelazi u stacionarno stanje ni%e energije. Ne zna se tofno ko-
liko ¢e dugo elektron ostati u pobudjenom stanju t3j. koliko je
vrijeme Zivota stanja. Mo¥e se jedino govoriti o vjerojatnosti
u jedinici vremena da elektron sko&i u nife energijsko stanije.
Vrijeme Zivota stanja poznato je unutar neodredjenosti At. Da-
kle, energija stacionarnog stanja elektrona nije poznata preciz-



no nego ima neodredjenost AE prema relaciji (2.8). Cesto se

AE ozna&ava kao energijska Sirina stanja &ija je energija iz~
medju E - 3 AE i E + 3 AE.

Heisenbergov princip neodredjenosti jedan je od osnovnih princi~
pa kvantne mehanike. Radovi Heisenberga - otkrice kvantne meha-
nike i princip neodredjenosti ~ svrstavaju Heisenberga medju

one velike znanstvenike koji su otvorili nov nac¢in midljenja i

spoznavanja prirode.

Schrddingerova valna jednadZba

Mehani&ki valovi mogu se opisivati valnom jednadZbom

koja proizlazi iz Newtonove jednadZbe gibanja.

Elektromagnetski valovi mogu se opisati jednadZbama
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koje proizlaze iz Maxwellovih jednadzZbi.

Ne postoji opdéi princip koji bi odgovarao Newtonovim zakonima
ili Maxwellovim jednadZbama iz kojeg bi se mogla izvesti jed-

nadZba valova materije. Ipak, izgleda razumno njeno postojanje...



Objavljivanje de Broglieove wvalne hipoteze izazvalo je ve=-
liki broj diskusija kako u raznim evropskim centrima, tako i u
zZirichu. Ugledni fizikalni kemidar Debye sugerirao je mladom fi-
zi¢aru Ervinu Schrddingeru da nadini paZljivu studiju de Broglie-
ove teorije i izloZi je na seminaru. U toku ove studije Schrddin-
ger je razvio valnu jednadZbu koja sada nosi njegovo ime. Ob-
javio ju je u Ann. Physik 79, 361(1926).

Gibanije slobodne ¢estice (U = 0) odredjene kolidine giba-
nja p moZfe se predoCiti ravnim valom:

ei(kawt)

Pilx,t) = A k = 2a/% w = 2nv

Ukupna energija ¢estice: E = p2/2m

te u valnoj slieci vrijedi:

ho = B

2m

Za valnu funkciju ¢(x,t) mora biti ispunieno da je:

. 2,2
fo et (kx-wt) ﬁzi ol (kx-wt) (2.9)

Jednadzba (2.9) moZe se napisati u obliku:

. 2 .
ih(~iw) el(LXumt}_z _‘%_(ik}Z ot (kx-wt)
m
koji je ekvivalentan sa:
42 Jikxmet) | h2 2% i (kc-wt)
3t T m 2 °

IxX



odnosnc ako je ¢ (x,t) = A el(kxﬁwt} sa:
2 .2
"%a—*‘%”ﬁ%—ﬁ (2.10)
Ix

i(kx-ut) (sinusoidalni val) zado-

Valna funkcija ¢(x,t) = A e
voljava diferencijalnu jednad?bu (2.10). Bilo koji val moZe se
prikazati kao superpozicija sinuisoidalnih valova. Ako je svaki
sinuisoidalni val rjeSenje jednadibe (2.10) moZe se pokazati da
je suma takvih rjefenja takodjer rjeSenje jednadZbe. Razumno je
pretpostaviti da jednadZbu (2.10) mora zadovecljavati svaka val-

na funkcija koja opisuje fizikalno moguée stanje Cestice.

JednadZba (2.10) je vremenski zavisna Schrodingercova valna
jednad?ba. Ona ima znacaj u kvantnoj mehanici analogan Newtono -

voj jednad¥bi gibanja u klasi&noj mehanici.

Schrédingerova jednad¥ba (2.10) vrijedi za slobodne Cestice. Ako

je potencijalna energija Cestice U(x), jednadZba bi bila oblika:

a2’
<

|

2 3
-J%ﬁi%+utxw= ih {(2.50/%)
3%

=%
ot

U sludaju valova odredjene frekvencije (odnosno energije) koji
opisuju stacionarna stanja, rje3enja valne jednadibe mogu se pi-

sati u obliku:

—i%t

ot . uitk) e (2.11)

vix,t) = u(x) e

_ Valne funkcije stacionarnih (stojnih) valova imaju separirane

vremenske i prostorne varijable.



UvrStavanjem valne funkcije (2.11) u jednadZbu (2.10°) dobiva se:

2 .2
- h_ éﬁ% + U(x) u = Eu (2.12)
dx

Ovo je vremenski nezavisna Schrédingerova jednad?ba. Ona se pri-
mjenjuje za opls stanja Cesticalkonstantne ukupne energije
npr. Cestice vezane odredjenlm potenc1jalom u nekOm podruéju

prostora (vezane &estice)

Schrodingerova jednad¥ba (2.107) i (2.12) napisana u tri dimen-

zije:

2 2m _ 2m 3¢
Vg - E} U(x,y,z) ¢ = ih 3t
2 2m 2m
vVu - — U(x,y,z) u= ~ =% E u
h? b

Valna funkcija i gustoéa vjerojatnosti

RjeSenja Schrodingerove jednadZbe pisana su opéenito u komp-
leksnom obliku, te fizikalni smisao dobivaju ako se iz koﬁblek-
snih valnih funkcija izgrade realnc vellélne UmnoZak ¢ i njene
konjuglrane komplekcne velidine w pozltlvna je realna veli&i-
na : ww Iu[ . U svojim prvim radovima Schrddinger je za ovaj
izraz pretpostavio vrlo jednostavno znaCenje. Zabaciv3i sliku
elektrona kao tofke predodio ga je elektriénim oblakom ¢ija bi
‘gustoda naboja bila dana sa eww . Ovo shvadanje nailazilo je
na potefkode pri tumadenju mnogih pojava (npr. pri prijelazu iz
pedru¢ja jednog potencijala u drugi: lom i refleksija ... )



_Born je 1926. godine uveo novu interpretaciju valne funkcije.
zadrZao je sliku elektrona kao toCkastog naboja, a izraz ¢¢*
odnosno uu* bi po Bornu imao znalenje vijerojatnosti da se na
nekom mjestu prostora nadje elektron. Ova statistic¢ka interpre-
tacija vala materije rasvjetljuje pojavu in?erferehcije i ogiba.
Tamna i svijetla mjesta u interferencijskoj'élici pokazuju kako
su &esto na ta mjesta padali elektroni. Interferencijska slika

daje uvid u vjerojatnost padanja elektrona na odredjena mjesta.

Vjerojatnost nalaZfenja Cestice u jedinici volumena ili gus-

toda vjerojatnosti nalaZenja jednaka je:

P = |u(x,y,z)|2

a vjerojatnost nalaZenja &estice u volumenu V:

2
B, = J lu(x,y,z)|© av
A%

Vjerojatnost nalaZenja &estice u prostoru - uvjet normiranja val-

ne funkcije:

I [u(x,y,z)12 av = 1

ditav
prostor

Izra¥ava da se Sestica mora nalaziti negdje u prostoru.

Poznavajuéi valnu funkciju u(x,y,z) moZe se iz !u|2 zaklju&i-
ti na vjerojatnost nalaZenja Cestice na odredjenom mjestu pros-
tora odnosno u sludaju snopa Cestica na prosje¢ni broj Cestica

na tom mjestu ili na intenzitet promatranog snopa.
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Potencijalni bedem

Promotrimo 5to se dogadja kada snop nabljenih ¢estica npr.
elektrona naidje na promjenu potencijala tzv. potencijalni bedem
visine U0 i beskonadne duZine.

Valna duZina nabijenih estica zavisi o potencijalu.
Buduc¢i da je X = h/p , a ukupna energija E = p2/2m + U, , to je

p=Yam{E-U) , teje A=h//n(E - Uy

Promjena valne duZine svjetlosti uvjetovana je razliditom
optickom gustodom sredstva kroz koje svjetlost prolazi, a
valna duZina valova .materije razlid&itim potencijalima sredstva.
Pojavi refleksije i loma svjetlosti na granici sredstava od-
govara kod nabijenih Cestica naila¥enje na nagli skok potenci-

jala.

Crt.2.6, Sirenje vala rem
potencijalnom bedemu O<E

U podruc¢ju "1" (x - 0 , U = 0) ¢&estice su slobodne:
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Valna duZina valova materije: A = h//2mE ,
a valni vektor: k = 2n/) = 2xV/2mE/h = /2mE/h
: 2 2
Schrddingerova jednadZba: -~ %~ 48 E u
m dx2

Rje¥enje te diferencijalne jednadZbe su valne funkcije:

eikx i e_ikx. valna funkcija eikx reprezentira slobodnu
Cesticu kolidine gibanja p = hk, energije E = p2/2m koja se
giba u + x pravcu, a valna funkcija e 1KX  S1obodnu Zesticu

iste koli&ine gibanja i energije, a koja se giba u pravcu - X.

Opée rjeSenje gornje jednad’ibe moZe se pisati kao linearna kombi-
G - ikx -ikx
nacija rjeSenja e i e -

ulx) = A elk® o g omikx ravni val

Kada val naidje na skok potencijala, jedan ¢e se dio reflektirati,
a drugi ¢e uéi u podrudje "2". Dakle, u podrucju "1" bit ce upad-

ni val ei¥® 4 peflektirati val e TK%,

U podrué&ju "2" (x 2 0) Biri se val materije s promijenjenom val-

nom duZinom:

A= h / V2m(E - UO} "
i valnim vektorom: k~° = 2u/ )\ = /2m(E - u.) / h

Schrdédingerova jednadZba ¢e glasiti:



RjeSenje ove diferencijalne jednadzbe je:

= C e transmitirani val

JednadZbe valova iz podru&ja "1" i "2";

upadni val: u, = A e1KX
reflektirani val: u, =B o~ 1kx (2.13)
transmitirani val: ut = C elk ®

Amplitude A, B i C mogu se odrediti primjenom rubnih uvijeta
(uvjeti kontinuiteta kod x = 0). Potencijal ima skok u ishodi~
tu od 0 do Uo’ ali valna funkcija i njena prva derivacija po x
Xx =0

2

znacio bi iznenadni porast nagiba du/dx , i vrijednost d u/dxg

mora ostati neprekidna. Iznenadni skok valne funkcije u

bi postala tako velika kao da je u toj toki nedefinirana.

Dakle, valna funkcija mora zadovoljavati slijedede rubne uvjete:

uu * ur - ut x=0
(2.14)
du du du
+ ro_ t
dx dx dx x=0

Uvjeti (2.14) primijenjeni na (2.13) daju:

ikaA - ik B ik~ C

Odatle slijedi:
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P
+ 1
F ke
aloa
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Koeficijent refleksije izra¥ava koliko se upadnih Yestica reflek-

tiralo odnosno kolika je vjerojatnost refleksije:

R = VBB /vAA = {}}Z — ]12:)2
analogno koeficijent transmisije
T = Vv’ CC*/\JAA* = ~ﬁ55:*2
(k+k 7)
T+ R=1 (sa®uvanje broja &estica)
U sludaju da je E = U_, k=0, T=20, sve bi se Cestice ref-

lektirale.

‘Kada je ukupna energija E < UO , po klasi&noj teoriji destica
ne bi mogla udéi u podrulje "2" jer je tu kinetilka energija ne-

gativna. U valno-mehani&koj slici to je moguce. RjeSenje Schro-

dingerove jednadZbe u ovom slu&aju je kombinacija funkcija Y™
i PR L U, = C e ¥ 4+ p eV,
Funkcija e¥* nije fizikalno prihvatljiva jer ona s povedanjem

x raste bez granica, a to Jje nerealno. Stoga je rjedenje jedna-
dZbe:

u, = C e ¥ (fFunkcija eksponencijalno opada)

U podru&ju "2" valna duZina i valni broj poprimaju izraz:

»° =h / /2m(E - UO) = h/i v"2m(UO - E)



y = w’Zm(UD - E)/h

U (x)
Yo
E o _—
@ o
)
AWAN A NN 5
VAAVAAVAL <

Crt.2.7. Sirenje vala prema
potencijalnom bedemu ( O>E)

Val materije prodire u podru&je negativne kinetidke energije a

njegova amplituda eksponencijalno trne.

Tunel efekt

Ako potencijalni’ bedem nije beskona&no dug nego ima odredje-
nu duljinu d, tada destica, ako ima energiju i manju od visine
barijere Uy moZe pro¢i kroz barijeru i nadi se s druge strane
potencijalnog brijega. Ta se pojava naziva tunel-efekt. OpaZena

je u mikro-svijetu atoma i molekula.
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u(x)
o
£
4 2 3
0 a X
Crt.2.8. Tunel efekt
valna funkcija u podruju "1" (x < 0) Je:
u, = A eikx + B eﬁikx
. s ikx -ikx
gdje Jje k = 2x/x = /2mE / h , e upadni val, a e
reflektirani val.
vValna funkcija u podru&ju "2" (0 Sx S d):
u, = D e.—Yx + F er
k* = 2n/x" = /2m(E - U0.) / h =1 fzm'(uo - E) /h; k7 =iy

Valna funkcija u podru&ju "3" (x > d):

u3 =C e transmitirani val



Funkcije se moraju glatko spojiti na obje granice, te moraju biti

ispunjeni uvjeti 0 neprekinutosti valne funkcije i prvih deriva-

cija na mjestima x = 0 i x = d. Iz tih uvijeta slijedi:
kod X =0 A+ B=0D+F
ik{(A - B} = (« D + F)y
kod x = d D eV 4 p e¥d c etkd
y (- D e“Yd + P eYd) = ikC eikd

Odatle proracuni daju da je koeficijent refleksije:

. 1y k, 2 2
% R A
VAA 1 + 4(k + Y) sh%yd
a koeficijent transmisije:
s Pocs -
(o= XECT [1“"‘1} (%4-&}2 sh? yal~} . (2.16)
f v AA¥ Y
Za yd »>> 1 vrijedi aproksimacijska formula:
- Yo, ky-2 -2dy -
T = 16 (k+~r) e (2.16 )

Koeficijent transmisije eksponencijalno opada sa $irinom brijega
d, masom ¢estice m 1 relativnom visinom U, - E. Kada je bari-
jera Siroka (veliki 4), transmisija je mala, i skoro se sav val

reflektira. Ako je d vrlo malo, tada Jje sh2 yd vrlo malo

i T = 1 +te skoro sav val prolazi kroz brijeg.
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Ovo  tuneliranje” kroz potencijalni brijeg opaZeno je eksperi-
mentalno. Alfa Sestice iz radioaktivne tvari emitiraju se na taj
nadin. Na tom principu tumali se rad tunel-dicda u kojoj elek-
troni prolaze kroz podrulje negativne kineti&ke energije putuju-

éi iz jednog dijela diode u drugi.

U ovim razmatranjima &estice su opisivane ravnim valom. Nesto
slo¥eniji su proraduni kad bi se opisivale valnim paketom. Kada
valni paket naidje na potencijalni brijeg, postoji konalna vije-
rojatnost da se pojavi iza brijega. Kada se opisuje nailazak jed-
ne &estice na potencijalni brijeg, onda bilo da se opisuje rav-
nim valom ili valnim paketom koeficijenti R i T daju viero-
jatnost da ée Zestica procéi kroz brijeg ili se reflektirati. Ako
se promatra snop Cestica koji nailazi na potencijalni brijeg, on-
da ovi koeficijenti daju vjerojatnost da neke destice prodju kroz
brijeg, odnosno daju broj Cestica koje prodju kroz brijeg. Ako je
energija manja od visine potencijalne barijere, %to je debljina
barijere veéa, to ¢e manje Cestica proéi - intenzitet transmiti -

ranog snopa bit ¢e manji.

Potencijalna jama

Promotrimo slu&aj vezane &estice koja se giba po osi x izme-
dju dva potencijalna zida, &ije je gibanje ogranifeno unutar jed-
nodimenzionalne potencijalne jame $irine 4 (unutar podrucija

x =0 i x = d)

0 o -

Crt. 2.9, Jednodimenzionalna potencijalna jama
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sli¢no kao elektroni u metalu 11li molekule idealnog plina u

komori ¢Eestice se gibaju slobodno dok ne udare u zid koji ih
prisiljava da se vrate natrag,.

Potencijalna energija u jami (za 0 < x < d}) Jjednaka je nuli, a
kod x =0 i x = d o8tro raste do beskonatne vrijednosti.

U podrué&ju izvan jamé: d <« x < 0, gdje‘je U = », valna je funk-
cija jednaka nuli, tj. u(x) = 0. Cestica s kona&nom energijom ne

mo¥%e 1zidéi izvan ovakove potencijalne jame,

Schrddingerova jednadZba u podru¢ju 0 < x < d gdje je U = 0

2 2
"%u%i(_)_ =Eu{x)
dx
ili
d2 ux) 2
s + k¥ u(x) =0
dx

gdje je valni vektor k = /2m E/h.

Buduc¢i da se Cestica giba naprijed i natrag izmedju x = 0 i
®x = d, valna je funkcija kao i kod potencijalnog bedema dana sa:

ikx -ikx

ui(x) = A e + B e

Grani¢ni uvjeti zahtijevaju da je:

uf{x) = 0 kod x =0 i x =d

I
e
+
fes}
it
o
H
H
!—l-
=
[}
!
o
o
1]
|
it}

Tada je u{x=0)
= 21 A sin kx

u(x) = A (e

u(x) = C sin kx {2.17)



Grani&ni uvjeti xod x = d daju:

I
o

ulx=d) = C sin kd =

Buduéi da C ne moZe biti jednako nuli jer tada ne bi postojala

valna funkcija, to slijedi da je:

sin kd = 0 ili kd = nn gdje je n cijeli broj

odnosno: k = nn/d (2.18)

a koli&ina gibanja:

p = hk = nnh/d (2.18°)

Relacija (2.18°) daje mogude vrijednosti koli&ine gibanja.

Primijeni 1li se relacija (2.18) na rijedenje (2.17), dobiva se:

u(x) = C sin n 7 x/4 (2.19)

Tz relacije (2.18) slijedi:

Vome/h = n n/d

odnosno

2

_ 1 nh, 2
E=n -2—'m(-a‘}

(2.20)
ili



Moguce su samo neke diskretne energije El' E2

L2
n hn = n El
n = 3 E3 = 9 El
n = 2 E2 = 4 E1

Razmalk izmedju energijskih razina zavisi o masi Sestice i Sirini
jame. Sto su m i 4 vecdi, to je razmak izmedju razina manji. U
makrosvijetu mase tijela i velidine jame toliko su velike, a razi-
ne toliko blizu, da kvantiziranost nije vide uvo¢ljiva. Energija

praktic¢ki moZe poprimiti sve vrijednosti.

Kvantna mehanika -~ izraZena Schrodingerovom jednadbom ukljudu-
je kvantizaciju energije, tj. postojanje diskretnog niza dopus-~

tivih energijskih razina.

Na crt. 2,10 dan je prikaz wvalnih funkcija:

Crt.2.10. Valne funkeije za Cesticu u pravokutnoj
potencijalnoj jami

Vierojatnost da se &estica nadje na odredjenom mjestu u jami
dana je sa uu* (crt. 2.11).
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7

0 o
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Crt.2.11. Vjerojatnost ds se Cestica nadje
na odredjenom mjestu u Jami

Ukupna vijerojatnost da se Cestica nadje u Jjami:
d
J u(x) u*(x) dx = 1 {2,213
o

Relacija (2.21) je uvjet normiranja valne funkcije. IzrazZava da

se &estica sigurno nalazi negdje u jami.

Iz relacije (2.21) slijedi:

d
c? J sinZ D ; X dx =1 te je ¢ = ¥2/d
o

Normirana valna funkcija glasi:

un(x} = 4% sin (nn x/4d)

sli&na razmatranja mogu se provesti za trodimenzionalnu potenci-

jalnu jamu. Za valnu funkciju dobiva se izraz:

b T n =% nz!r
u(x,y,z) = C sin x sin —X—y sin—5- 2
d d
X Y .
a za energiju :
2 2 2
2 n n n

g =Dl (X4 L+ )
8 dz d2 d2
X Y z



H
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04dnosno

2

2
2 2 2 h
- - S T s 2.22)
B o= o (kx 4 ky + kz} 5 k (

gdije su dx' d , dz dimenzlje potencijalne jame, D s ny, n, cije-

Y
11 brojevi, a kx' ky’ kz komponente valnog vektora:

an n I n i (2.23)
k = . }( = ..«....«z...m 7 k = v
% d, : y dy Z d,

Uvjeti kvantizacije (2.23) vode k nekoj tolki u k" prostoru
(koja odredjuje stanje Cestice) za svaki moguéi niz vrijed-

nosti: n_ e ny, n, (odnosno kx‘ ky' kz)o

Sva stanja danih kx’kykz sa energijom manjom ili jednakoj nekoj
energiji E leZe unutar oktanta sfere u "k" prostoru polumjera:

K = %{ (2nE) 272 (2.24)

Razmaci medju sukcesivnim todkama u .k" prostoru (crteZ 2.12) su:

21 ) 1
k Mk e = T =
X, Xy dx dx dx
analogno za y:
i
k - k R
Y Y1 dy
1 2z komponentu:
i
k ~ k 3
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(kg ,ky,kz)

1
1
1
:
l —
-
L ky

kz

Crt. 2.12. 4k" prostor

Broj todaka u jedinici volumena k" prostora:

1 %49 v S
KA A 23 e
3, a3,

Broj toaka (stanja) unutar oktanta dan je umno$kom broja to&aka

e —

U jedinici volumena (2.25) i volumena oktanta:

3 3
v o1 X K
ody K = ¥, (2.26)
3 8 3 on2 3

S =

AG = e $* @k

a gustoc¢a stanja:

_ ds _ v ,? (2.27
g(kJ = -CT}‘-': R 21_[2 k )

Iz relacije (2.26) uz (2.24) dobiva se broj stanja sa energijom

izmedju E 1 E+dE:

sy (232 a2
3 h3




w GG

a odatle gustoda stanjas

gy = 95 - ALV (2m®) /2 E
9 aE 3

1/2

(2.28)

Harmoni&ki oscilator

Mnogi problemi u fizici mogu se barem u prvoj aproksimaciji
rije$iti pomodu harmonitkog oscilatora kao npr. pojave vezane uz

titranje atoma i molekula &vrstog tijela.

Harmonidko oscilator - &estica koja titra pod djelovanjem elas-

ti¢ne sile F = = kx - ima potencijalnu energiju U = kx2/2,

{ Ux)

X

Crt.2.1%. Potencijalna energija
harmonidkog oscilatora

Schrddingerova jednad?ba za harmonilki oscilator:

2
d’u 2 (- g) u =0
2 2
dx
S Bl

52
9—% m'@% xz u + 2% Eu=20
dx h h

Mno¥enjem sa h/vYmk i uvodjenjem supstitucija:



jednadZba poprima

(o)
c

<

Mogudéa rjedenja te jednad#be su funkcije oblika:

oblik:

w QT -

a‘;‘

-y2u+mz=0

un{x) =

H_ (y) e

yzfz

Hn(y) su Hermiteovi polinomi:

Hn(y}

Npr. za n =1

te je

= (—lln e¥

n

)

un(x}

2
2 gh oY

2 E/huw
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Grafic¢ki prikaz valnih funkcija harmoni&kog oscilatora dan je na

crtefu 2,14,

u(x)

sndg

Crt.2.14. Velne funkeije harmonidkog oscilatora

Valna funkcija i¥&ezava za velike x. Hermiteov polinom postaje
nula na n mjesta. To su &vorne to&ke valne funkcije. Broj n
kaZe koliko puta valna funkcija sijeCe apscisu. Kod prijelaza iz

nivoa n u nivo n + 1 poveda se broj &vori&ta za 1.

Za Cesticu u pravokutnoj potencijalnoj jami valne funkcije jed-
nake su nuli na grenici potencijala, dok valne funkbide harmo-
nidkog oscilatora ne padaju o$tro na nulu na granici potencija-
la - prodiru i izvan jJame.(crtes 2.15),

A‘,E s

Crt.2.15., Potencijalna energija i pripadne
valne funkcije harmonidkog oscilatora



RjeSavanje Schrodingerove jednadZbe daje za parametar « vrijed-
nost 2n + 1 :a=2n+1 , a jer je a = 2E/hw , to slijedi da

je energija harmonidkog oscilatora jednaka:
2E = ahw = (2n + 1) ho

E = (n+ -%} s {14  E = (n + %) by (2.30)

Na crteiu 2.16. prikazane su energijske razine harmonickog osci~

latora.

5

.:2 —
n 5 hv
n =1 % hv

1

=0 frert
n 5 hv

Crt.2.16. Energijske razine
harmoniékog oscilatora

Dobivena je diskretnost za energije harmonickog oscilatora i u
valnoj mehanici. Dobiveni izraz za energije harmoni&kog oscila-
tora razlikuje se od Planckova izraza E = nhv (stara kvantna
teorija). Najni%a energija harmonitkog oscilatora nije jedna-
ka nuli u valnoj teoriji. Za n =0 B % hv . U Schrodin-
gerovoj valnoj mehanici kao i u Heisenbergovoj mehanici harmo-
ni&ki oscilator ima najniZ%u energiju jednaku % hv . To znali
da harmoni&ki oscilator ne moZe potpuno mirovati. Kada bi osci-
lator mirovao u osnovnom stanju, tada bi mu poloZaj (x = 0) 1
koli&ina gibanja (p, = 0) bili potpuno odredjeni, a to nije u

skladu s relacijom neodredjenosti:

&px Ax > h

-
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Vodikov atom

Schrodingerova jednad¥ba za elektron koji se giba u Coulom-

bovom potencijalu jezgre:

2 2 2 2
S G 28,37 L sk (2,.31)
2m 2 2 2
e 39X Iy 0z

gdje je U potencijalna energija elektrona u polju jezgre:

§ U(r)

Crt.2.17. Potencijalna energija elektrona
u polju jezgre

Buduc¢i da je potencijal . centralno simetridan,

pogodnije je
napisati Schrddingerovu jednad¥bu U polarnim koord

inatama (r,g,¢).



. e

veza izmedju polarnih i Descartesovih koordinata:

Z

x = r sin8 cos ¢

y = r sin 0 sin ¢

r cos B8

=
N
il

N

Crt.2.18., Descartesov i polarni
koordinatni sustav

U polarnim koordinatama Schrddingerova jednad?ba (2.31) glasi:

2

he 1 9 2 v 1 3 au
-2 L L (rf ) 45— 35 (sinég) ¢

2m r2 ax or #% wiliee a0 a0

2
t = - 5 3 37 + Uu=Eu
- r” sin” 8 3¢
ili

B b2 {a2u s 20 _L'Bzu i 1 3u

2m ar? r 3r r2 302 r2 tg © 20

2
1 9 °u .

+ ) 2}-Uu=Eu {(2.32)

r° sin” & 93¢

Pretpostavimo rjeSenje valne funkcije elektrona u obliku produkta
funkcija od kojih svaka funkcija zavisi samo od jedne varijable

r, 6, 1ili ¢
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u{r,0,¢) = R(x) 6(6) @(¢) : (2.33)

UvrStenjem rjeSenja (2.33) u jednad¥bu (2.32) dobiva se:

. 2
- g%” : é gr'( ’ gEJ ' l 52 (sin o gg) !
e Ir R - O r” sin 0
2
1 a“@ -
+ 3 —*Q'J‘*'ULI*EU

@ r2 sin” 06 d¢

Ako se dobivena jednadZba pomno¥i sa rzsinze treéi ¢lan na li-

2
jevoj strani f% ngj postat ¢e funkcija samo od ¢. Prebacujudi
dé

ovaj &lan na desnu stranu jednadZbe a sve druge na lijevu, dobi-

va se:

2
sin™e d 2 dr sing d , de
R I (r "d—f} + 5 as (sin ® a—ﬂ—} +
2m 2¢
+ —?? r? sin® o (E~v) =-+4
h 2 ae

Buduc¢i da lijeva strana ove JednadZbe zavisi od r i 6 . a desna

od ¢, ova.jednad?ba moZe biti zadovoljena samo ako je svaka stra-

na jednadZbe konstantna. Neka ova konstanta bude m2 . Sada imamo

dvije jednadZbe koje su jednake mz. Jedna od njih je:

°p
%5— = - m? (2.34)

RSN
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i druga koja uz preuredjenje (na jednoj strani r a na drugoj ¢)

poprima izgled:

1 4 2 dRr e \ . m -
Rar ¢ ap toz B9 e

d . ae
TR (sin® 30
(2.35)

Buduéi da je lijeva strana jednadZbe (2.35) funkcija samo od r

a desna ne sadr?i r to opet mora svaka strana biti konstantna.

Ozna&imo tu konstantu sa A. Dobivamo dvije jednadZbe:

2

Zm_ T
l d 2 _QE e ri - =
R dr (r dr) + —ﬁ;Fr_-(L U) X (2.36)

i
m2 1 d ' ds

— - - s as Sn0gg) = (2.37)
sin @

Diferencijalna jednadZba (2.32) rastavljena je u tri diferencijalne

jednad¥be (2.34, 2.36 i 2.37).

Rjedenje jednadZbe 2.34 glasi:
g = A e (2.38)

gdje je m= 0, 1, 2 ... magnetski kvantni broj

Cjelobrojne vrijednosti od m proizlaze iz zahtjeva da ¢gg* 1
@ budu jednoznalne za svaku vrijednost m. '
27
Konstanta A odredjuje se iz uvjeta: J ggx dé = 1
o



RjeSenja jednadZbe (2.37) su pridruZeni Legendreove funkciije

od cos §
m
d" P, (coss)
Pl(cos 0) = (-1)™ (1 - cog2p)™/2 S
d cos o
gdje su Pﬁ(cos 0} Legendreovi polinomi:
2
- _ 1 d 2, _ 2
PE{uObOJ = =3 N (cos“e 1)

L' d cos 8

Kona&ne jednoznadne Legendreove funkcije dobivaju se uz uvijet:

=
i

L {s + 1) gdje je ¢ = 0,1,2... odnosno ¢ = fm|

Za dani 2 mogude su 24 + 1 vrijednosti od m. S tim svoijstvom
uveden je u Bohrovoj teoriji orbitalni broj g.

Ukupna kutna zavisnost valne funkcije dana je umnoskom 6@ .

Oznalava se sa ng i naziva kuglina funkcija.

- m img
Yzm = cﬂm PR(cosG) e

Konstanta C.m ©dredjuje se iz uvjeta normiranja.
Volumni element u polarnim koordinatama qv = r2 sing dr de d¢ te

uvjet normiranija glasi:

© i n
J rz R R* dr J sin 8 66* ds f gg* de = 1
o o o
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U tablici 2.2 dane su vrijednosti normiranih funkcija 6,

@ i Yim'
[ m e ) Ym
s 0 0 4 = -
/2 V2 2/
p 1 0 —?cose o 5 /2 cos o
V21
% 55 ti¢
] £3 = /3 sin © L og it 1/2 sinse
2 r@‘; 2 m
d 2 0 %E(Bcosze—l} 2 %/5(3 cos 6 - 1)
V21 "
— +.
2 s ﬁgi sin 6 cos © Lo %‘flﬂ sin 20 e ¢
'/2—1;‘ m
+ ’
2 o .ﬁ%i sin2 8 . e_Zicb % -%2 sinze e_'ZMJ
/2n "
Tablica 2.2
RjeSenje jednadZbe(2.36) su valne funkcije oblika:
Rir) = N_ , e ?/2 . 121
n,4L n+t ‘P
gdje je p = 2r/’nrO ;T Bohrov polumjer vodikova atoma, a
2041
L (p) pridruZeni Laguerrovi polinomi,

n+4
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2041

2841 d

Lpre 0% 75337 Loy (0D
dp

L (p) = e dnfi-( nrL gme)

n+y P 4,0t

4]
Konstanta N odredjena je uvjetom normiranja i iznosi:

n, %

N = - {( 243 {n -2~ uz3p/z
o) 2n [(n + ) 1)

Radijalne funkcije vodikova atoma za tri najni¥e energije dane su
u tablici 2.3,

’ : Rn,2

! 0 2(1/x,)3/? &70/2

2 0 (1/2r0}3/2 (2 - ) & P/2
! (3)71/2 (1720 )3/ % o 70 /2

3 0 ! {1/3r0}3/2 (6 - 60 + o2y o072
1 371 . ,-1/2 (l/3ro)3/2 U=y o 0P/
2 -1, 10~1/2 (1/3ro}3/2 pz oP/2

Tablica 2.3



...-7?...

Uvrstimo valnu funkciju R, U jednadzbu (2.36).

Jednad?ba (2.36) poprimit ¢e oblik:

Da bi rjedenje vrijedilo za sve vrijednosti r, koeficijenti uz
1/r kao i konstantni &lan trebali bi biti jednaki nuli. Odatle
slijedi:

dn e hz
r, = 5 Bohrov polumjer
m_ e
e
4
m, e
E = - 55 energija osnovnog stanja vodikova atoma
32w €5 h

Opéenito za energiju vodikova atoma stacionarnog stanja n do-

biva se izraz:

1
B=-—
n

gdje je n o= no + Lo+ 1

Umjesto kvantnog broja k Bohrove teorije ovdje dolazi % + 1.
Bohr je iskljudio slufaj k = 0 Jjer bi to zorno u klasi¢noj meha-
nici zna&ilo da elektron titra u pravcu kroz jezgru atoma. Po val-
noj mehanici moment koliine gibanja odredjuje kvantni broj 4.
Vvrijednost &= 0 karakterizira sludaj vala materije koji ne zavi-
si od polarnih kutova.
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Iz uvjeta normiranja:

o0

J P(r) dr = { rz RR* dr = 1
o)

0 -

mo%e se izradunati funkcija P(r) tzv. radijalna gustoda vijerojat-
nosti za odredjeni n 1 ¢. U slufaju radijalne valne funkcije
RlO gustoca vierojatnosti ¢e biti jednaka:

P(r) = 4 (1/r )7 r® ¢ (3F/%)

Prikaz ove gustode vjerojatnosti dan je na crte?u 2.19,.

P

5 r

Crt. 2.19. Radijalna gustoda vierojatnosti

Radijalna gustoca vjerojatnosti P(r) pokazuje maksimalnu vrijed-
nost kada je r Jednako . ti. za vodikov atom kod vrijednosti
¥ Jjednakoj Bohrovom polumjeru. Sli¢na razmatranja za vide glav-

ne kvante brojeve dovode do Bohrovih staza. Za danu vrijednost

n, najvisi moment kolidine gibanja je za slucaj najvideg ¢ tj.

£ = n=1, Bohrovi polumijerl u Vvalnod mehanici zamijenjeni su vije-
rojatnodcu radijalne gustode,



Newtonova determiniranost lomi se na
ulazu u mikrosvijet u niz krhih trago-
va mogudénostil, jad¢ih 1 slabijih, vise
1 manje vjerojatnih. Uolavanje tih ja-
&ih tragova vodl do statistiékih zako-
nitosti - do orijentacije u bespudcu
mikrosvijeta,
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5. KLASICNA 1 KVANTNA STATISTIKA

Ako se sistem sastoji od vrlo velikog broja &estica kao &to
je npr. plin u nekoj posudi (u 1 molu ima pribliZno 1023 moleku-
la), elektroni u metalu itd, nemogucde je pratiti ponaSanje svake
pojedine Cestice 1 primijeniti fizikalne zakone na svaku desticu.
Uz to postoje i principijelne poteSkoce. Prema Heisenbergovim re-
lacijama necdredjenosti nemogude je postaviti egzaktne poletne uv-
jete (nemogude je istovremeno poznavati koordinatu i konjugirani

impuls mikro&estice).

U sluCaju velikog broja Cestica mo¥e se odrediti jedino vjerojat-
nost da Cestica ima odredjen poloZaj i impuls u odredjenom trenut-
ku. A na osnovi raspodjele vjerojatnosti stanja mogu se odrediti
srednje vrijednosti mikroskopskih veli&ina a preko njih makroskop-

ske velidine koje opisuju sistem.

NalaZenje vjerojatnosti stanja sistema, koji se sastoji od vrlo

velikog broja &Cestica, osnovni je zadatak statisticke fizike.

Tragovi poletka statistifke fizike mogu se naéi u radovima
Clausiusa 1850. godine u kojima je dao kinetidku teoriju plina.
Osnovne zakone klasifne statistike dali su Maxwell i Boltzmann, a
kvantne statistike Bose i Einsteln te Fermi i Dirac.

MAXWELL~-BOLTZMANNQOVA STATISTIKA

Razmotrimo sistem koji se sastoji od velikog broja identi&nih
Cestica koje se mogu razlikovati, npr. molekule plina.

U plinu pojedina molekula juri na sve strane, sudara se s osta-
lim molekulama, mijenja svoju bxzinu. Odredjeni broj molekula

imat ¢e energiju El, drugi E,... Zbog jednostavnosti proraZuna

uzet éemo da energije molekula tvore niz El, E2 ... ali razmak

moZe biti proizvoljno malen, tako da diskontinuitet moZe i%¥eza-
vati.



PoloZaj Cestice u trodimenzionalnom prostoru odredjen je sa
tri koordinate: x, y, z , a brzina Sestice sa tri komponente v_,

vy, v, » odnosno impuls sa komponentama Pyt Pyr P, Stanje destice
odredjeno je sa tih 6 brojeva: Xe Yo Z, Py py; p,, ili Ays Gy,
A3+ Pye Pos Py (ako se prostorne koordinate oznade sa qay

a impulsa sa p;) i bilo bi oplsano tofkom u tzv, faznom prostorui
(crte¥ 3.1).

P

Fj( ———

| .
2, g

Crt.5,1. Dvodimenzionalni
fazni prostor

Pretpostavit ¢emo da je broj destica N konstantan , da Zestice
medjusobno ne djeluju i dga u odredjenom trenutku N, molekula
ima energiju EJ, N2 energiju L2 itd. Ako je sistem izoliran,

ukuvna energija konstantna je.

NuNl+N2+..D=§Ni (3.1)

U=MNME & NE, +...= ] NJE,| (3.2)

Brojevi Nl’ N2 ... (koji opisuju raspodjelu &es-
tica na raspoloZiva energijska stanja) vremenom se mogu mijenja-

ti (npr. molekule plina pri medjusobnim sudarima mijenjaju brzi-
nu). Kada ]e poqtlgnuta ‘najvijerojatniija. raspodijela molekula,_s;s—
tem je u term15k03 ravnoteZi. Takva raspodjela de se zadr¥ati dok
ne naldje neki vanjski poremedaj. U sludaju plina u termic¢koj rav-
noteZzi, ako se npr. molekula anergije El sudari s molekulom ener-
gije E, i njihove energije nakon sudara postaju Eqy 4 E, u
medjuvremenu ¢e neki drugil par molekula sudarom dobiti energije

El i I:.2 a5
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Neka je N molekula razdijeljeno po energijama E . E,) ... DA
nadin prikazan na crtezu 3.2.

Vjerojatnost raspodjele proporcionalna je broju razli¢itih nacéina
na koje molekule mogu biti rasporedjene izmedju raspoloZivih ener-

gijskih stanja. Permutacije Cestica na istoj energijskoJ razini

ne doprinose povecanju broja stanja, all nije svejedno u kojoj se
energijskoj razini Cestica nalazi (&estice su razludive).

£
£y e N3

£ mrre G asa s Ny

Crt.3.2. Raspodjela molekula po
energi jskim razinama

Ako je ukupni broj festica N, onda je broj permutacija tih
N &estica jednak N! Ali bududi da premutacija Cestica na istoj
energijskoj razini ne znadi novo stanje,te permutacije treba odba-
citi, pa fe broj razlicitih permutacija, koje realiziraju odre-

djenu raspodjelu, biti jednak:

N!

I 1
Ni' NZ' i

Energiji Ei pridruZen je odredjeni volumen faznog prostora. Ne-
ka taj fazni prostor ima :Elm ée};ja. odredjena energija moZe se
ostvariti na razne nadine - razli&itim kombinacijama x, ¥y, 2Z,

Pyr Pyr Py MoZe vide éelija faznog prostora imati istu energiju.

¥
Si se mo¥e nazvati brojem razli¢itih stanja energije Ef-

Svaku od &estica iz raspodjcle dane na crteiu 3.2, energije Ey
mo¥e se smjestiti u bilo koju od c¢elija S,, te ée na svako] razi-

ni broj raspodjela porasti za faktor: gNi
i



Ukupno broj raspodjela &estica po energl jskim razinama bit Ge

Jednalk:

NI Nl Nz

= S
i i
Nl“ Nza T | 2

B =

(3.3)

S izrazima N! ote%ano je radunanije, pPa ih je pogodno zamijeniti
pribliZnim izrazima,

ln Nl .-":ln }+ln2+ ovo"}'lnN:ln 1’1+

+ In 2°1 % ... =) In i-1
i

Aproksimacijski moZe se ova suma zamijeniti s integralom :
N
N

J In x dx = (x In x -~ x) | =N lnN -N+ 1. Zanemarivanijem 1
1 1

iza N dobiva se aproksimacijski izraz za 1n N!

N

InN! * N'In N =N = 1n NY - 1n e ili Nt = (N

aproksimacijska
Nt o= (NN T ) (3.4)
e Stirlingova formula

Primjenom relécije (3.4) na (3.3) dobiva se za ukupni broj razdi-

oba Cestica po energijskim rasinama:

B = N g1 g2 = NN :El)Nl (52}N2 3
= N N _1 2 ¢ s a N N__ s o 8 (JtS}
1 2 1 2
Nl N2 .

Da bl se dobila najvierojatniia raspodjela destica po energliskim
razinama(koja odgovara stanju termidke ravnoteZe), treba tra¥iti

maksimum od broja raspodjela B kada varira broj &estica Ni °



Pogodnije je umjesto B uzeti 1n B (gdje ima maksimum B ima

i 1n B).

InB=N1lnN -] N, Iln gi (3.6)
i i

Pri ovome treba uzeti u obzir da je broj molekula konstantan i

da je ukupna energija konstantna tj.

Z 6N, = 0 ] Ej 6Ny =0 {373
i i
Ny
§ln B = ~ | (ln g= + 1) &N, (3.8)
i

Pomno%i 1i se (3.7) sa _a" odnosno ,b" i doda jednadzbi (3.8)

(prema Langrangeovoj metodl) dobiva se:

N,

= - _1 :
§ InB - a ) SN, - b I By ON, 7 (1ln 5, + 1 +a+ b Ey) 6N,

Iz uvjeta da B (odnosno ln B) bude maksimalan, slijedi:

odnosno da je broj &estica s energijom Eg jednak:

—1~-a-bEi
N, = 5, e (3.9)

Relacija (3.9) izraZava najvjerojatniju raspodjelu &estica na

energijske razine. Izveo Ju Je Boltzmann 1871, Po relaciji (3.9)
raspodjeljuju se &estice u termikoj ravnoteZi.
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1z relacije (3.9) dobiva se zg prosjecCni broj Cestica u odredjenom

stanjus

()
f

PM]} = . = ._-....—_.-___._.'.-.._... (3 . 1 O}

wd

3]
}-.—.0
+
o
+
<
£

Parametar ,a" moZe se izrazlti preko ukupnog broja cCestica
sistema ¥ (relacije 3.1, i 3.9.):

~l~awbEi
N=1y Ni =% Si e
i i
=~l-a
H = e Z (3.11)
gdje je Z particiJsks funkcija: Z = ¢ Sy e (3.12)
i

Iz relacije (3.11) slijedi da je:

e ® = B8 (3.13)

Parametar  b" povezan Jje s ukupnom energijom sustava u termidkoj
ravnoteZi U (relacija 3.2, 3.9 i 3.11 ):

b
_ Lo i
U = i NlLi 7 5 Si Ei e
1
T e AU -
7 db ¥ i 7 db
- TS
U=-8 S (ln 2) (3.14)

Relacija 3.14., izraZava vezu izmedju unutras$nje energije i
particijske funkcije sustava u toplinskoj ravnoteZi. Parame-
tar ,b" karakterizira unutras$nju energiju sustava. Pogodno
ga Jje dzraziti preko apsolutne temperature sustava:

b = 1/kT (3.15)

k = Boltzmannova konstanta
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Relacije (3.9) 1 (3.10) uz (3.11) i (3.15) mogu se napisati u
obliku:

-BE, /KT
* — E i -
N ~E, /kT
= 1 = H- i o,
PMB -S-* 7 e {3-10 )
i
a prosjena energija po Cestici U/N (relacija 3.14):
- g _ .2 d
E= § = kKT™ 5% (ln 2) (3.16)

Veza izmedju prosjeéne energije sustava i temperature zavisi o
mikroskopsko] strukturi sustave (izraZeno preko particijske
funkcije 2).

Primjena Maxwell-Boltzmannove statistike na idealni plin

Promotrit ¢demo jednoatomni idealni plin. Tada je energija Ei u

relaciji (3.97) dana izrazom:

2.tny
Py =72

wrd
=

By =

mo¥e se od diskontinuiranih vrijednosti energija prijeéi na kon-
tinuirani spektar energija. Tada bi funkcija particije (3.12) po-
primila oblik:

2= s e B/KT g(p) ac (3.17)

a izraz za raspodjelu molekula u termifkoj ravnotezi (3.97):

an = % e E/KT () aE (3.18)

gdje je g(E) gustoéa stanja : g(E) = dS/AE (relacije 2.28Y%
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dN je broj molekula sa energijom iz intervala (E,E+dE) a
g (E)dE broij stanja u tom energljskom podruc¢ju , Broj stanja pro-

izlazi iz razliditih orxrijentaclija momenta koli¥ine dibanja P za

dahu-énérgiju,

Primjenom relacije {(2.28) dobilva se za funkclju particije (3.17):

3/2
41 Vv V2 m @ .
) - T EME g EAT g
h O
3/2
in v /2 m
7 = -;-7 /ner) 3
h3 S P
3/2
R (3.19)

h3

Relacija (3.19) daje funkciju particije u slucaju jednoatomnog
idealnog plina. Iz nje slijedi:

In 2 = C + % In kT (3.20)

Iz relacije (3.16) 1 (3.20) dobiva se za prosjelnu energiju molekula
jednoatomnog ldealnog plinas

E =

IR

kT (3.21)

a za unutradnju energiju plina:

2§ kT (3.22)

o
it
»ol

Unutrsénja energija idealnog pline zavisi o njegovoj temperaturi.
Relacija je bila poznata prije razvitka statisticke mehanike.
Ona je sugerirala identifikaciju paremetra ,b" sa 1/kT.

Tzraz zs energijsku raspodjelu molekula idealnog plina (3.18),
uz relaciju za gustoéu stanja (2.28),poprima oblik:
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3.1/2

. 4NV (2m™) 13 3
i = gl/2 gB/KT 4 (3.23)

A 3

h .
odnosno uz (3.19):
2 (& WL
ay _ _20N ,1/2 ~E/KT
NE= ac -—-—-—-——§7—-"{nkm 3 E e

Maxwellova relacija za energljsku raspodjelu molekula idealnog

plina. Do ove relacije doSao je Maxwell oko 1857. g.

Iz relacije (3.24) moZe se naél raspodjela molekula po brzinama:

dan div dE
dv dg dv

dn _ aN
av - W &
di m 3/2 2 —mv2/2k’1‘
N* G5 ™ an W ) v e (3:25)
v 21KT

Iz raspodjele brzina (3.25) mogu se izradunati najvjerojatnija,

srednja i efektivna brzina molekula plina {cxteZ 3.3).

Crt., 3.3. Raspodjela molekula po brzinama
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Najvjerojatnija brzina Vi je brzina koju ima najveéi broj
molekula. Za V=V Maxwellova raspodjela (3.25) 1ima maksimum:

dN
N Sy
dv
3
2 v = i Vm = {)
m
kT
Vm = ( 2mx ) 1/2

Srednja brzina v dana je sas

- 1 L dN
Vo= T é v odiN = N z \'4 v dv

Uvodedi vrijednost za dN/dv 1z relacije (3.25) dobiva se:

w 2
= m 3/2 3 -mv©/2kT
v o= 40 ( STRT ) f v e dav
7= %52 M2 213
im m
b e

Efektivna brzina (srednja vrijednost kvadrata brzine) dana je

izrazom:

V2 = V‘2 zx —1’ S Vz AaN

ef N

0
uz v2 = 2 BE/m
2 2 @ 2 =
= S ] L = — E

Vef mi b BN m

uz relaciju (3.21) dobiva se:

2

= 2 3
Vef © m 2 KT
_ 3kT (1/2
Vef = '-;a—* ) wm 1,25 Vm



BOSE-EINSTEINOVA STATISTIKA

Bose-Einsteinova statistika je kvantna statistika. Ona vri-
jedi za identidne estice koje se ne mogu razlikovati i za koje
ne vrijedi Paulijev princip (za njih nije gg:aniéen broj ées;if
ca u kvantnom stanju). Bose—Einsteiﬂgga_;tatistiku'"sluéaju"
foﬁdﬁi (s“=.l), fononi (¢ = 0), alfa Cestice, = mezoni ... sve
¥estice sa cjelobrojnim spinom 1 spinom nula. Nazivaju se bozoni
po indijskom fizidaru Bose~u koje je prvi istraZivao statistiku

ovih ¢estica.

Po Heinsenbergovim relacijama neodredjenosti umnoZak neodre-

djenosti koordinate i pripadnog impulsa ne moZe biti manji od h:

>
bq,0py - h

>
bQ,Ap, - h
8q48P4 Z h

Dakle, najmanji mogudi volumni element faznog prostora u kojemu se

moZe jo3 raspoznati jedno odredjeno stanje jednak je:

3
aq, bq- &q3 AP, Ap2 ap3 = h
Ovaj najmanji moguéi volumni element naziva se celija.

Neka seu i~tom podruéiju faznog prostora energije Ei nalazi Ni
festica i neka to 1i-to podrulje sadrii Simﬁgzn;hﬂﬁglija volu-

mena h3.
Na koliko se razliditih nad¢in moZe rasporediti Ni destica po

faznim felijama i-tog podrudja?

Ukupni broj mogudih razmje3taja Cestica bio bi:

Si{Ni + Si -~ 1) !



Bududi da se ¢estice ne mogu razlikovati, ne smiju se brojiti
uzajamne permutacije Cestica Ni‘ Ne smiju se radunati ni permu~-
tacije ¢felija medjusobno. Dakle, treba gornji izraz podijeliti

=] ! i a I

sa Ni“ i sa Si.

Ukupni broj mogudih razmjedtaja Ni testica po S4 ¢elija bi
bio:

o - i
si(Ni + Si 1)1 ) {Ni + si 1)1 (3.26)
Nil siz N, ! Isi - 1)
Npr. Ny = 3 Cestice, 8y = 2 felije (crte? 3.3):
(] 00 o 0 o Lalaqt] Q00
o (3+42-1) 1
31 1! 4

Crt.3%.3. Broj moguéih razmjesStaja
(3 Eestice u 2 &elije)

Relacija (3.26) odnosi se na i~-to podruc€je faznog prostora. Ukupni
broj raspodjela za podruc¢ja 1, 2, 3 ... na koja su porazdijelje-
ne festice Nl' Nz, N3 ... energija El‘ E2, E3 ... Jjednak je
umno$ku raspodjela na pojedinim podruéjima:

(Si + Ny - 1)1

(Si - 1) Ny

24)
il
=

(e

Najvijerojatnija raspodjela moZe se nac¢i traZeci maksimum od B,
odnosno 1n B kao kod Maxwell-Boltzmannove statistike primjenju-
judi Stirlingovu formulu N! ={N/e)N uz uvjete:

L N = konst , ! Ny E; = konst



Rjedenje ovog vezanog ekstrema daje za najvjerojatniju raspodjelu

fzraz:

N, {3.27)

ovu raspodijelu izveo je indijski fizi&ar Bose 1924. g. a godi-
nu kasnije diskutirao i primijenio Einstein.

Iz relacije (3.27) dobiva se za srednji broj &festica u odredjenom

kvantnom staniju Ni/Si:

P_.(E,) = e (3.28)

Konstante .a" i ,b" mogu se odrediti iz ukupnog broja cestica i

energije. Konstanta ,b" povezana je s temperaturom kao i u Maxwell-

Boltzmannovo]j statistici: b = 1/kT

U sludaju da broj Cestica nije konstantan (npr. fotoni i fononi
mogu biti apsorbirani i emitirani), uvjet ZNi = konst otpada

‘a s njim i prametar ,a" te relacija (3.28) prelazi u oblik:

1
PBE(Ei} = “E.7kT (3.29)
i
e - 1
a u slucdaju kontinuuma:

P, (E) = 1 .

BE'"' T “E/KT (3:29

e -1

Kada je E >> kT, tada se 1 u nazivniku relacije (3.297) moZe za-
nemariti te Bose-Einsteinova funkcija raspodjele (3.297) vrelazi

u Maxwell-Boltzmannovu .
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Primjena Bose-Einsteinove statistike na fotonski plin,

ZraCenije crnog tijela

Neka u intervalu (E, E+dE) ima broj stanja dS, a neka je
prosje¢ni broj fotona u svakom od tih stanja Pope Tada je broj

fotona u energijskom intervalu dE jednak:

ds == dE (3.30)

dn BE BE dF

i
o
it
el

Prosjecni broj fotona u odredjenom kvantnom stanju energije

B dan je relacijom {(3.297). Gustoda stanja g(E) = a3/dL

(tj. broj stanja po jedinici energije koje moZe imati foton
enexgije izmedju vrijednosti I i E+dE u crnom tijelu volunena

V) moie se izradunati iz relacije (2.27):

ds ds da- \Y 2
g(k) = e == = _— e k
k I dk 2n2
Q_g_ =z WV ].;2 Q_}i
dE 2 dn
21
valnl vektor k = 2n = 20y _ 2ET7
A c he
das 8nv -l
dr & 33 *° (3.31)
nc

Dobiveni izraz pomnoZen je s faktorom 2 zbog dvije nogude
polarizacije elcktromagnetskog vala. =

UvrStavanjem relacije (3.297) i (3.31) u (3.30), dobiva se za
broj fotona energije izmedju E i E + dE:

1 8nv 2

SE/KT 3 3

dN =




Energija fotona E =-hv te je:

8ny 2 1
AN = e W e~ @ (3.32)
c3 ehv?i] -1

Energija dN fotona po jediniénom volumenu crnog tijela jednaka je
hv dN/V, a gustofa energije tj. energija po jedini&nom volumenu i
po jedinic¢noj frekvenciji:

o
=

!

_ hv
Eu Y

o
<

uz relaciju (3.32) poprima oblik:

8nhv3 ¢

f By, e e (3,33)
C e =

—

Relacija (3.33) je Planckoy_zéan_zraéenja crnog tijela.
Slaganje Planckova iékona s eksperimentalnim rezultatima bila je
znacajna podr$ka ideji da je zrafenje sastavljeno od: fotona -
JLestica" koje se vladaju po Bose-Einsteinovo]j statistici.

Primjena Bose-Einsteinove statistike na fononski plin.

Molarna specifiéna toplina &vrstog tijela

Atomi (ioni) u kristalnoj reSetki ¢vrstog tijela nisu nezavis-
ni harmoni®ki oscilatori . Titranje jednog izaziva titranje drugog -
energija se prenosi od jednog atoma do drugog - kroz kristal se 8iri
elastiéni val. Kao 8to su elektromagnetski valovi shvaceni kao ro-
jevi fotona, tako se i ovi valovi mogu smatrati rojevima kvanata
energije tzv. fonona. Energija fonona je kvantizirana i iznosi hv.
v je frekvencija elastidnog vala, odnosno fonona. Kristalna re3etka

stvara i apsorbira fonone.
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Broj fonona u intervalu energija izmedju E i E + dE, odnosno u

intervalu frekvencija izmedju v i v + dv dan je sa:

Ukupna toplinska energija kristala na temperaturi T:

v
maks
U = hv dN = hv P as dv (3.34)
B v BE dv 3.
o)

Vnaks je maksimalna moguda frekvencija. IzraZava se preko tzv.
Debyeve temperature 0:

vmaks = ko/n

Iz relacije (3.34) dobiva se za toplinsku energiju kristala na

temperaturi T:

: (3.347)

X = 2% . R ~ plinska konstanta

Molarni toplinski kapacitet:
_ du

v~ ar

jednak je:



| o/T
- r 23 X d){“_@_ 1 g .
cy = 9 R[4 (5) [ g (3.35)
(o]

Na visokim temperaturama ovaj izraz prelazi u: C = 3 R -
Dulong-Petitov ‘zakon, a na niskim temperaturama (znatno niZim od

0):
)3

” iy
Cy = 234 R (G

Cy se mijenja kao T3. To je u skladu s eksperimentom.

FERMI-DIRACOVA STATISTIKA

Fermi-Diracova statistika.vrijedi za identidéne destice koje
se ne mogu razlikovati a koje se vladaju po Paulijevom principu
(dvije Zestice ne mogu biti u istom kvantnom stanju) . Cestice ko=
je ovo zadovoljavaju zovu se fermioni po fizi%aru Fermiu koji
je 1926.g. naSao funkciju raspodjele za ove Cestice. Fermioni su
¥estice s polucjelobrojnim spinom, npr. elektroni, protoni, neu-

troni koji imaju spin jednak 1/2.
Opéenito, energijsko stanje E; moZe imati vi%e kvantnih stanja

1
raspodjeli Ny destica na energijsku razinu E; prvu cesticu

mo?e se smjestiti na svih Si rasvoloZivih kvantnih stanja, dru-

npr. S.. Broj Cestica u energijskom stanju E; neka je N.,. Pri

gu na Si - 1 preostalih stahja, tredu na Si - 2 itd. Ukupni
broj razlid¢itih nacina razmjeétaja Ni Cestica izmedju Si
stanja energija Ej je: Si(si - 1) ... (84 = Ny + 1) odnosno
S
i !
s TR TE (3.36)
(Si Ni)l
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Buduci da se festice ne mogu razlikovati, to nije moguce prepoz-
nati zamjenu destica izmedju stanja koja zauzimaju u razini ener -
gije Ei’ Stoga se moZ#e dobiti ukupni broj razli&itih razmjestaja
N, <Cestica izmedju Si stanja energije Ei ako se izraz (3,3¢)

1
podijeli s Niz:

Si!
B, = (3.37)
il I L
i Nil (Si NiJ.
Ukupni broj razliditih nadina raspodjele festica N, N2 cve izme-

dju razina By | By <55 mo¥e se dobiti mnofedi izraze dane rela-
cijom (3.37) za svaku raspolofivu energijsku razinu:

Sil
B = ]l B, = Ji —
i 1 i Nil (Si - Ni}!

(3.38)

Koja je od mogudéih raspodjela najvjerojatnija?
Treba nadi maksimalnu vrijednost B (odnosno 1n B) uz uvijete:

I N, = N = konst ) N, E; = U = konst
i

RjeSenje ovog vezanog ekstrema daje za najvjerojatniiju raspodjelu

izraz:

13.39)

PeplBi) = 5357
[=] + 1

Ovo je Fermi-Diracova funkcija raspodjele. U Fermi~Diracovoj sta-
tistici u jednom kvantnom stanju moZe biti samo jedna destica,
dakle Ppp moZe biti = 0 (stanje je slobodno) ili Pop = 1
(stanje je popunijeno). Vrijednost funkcije pFD izraZava viercdat=
nost da je Cestica u odredienem Xkvantnom stanju, tj. daje viergjate~

nost da je odredjeno kvantno}gtanje zaposjednuto &esticom,



...9‘?..

pParametar ,b" isti je kao kod Maxwell-Boltzmannove raspodjele,

te definirqﬁ;gmpexatunu_sistemamfenmiang%g%pg;m;ékgjhggyqgggii

izrazom: b = 1/kT. Parametar ,a" odredjen je uvjetom ENi = N.

Uobitajeno je'izraziti ,A" pomocu velicine Eg, keja ima dimen-
ziju energije:

Energija EF naziva se Fermieva energija .,

Relacija (3.39) uz navedene vrijednosti za ,a" i ,b" poprima
oblik:

}. -
e . +1
a u sluéajulkontinuuma:
p__(E) = ! (3.39"
FD (E-E,) /KT -33%)
e + 1

Iz relacije (3.39") slijedi da je E energija kod koje je viero-

F
jatnost da je stanje popunjeno = 1/2,
i
o
{
g5
E.

Crt.3.4. Fermi-Diracova
funkcija raspodjele
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Pri apsolutnoj nuli sva energijska stanja do E = EF popunijena

su (crtei 3.4)

fE“EF}/kT .
(lim e = 78 B te < 0 ,  te je Prp 1),

T+0
a sva stanja za koje B > En prazna su

(E-E) /KT
(lim e = te je P = 0). Dakle, kod apsolutne

-0 Fo
nule N fermiona zauzet e N najni¥nih energijskih stanja (crte¥
3.5), a sva ostala viZa bit de prazna. Kod vigih temperatura stanja

8 energljom vefom od E, po&inju biti zauzeta.

I‘ﬁ

¥
o £o
mmﬂomwmw
£y

Crt.3.5. RaspodJela fermiona pri 0 K

Kod niZih temperatura oblik funkcije PFD neznatno se mijenja

(krivulija " na crteZu (3.4)., Kod temperatura kT << BF sa-

]
"

mo elektroni energije u blizini EF mogu prijeci u nezauzeta sta-

nja vise energije. Kod vrlo visokih temperatura (npr. 5000 K) ener-

gija EF se pomice ulijeve (krivulja _---" na crte¥u 3.4).

Temperatura GF za koju vrijedi da je k@F = EF naziva se Fermi-
eva temperatura.



- 99 -

4, PRIMJENA FERMI-DIRACOVE STATISTIKE. CVRSTA TIJELA

Kristali

Kristali su &vrsta tijela u kojima su atomi (ioni, mole-
kule) pravilno rasporedjeni i tvore tzv. kristalnu reSetku -
mre¥u linija koja dijeli kristal na identilne volumene (éelije).
Presjeci ovih linija &vorovi su reSetke.

Ako se pravilni prostorni razmjeStaj destica (atoma, iona
ili molekula) javlja u velikom dijelu Cvrstog tijela (makroskop-
ske dimenzije) kristal se naziva monokristal. Ako pravilni pros-
torni razmjedtaj destica obuhvada samo male dijelove tvari (pod-
rudja atomskih dimenzija) naziva se polikristal. Tijela u kojima
Sestice nisu pravilno rasporedjene nazivaju se amorfna tijela.

Veze medju &esticama (atomi, ioni, molekule) kristalne
redetke uglavnom su ionske, van der Waalsove, kovalentne i me-
talne, pa odatle slijedi podjela kristala na metale i nemetale,
a nemetala na ionske, kovalentne i molekularne kristale.

Zajednidka karakteristika za sve kristale je da su sile
izmedju ¢estica u Cvorovima kristalne reSetke sastavljene od
privladne i odbojne komponente. Na crte?u 4.1, prikazsna je si-
la izmedju atoma kristalne reSetke u zavisnosti o njihovoj uda=-
ljenosti. Na malim udaljenostima &estice se odbijaju, a na veli-

T

0

Crt.4.1. Sila izmedju atoma kristalne resetke
u zavisnosti o njihovoj udaljenosti

" k¥ udaljenostima one se privlade. Na ravnoteZno] udaljenosti
r =r, odbojna i privladna sila su jednake.
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Tonski kristali sastoje se od periodicki rasporedjenih
pozitivnih 1 negativnih iona koji titraju oko poloZaja ravno-
teze keo harmonicki oscilatori. Ovi ioni nastaju prijelazom

Crt.4.2., Celija kristala
natrijeva klorida (kubid-
na resetka s plo&nim cen-~
trima)

jednog 11i viSe elektrona iz ato-
ma elektropozitivnog u atom elek-~
tronegativnog elementa. Energija
vezanja proizlaszi iz elektrostat-
skog privliadenja suprotno nabije-
nih iona. Ioni su tako rasporedje-
ni da su elektrostatske privliadne
sile medJju suprotno nabijenim io-
nima veée nego odbojne sile medju
istovrsno nabijenim ionima. Na
crtezu 4.2, dan Je primjer natri-
Jeva klorida. Najslabije vezani
elektron natrija privulen je od
klora i vezan u atom klora tvore-
¢i ion C1l7., Preostali dio stoma
natrija je ion Na®. Ionski kris-

tali su slabi vodicéi topline i elektriciteta buduéi da nemaju
vodljivih (,slobodnih") elektrons za prijenos energije i naboja.

Kod kovalentnih kristala imaju dva susjedna atoma zajed-
nidka dva elektrona suprotnog spina. Svaki atom daje po jedan

Crt.4.%, Kovalentna veza
u dijamantu

elektron i ti elektroni tvore
kovalentnu vezu izmedju dva sus-
Jjedna atoma. Npr. u dijamantu
svaki ugljikov atom vezan je ko-
valentnom vezom sa svoja Cetiri
susjedna atoma (crtei 4.3%.),
©C ima 2 elektrona u ls 1jusci
2 elektrons u 2s ljusci
2 elektrona u 2p ljusci

Za popunjenje 2p podljuske manjkaju 4 elektrona. Oko svakog
ugljikovog atoma u kristalu dijamanta pravilno su rasporedjena
4 atoma ugljika koJji 8 nJim podijele po 1 elektron i tako se

uzajamno povezuju,
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Kristali germanij i silicij imaju slicénu kovalentnu vezu kso 1
dijamant (crte? 4.4.). Kovalentni kristali su slabi vodidi top-

line 1 elektriciteta.

[
T
EanZany

N2

Crt.4.4, Struktura kristala dijamanta

U molekularnim kristalima osnovne jodinice su molekule
npr. kruti vodik, kisik, ugljic¢ni dioksid i veéinas organskih
kristala. Sile kojima se molekule privlace su van der Waalsove
sile. One su mnogo slabije od sila u ionskim i kovalentnim ve-
zama i stoga molekularni kristali imaju znatno niZe talisSte i
vreliste te manju mehanidku cvrstodu.

ﬂgtali su elementi koJji imaju Jjedan ili vise slabo vezs-
nih elektrona u vanjsko]J nepopunjenoj ljusci. Ovi elektroni su

gotovo slobodni. Oni pripadaju

¢itavoj resetki a ne pojedinim
MNE : \\ 5// ionima. Tvore ,elektronski plin",
N:}(\\ U dvorovima kristalne re3etke na-
// \\ = laze se pozitivni ioni. Uzajamno
) djelovanje ,elektronskog plina" i
pozitivnih iona uvjetuje stabil-
Crt.4,5. Celija natri- nost metalne reSetke. Na crtezZu

ja (kubiéna resSetka s

14 3 vy 3 - -
prostornim centrom) t.5. dan Jje primjer metala: osnov

ne ¢elija natrija. Svaki atom nat-
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rija daje po jedan vodljivi (,slobodni") elektron kristalnoj
reSetki (3s elektron). Metali su dobri vodidi topline i elektri-
citeta jer vodljivi elektroni lako apsorbiraju energiju vibraci-
Je kristalne reSetke i1li elektromagnetskog zradenja.

Kristali sa savr$eno pravilpom reSetkom su idealizacija,
U realnoj kristalnoj reSetki geometrijska pravilnost narulena
Je raznim utjecajima. Pod utjecajem toplinskog gibanja nastaju
defekti praznog &vora tzv. vskancije. Izbadeni atom mo¥e izidi
iz kristala ili ge smjestiti u prostor izmedju atoma redetke.
Poremefaj moZe nastati i klizanjem jednog sloja kristals na
drugi tako da se u dijelu kristala pojavi suviZan sloj atoma,
Tekav poremeéaj pravilnosti reSetke naziva se dislokacija. Ato-
mi primjese izazivaju promjene kristalne strukture i proizroku-
Ju nastajanje dodatnih energijskih razina u kristalu. Fononi ,
fotoni i elementarne lestice takodjer mogu izazvati znatne po=-
remeaje prolazom kroz kristal. Promjene strukture kristala ut-
Je€u na mehanilka, toplinske, elektridéna i magnetska svojstva

kristala,

Energi jske vrpce

Ako se elektron giba u blizini izoliranog iona pripadna
potencijalna energija je Coulombska energija (crtes 4.6.), U
potencijalnoj jami takvih iona elektroni mogu zauzimati ener-
gijska stanja:

_ﬂ_ﬁ_u_*m“m_AFm__ww*mm“_mm n =1 1s 2 elektrona
hﬁh\\\\ ,/’Mwﬂﬁ n =2 2s 2 "
o I 2p 6 "
n=_1

Crt.4.6. Potencijalna energija elektrona u blizini izoliranog
iona

Kada se dva atoms pribliZe tako da Je razmak izmedju njih uspo-
rediv 8 razmakom atome u kristalu doéi ée do prilicno Jakog me-
djudjelovanja. Posljedica toga je Sirenje energijske razine ta-
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ko da ons stanja koja su ranije bila degenerirana (s istom
energijom) sada imaju razlic¢ite energije. Prikaz potencijaslne
energije dan je na crtezu 4.6. Umjesto jedne energijske razi-

ne nastaju dvije bliske razine. Dopustiva stanja su:

— S ls 2°:2 elektrona
_\ /7 1]

=g 28 22
g ore 2p 2:6 <

{ e

LB

Crt.4.7. Potencijalna energija elektrona u polju dvaju ions

U sludaju da su ioni smjeSteni kao u jednodimenzionalnoj
kristalnoj reSetki nastaje periodidni potencijal (crteZz 4.8), i
umjesto jedne energijske razine javlja se niz bliskih energij-
skih razina grupiranih u vrpeu (pojas). 2N raspoloZivih stanja

Crt.4.8. Potencijalna energija elektrona
u jednodimenzionalnoj kristalnoj resSetki

za ls energijsku razinu ne koincidiraju nego su grupirani u ls

energijsku vrpcu. Slidna 2N stanja od 2s energijske razine gru-
pirana su u 2s energijsku vrpcu, 6N u 2p energijsku vrpcu itd.

Kada je broj atoma velik energijske razine unutar vrpce vrlo su
blizu i moZe se re¢i da su kontinuirano rasporedjene.

Na crtezu 4.9. prikazane su energijske vrpce u slucajn
da su ioni kristalne redetke medjusobno udaljeni za velidinu d.
Energijska vrpca koja odgovara najgornjoj atomskoj 1ljusci (u ko-
joj se nalaze elektroni) naziva se valentna vrpca (valentni po-
Jas) ako Je potpuno zauzeta elektronima, a ako nije potpunc
zauzeta (ili ako Je prazna) zove se vodljiva vrpca (vodljivi po-
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N
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Crt. 4.9, Energijske vrpce

Jjas). Energijska podrudja izmedju dopuStenih vrpca zovu se
zabranjene vrpce (zabranjeni pojasovi)e.

Energlijske vrpce (pojasovi) kristalne re3etke odgo-
varaju energlijskim razinama atoma koJji tvore reSetku.
Promotrimo slucaj natrija. Elektronska konfiguracija izoli-
ranog atoma Na u njegovom osnovnom stanju je: ls2 252 2p6 351.
Ljuska 3s sadrzl 1 elektron, a ostale su popunjene. U kristalu
natrija energijske vrpce ls, 2s, 2p popuhjene su s 2N, 2N, 6N
elektrona, a u 3s vrpcl polovina raspoloZivih stanja je popu-
njena. -

ip
Is

)

T 7

2s VIIIIITEIEi

la

energijska VIPCA ceieoesosoosssecss 1S 28 2p 3s
broj raspoloZivih stanja ........00 2N 2N 6N 2N
broj elektrona ...eceseesssoscnes 2N 2N 6N 1N
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U ¢injenicl da je energiljska vrpca 3s samo djelomi&no popu-
njena moZe se naci odgovor za veliku elektri&nu vodljivost
natrija. Kada se primijeni elektriéno polije elektroni mogu
primiti energiju tj. mogu bitdl prebafeni iz djelomi&no po-
punjene vrpce u kontinuum raspoloZivih stanja koja ,leZe"
neposredno iznad. Broj nezauzetlih razina raspoloZivih za 3s
elektrone je povefan 1 sa stanjima u 3p vrpci te ovo vodi
do vrlo velike elektricne vodliilvosti.

Elektronska konfiguracija izcllranog atoma ugljika u

. 2 2 .
njegovom osnovnom stanju je: 152 28“ 2p°. U dijamantu 2p

) I S ——
energijska vrpca ..... ch e ls 2s 2p
broj raspoloZivih stanja ..... 2N 2N 2N 4N
broj elektrona ...coocsevecoco 2N 2N 2N 0

energljska vrpca ima 6N raspoloZivih stanja a samo 2N ele-
Kﬁfah;.ulzmedju najvife popunjene vrpce 1 prazne je zabra-
njeno podru¥je $irine oko 6 eV. Termi¥ko pobudjenje pri sobnoj
temperaturi ﬁije dovoljno za prijelaz elektrona u energij-
sku vi¥u 2p vrpcu. Do temperature od nekoliko stotina kel-
vina sve vrpce su potpuno pune 1li potpuno prazne. Dijamant

se ponafa kao lo¥ vodi¢ odnosno kao dobar izolator.

I u slu¥aju da je Birina zabranjene vrpce oko 1 eV
(kao %to je kod germanija 1 silicija) pri vrlo niskim tempe-
raturama termidka energlja nede biti dovoljna za pobudjivanje
valentnih elektrona. Alil ved kod sobnih temperatura neki ce



elektroni uspjetl prijedi iz valentne u vbdljivu vrpcu. Vo-
dienje postaje mogude. Ovakvi materijali nazivaju se polu-
vodi¢l, Razlika ilzmedju njilh i izolatora je samo u &Sirini

zabranjenog pojasa.

Model elektronskog plina. Prorafun Fermijeve enerqgije

Sommerfeld je 1928. g. primijenio Fermi-Diracovu statistiku na
model elektronskog plina i postigao velike uspjehe. Prema tom mode-
lu elektroni se gibaju u trodimenzionalnoij potencijalnoj jami konse
tantnog potencijala. JStijene™ jame, knje su na beskonaéno visokom
potencijalu, odgovaraju povr3ini metala gdje je notencijalna' eney -
gija toliko visoka da elektroni pri sobnim temperaturama ne mogu
1ziéi iz metala,

Fermijeva energija moZe se izradunati iz izraza za ukupni broj
slobodnih (vodljivlh} elektrona metala, Ukupni. broj vodljivih

elekt?qzihgﬂvolumenu v metala dan je relacijom:
- PRI CK

o

N 4p 4.1)
JdE dz (

0
gdje je energijska raspodjgla fermione. s

at = Tw¥p dF (4,2)

vjerojatnost zaposjednuda stanja energije E (relacija 3.39"):
_ 1
Pep ~ (E-Ep) /KT
e + 1

a gustoda stanja (relaclja 2.28)"

3/2
g(Eg) = *g-—g— = 8nv /2 “**3"-* El/z (4.3)

Izraz je pomnoZen s faktorom 2 zbog dvije mogude projekciie

spina.
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Uvr&tavanjem relacija (4.3) 1 (3.39") u (4.2) dobiva se za ener-

gijsku raspodjelu elektrona:

an _ » VE
dE PFDg{E)_ = {E—EF}/kT (4.4)
e ¥ 3
e, B2
sdde fe &= g Vv ng .

h

1z relacije (4.4) dJdobiva se za ukupni broj vodljivih elektrona u

volumenu V metala pri apsolutnoj nuli:

B
F
3/2 3/2
i = gn Vv m /2 gl/2 4 = 167 V m /2 E3/2 (4.5)
3 3 F
h 3 h
0
a odatle Fermieva energija :
F 2m 8wV :

% je broj vodljivih elektrona po jedinici volumena metala. MoZe

se izradunati iz ilzraza:

gdje je NA - Avogadrov broj, ¢ = gustodca metala, A - atomska ma-

sa metala, n - broj vodljivih elektrona po atomu metala.

Vrijednosti En pri 0 K za neke metale: ©Li ... 4,72 eV,
Na ... 3,12 eV, Cu ... 7,04 eV.

Relacije (4.5) 'i (4.6) vrijede pri apsolutnoj nuli. Odstupanja
su zanemariva pri sobnim temperaturama, te se mogu i u tim sludaje-

vima primjenjivati.
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Termionska emisiia

Potrebnu energiiju za izlaz 1z metala mogu dobiti elektroni
zagrljavanjem metala. Nastala emislja naziva se termionska emi-
sija. Da bi do3lo do termionske emisije elektron mora imati ene-
rgiju (crte? 4.9.) E > By + W (E, - Fermijeva energija, W - izla-
zna radnja metala) te kolidinu gibanja povolijno usmjerenu.

Crt. 4.10, Potencijalna Jama

Za izlaz iz povrSine smjedtene u ravninil x = 0 (crte¥ 4.10)
x-komponenta kolifdine gibanja elektrona Px mora biti jednaka
11i veca od kritidne koli-

¢ine gibanja Px :
c

|z

U B
A~ y xc

=’ Crt. 4,11, Povriina metala
Termionska gustoca struje jt moZe se lzradunatl iz broja vod-
1jivih elektrona po jedinici volumena metala koji imaju
Py 2 Py
¢

Broj elektrona s kolidinom gibanja lzmedju p i ptdp jednak je:

dN = PFD ds
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gdje je vjcrojatnost zaposjednuéa stanja energije E

dana relacijom (3.39"):

1

Ppp =

e{E~EF)XkT+l

a broj stanja u energijskom intervalu (E,E+dE) rela-

cijore (4.3):

3/2
ds = 8x v /2 B 5 VE dE = §%E 92 dp
: h h
odnosno
2
_ Buv p- dp
h e(p /2m = EF)/kT+l

Broj elektrona s komponentama koli€ine gibanja izmedju

p, i px+dpx' py i py+dpy P, i P, +dp jednak je broju di

(relacija 4.7) pomnoZenom sa om}erom volumena dp dpy dp,
i volumena sferne ljuske 4w p dp (crtez 4. 12!.

87V p2 dp dpx dpy dpz
3 2 . 2 ..
h e(p /2m - LF)/kT+1 4v p~ dp

Crt., 4.12. ,p" prostor

(4.7)
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a broj elektrona s komponentama kolicine gibanja izmedju

Py 1 Py + dp,r p, 1 PP

mena metala jednak je:

v’ P, 1 pz+dpz u jedinici volu-

dpx dpy dpz

3 2
h e(p /2m - EF)fkT+l

te je termlonska gustoda struje jednaka:

t
X = e T e 3 (p°/2m - . E_) /kT
PX pxc py pZ h e P +1

Buduéi da samo elektroni energilje ElaEF

(4.8)

+ W mogu biti emitirani,

a W je nekoliko puta vefa od kT, moZe se zanemariti jedinica u

nazivniku integranda, pa relacija (4.8) poprima oblik:

E_/kT 7 "p2/2ka ~p2/2ka
j, =28 . o F p.e X dp e ¥ d
t 3 X X py
X h™m -0
Py
c
" ~p§/2ka 4mmek 2T B /KT —pi /2kTn
J e dpz = m_m;§-" e 5] c
a uz supstituciju P, = «szEF+W)
C .
2.2
jt = M.. e W/kT ili
X h3
. 2 ~W/kT 4w em k2
J, = AT e gdje je A = - -
x h
=1,2 . 10° A n? %

Ovo je Richardson-Dushmanova jednadZba.
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7a mnoge metale teorijska vrijednost za A veda Je od vrijed-
nostli odredjene eksperimentom puduéi da svi elektroni sa

P,>P, ne izidju iz metala, neki se i reflektiraju.
c B

Primijenjeno elektridno polje utjele na emisiju elektrona.
ono sni%ava visinu potencijalne barijere 1 smanjuje efe-
ktivau izlaznu radnju te omogudava vedem broju elektrona
izlaz 1z metala.

Ova pojava poznata je pod imenom Schottkyev efekt.

U sluéaju da se na metal primijene vrlo jaka elektri&na polja
deblijina barijere mofe se toliko smanjiti da je moguca pojava
tunel-efekta. Nastala emisija nazvana je hladna emisija.

Kronig-Penneyev model

U modelu elektronskog plina pretpostavljeno je da se elektroni
gibaju u potencijalnoj jami konstantnog potencijala vo.Gibanje
elektrona mo¥e biti opisano Schrddingerovom jednadZbom koja
u jednodimenzionalnom sluaju glasi:

2 2

2m dx2

Rjedenje jednadibe (4.9) su ravni valovi:

ul(x) = A @< ikx (4.10)

k je valni broj (k = 2n/x= p/h)

Stvarni kristal je trodimenzionalna reSetka. Potencijalna
energija elektrona koji se giba kroz kristalnu refetku imé
trodimenzionalnu periodi&nost ( ponavlija se od delije do
celije kristala) .
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PoboljSanje ovog modela je uzimanje u obzir cfekta periodiéne

strukture krilstalne reSetke.

Razmotrimo Schrédingerovu jednad¥bu u sluZaiju gibanija

elektrona u jednodimenzicnalnom periodi&nom potencijalu oblika:
Vix) = V(x+d)

gdje je d period kristalne refetke. Schrddingerova jednad¥ba

je tada:
%§_§§§ + [E-Ux)Ju = 0 (4.11)
a rjefenja jednad¥be:
u(x) = ¢(x) eikx (4.12)
gdje ¢(x) zadovoljava uvijet: ¢ (x)=0¢ (x+d),

RjeSenja (4.12) su ravni valovi modulirani funkcijom ¢ (x) koja
ima isti period kao kristalna refetka. Ovo je Blochov teorem
[F.Bloch, 2z.Physik, 52(1928)555]. Funkcije (4.12) zovu se Blochove

funkcije. Za njih vrijedi: 4y i LY
Sy,

“5(#;5) eik(x4d}

z;.

u(x+d) = eikd

= u(x)
Matematicka razrada problema gibanja elektrona u periodidnom
potencijalu kristalne refetke vrlo je sloZena. Problem se pojed-
nostavnjuje ako se umijesto periodi¢nog potencijala kristalne
reSetke (crteZ 4.7) upotrebi aproksimacijski Krénig- Penneyev po-
tencijal [R. de L.Krdnig, W.G.Penney, Proc. Roy.Soc. (London),

A l30f1930}4991 Pretpostavljeno je da potencijal ima oblik pe-

U podrucijima jama {npr. O0<x<a_ ) potencijalna energija elektrona
jednaka je nuli, a u podruZjima potencijalnih bedema (npr.
-b<x<0 ) potencijalna energija poprima vrijednost Uo'

Energija elektrona E manja je od visine potencijalnog bedema Uo.
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Crt, 4,13, Krdnig-Penneyev potencijal

Vremenski nezavisna Schrddingerova jednadfba za podrulje

unutar jame:

- - ey = E u (4.13)
2m dx

a u podrudju potencijalnog bedema:

2 2
_h” é_% +Uu=Eu (4.14)
2m dx

Rjefenja jednad?bi (4,13) i (4.14) Blochove su funkcije:
alx) = ¢(x) e™¥¥ (4.15)

1kx

Funkcija e opisuje gibanje slobodnih elektrona po osi x,

a ¢(x) je periodifna funkcija s periodom kristalne reletke,

Cna vr$i amplitudnu modulaciju ravnog vala eikxi_

Supstitucijom rjeSenja (4,15) u (4,13) 1 (4.14) dobivaju se
jednad¥be:

2
dt v aik L+ (F - 1% 9 =0 Oexea (4.16)
dx dx
a* d 2 2
+ 21k S - (8% 4 k%) b = 0  -b<x<0 (4.17)

dx dx
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gdije je

az = ZmE/ﬁg 82 = 2m(UO~E}/h2

Rjesenja jednadZbi (4.16) 1 (4.17) su:

ei{u“k)x =1 (a+k) %

oy = A + B e O<x<a
(4.18)

¢2 = C e (B-ik)x + D e“(8$ik)x ~b<x<0

Konstante A,B,C i D mogu se odrediti {2z granidnih uvieta:

by (0) = ¢, (0) ¢y (a) = ¢, (~D)
(4.19)
as d¢ as as,
(—2) = (= (—2) = (—2)
dx x=0 dx  x=0 X goa 9% oy

Primjena wuvjeta (4.19)na rjeSenija (4.18) daje 4 linearne
homogene jednadZbe koje imaju rjesenje samqﬂggg_ggierminanta
koeficijenata A,B,C 1 D i3Cezava a to vodi do jednad¥be:

2 2

BT gy

2 aB

sh Bb sinaa + ch gb cos sa = cos k{a+h) (4.20)

Kronig 1 Penney razmatrali su slucaj kada potencijalni
bedem postaje delta funkecija tj. kada visina potencijalnog
bedema U_ teZl u beskonacCnost a $irina b poprima vrijednost
nula tako da umnoZak Uo b ostaje konatan. Tada jednadiZba
(4,20) poprima oblik:

m U b

[

hzgjr

sin ea + cos aa = cos ka

111 vz uvodjenje veliline :
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p sin 838 4 4os aa = cos ka (4.21)

A
ada

gdje je velidina P mjerna “povréina“ potencijanog bedema
UO b i ukazuje na jakost vezanja elektrona u potencija-

lnoj jami.

U jednadibi (4.21) desna strana moZe imati samo vrije-
dnosti izmedju + 1 . To uvjetuje ogranienje moguéih vri-
jednosti velidine a odnosno energije elektrona E

Na crte?u 4,14. prikazana je lijeva strana jednadZbe (4,21)

u zavisnosti od aa za vrijednost P = 31/2.

P ,
—- gin aa + COS aa
aa

Crt 4,14, Lijeve strana jednadibe (4.21)
u zavisnosti od «a (za vrijednost P=3T/2)

Ako P+« tada sin aa +0 odnosno aa = nll te energija

elektrona postaje jednaka:

n2h2
2

8ma n-cljell bro]

E =
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Ako se vrijednost P smaniji i teZi null tada iz jednadibe
{4.21) slijedi da je: cos awa = cos ka odnosno o= Kk

a odatle :

2 81%me
kT o= 5
h
odnosno
2
E = »._.E--.-—
2m

U ovom slucdaju nema ogranildenja ~ elektron moZe popri-
mitl sve energlie (moZe se slobodno gilbatl kroz krista-

lnu redetku).

Izmedju ova dva ekstremna slufaja nalaze se svi ostall,
Energija vrpcastih struktura mijenja se s vrijednoidu
P-a,

Iz jednadZbe (4.21) moZe se dobiti energija E u zavisno-
sti od valnog broja k. Diskontinuiteti u energiji E
pojavljuju se kada cos ka poprima maksimalnu vrijednost

tj. kada je

cos ka = + 1 114

K = n I : :
= L gdje je n=%+1,2,3,,,

a

Kod ovih vrijednosti k 1 mali porast u koli&ini gibanja
elektrona {odnosno u vrijednosti k) izazvat e skok ener-

glje elektrona od vrha jedne od dopustivih vrpca na dno
slijedece. Podrulja izmedju vrijednosti k-ova za koje

se pojavlijuju ovi diskontinuiteti zovu se Brillouinove
zone {crtei 4.15).
Prva Brilloulnova zona proteZe se od k = - ll/a do k = n/a,
druga se sastoji od dva dijels koji se prote?u od n/a de
2/a te od =-n/a do -2N/a .
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Unutar svake zone odnos izmedju energije E 1 valnog broja

k dan je jednadZbom (4.21).

e

AL

k 777777777,

L F L —"

]

w
a
-

Crt, 4.15, Energije u zavisnosti o valnom broju k

Efektivna masa elektrona

Promotrimo slufaj kada je na kristal primijenjeno elek-
tri¢no polje jakosti E . Ako to polje djeluje na elektron
kroz vrijeme dt, energija elektrona ¢e se promijeniti za dE:

dE = e v dt (4.22)

gdje je v brzina gibanja elektrona (grupna brzina):

V=“=“==fl;— (4.23)
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1z relacija (4.22) 1 (4.23) slijedi:

dE = et

£ 9B ae
ak

a odatle se doblva za promjenu

&l&
-
i

at

h

Akceleracija elektrona moZe s

dv
dt

a =

ili uz relaciju

Iz usporedbe ove

na mase ms:

e
i g’- ..dm(g-g)_
Hode dk
(4,24) ¢
dzE
dk?

valnog vektora:

(4.24)

lzradunati iz relacije (4.23):

g 4

dt

jo
2>}

= b
A
=

akceleracije sa akceleracijom slobodnog elektro-

slijedi da se elektron ponaSa kao da ima efektivnu masu m* jed-

naku:

Pogodno je uvesti faktor:

koji je mjera stupnjeva slobode" elektrona u k stanju.
Kada je kal elektron se ponasSa kao slobodni elektron.

(4.25)

(4.26)
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Izolatori, vodi€¢i i poluvodid&i

Promotrimo odredjenu energijsku vrpcu koja je pri 0 K zau-
zeta do vrijednosti kl(crtei 4,16), Efektivni broj N.¢ ,Slobodnih®

/

yé

"
& ky &

Rl JrTee e

Crt. 4,16. Djelomidno popunjena energijska vrpca pri T=0K

(vodljivih) elektrona u toj vrpci moZe se izraziti preko broja

stanja dn u intervalu dk 1 faktora fk‘ Faktor fk dan je rela-

cijom (4.26) a broj stanja n mo%e se izradunati iz grani¢nog uv-
jeta za (jednodimenzionalni) kristal duljine L:

u(x+L) = u(x)
Taj uvjet primijenjen na Blochove funkcije vodi do izraza:
IR ALY yiary = oTKX (k) (4.27)
Buduc¢i da je:

¢ (x+L) = ¢ (x)

to iz (4.27) slijedi da je
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odnosno brej moguéih k vrijednosti (broj moguéih stanja) u in-
tervalu (k, k+dk) :

dk

drl“Lﬁ

(4.28)
Koristed¢i relacije (4.26) i, (4.28) i uzevdi u obzir da se u jed-
nom stanju mogu nalaziti dva elektrona, dobiva se za efektivni
broj “slobodnih" elektrona u energljskoj vrpcl (pojasu) koja je
Zauzeta do vrijednosti k] pri 0 Kz

(4.29)

Iz relacije (4.29) slijedi da efektivni broj  slobodnih” elektro-
na iffezava u potpuno popunjenoj vrpci buduéi da dE/dk i%&ezava
pri vrhu vrpce, a postizava maksimum kod toCke infleksije krivu-
lje E(k) jer tada dE/dk ima maksimalnu vrijednost.lvrsta tijela
¢ije su energiljske vrpce potpuno zauzete elektronima 111 potpuno
prazne pona$aju se kao i1zolatoril odnosno poluvodidi a oni s dije-

lomi¢no popunjenim vrpcama kao vodid&i, ‘

POLUVODICT

Cisti poluvodi&i

Poluvodl&i koji se sastoje samo od atoma jednog ele=
menta (bez ikakvih primjesa) 111 koji sadrfe tako malo pri-
mjesa (nefistoda), da one ne utjedu na njegove karakteristike,
nazivaju se éistigintrinsiéni] poluvodidi,
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Atomi u kristnlnoj reSectki poluvodida vezani su medjusobno
xovalentnom vezom. Na crteZu 4.17. prikazana je dvodimenzionalna
sliks redetke silicija u kojoJ svaki silicijev atom ima zajednic-

ke parove elektrona s Zetiri susjedna silicijeva atoma.

Crt.%.17, Dvodimenzionalna slika kristalne
resetke silicija

Silicijev atom ,,35i (ls2 25° 2p6 582 5p2) ima 2 elektrona u
prvoj (K) ljusci, 8 elektrona u drugoj (L) i 4 elektrona u tre-
é0j, vanjskoj (M) ljusci. Ta 4 valentna elektrona rasporedjena su
tako da se 2 nalaze u 3s, a 2 u 3p stanju, Da bi %p podljuska bi-
la popunjena manjkaju jod 4 elektrona. Oko svakog atoma silicija
u kristalnoj reSetki pravilno su resporedjena 4 atomsz silicija
koji s njim podijele po jedan elecktron i tako se uzajamno povezu-
ju. Sliénu kovalentnu vezu imaju atomi germanija 52Ge (1s® 2s
2p6 532 5p6 §dlo 452 4p2). U 4p podljusci nedostaju % elektrons
da bi podljuska bila popunjena.

Na crte?u 4,18, prikazan je energijski dijagram Cistog po-
luvodida, Na apsolutnoj nuli v=zlentns je vrpca nopunjena elektro-

OK T»OK

e © © ? @

. T

Crt.4.18. Lnergijski dijsgram ¢istog poluvodica

nima, a vodljiva vrpca Jje pruzna. Izmedju valentne i vodljive
vrpce nalazi se zabranjena vrpca. O Sirini te vrpce Eg zavise
mnoga svojstva poluvodiéa. lorastom temperature moZe doéi do
pobudjivanja valentnih elektrona, Pri sobnoj temperaturi toplin-
ska uzbuda Jje dovoljna za prijelaz elektrona iz valentne u vod-
ljivu vrpcu (Eg za poluvodide Jje oko 1 eV). Fri prijelazu elek~
trona u vodljivu vrpcu ostaju Supljine u valentnoj vrpci.



vodljivu vrpcu (Eg za poluvodile je oko 1 eV). Pri prijelazu
elektrona u vodljivu vrpcu ostaju Supljine u valentnoj vrpci.

U &istom poluvodidu broJ sSupljina u valentnoj vrpci jednak je
broju elektrona u vodljivoj vrpci. Osim btoplinskom uzbudom (ap=~
sorpcija fonona kristalne reSetke) elektroni mogu dobiti encr-
giju za prijelaz u valentnu vrpcu ozradivanjem elektromagnet-

skim valovima (apsorpcija fotona), radioaktivnim zracenjem ...

Elektridna vodljivost poluvodica zavisi o broju elektro-
na koji su iz valentne vrpce pre$li u vodljivu. Elektricnoj
vodljivosti ne doprinose samo elektroni nego i Supljine. éupljiw
ne u valentnoj vrpei mogu primiti elektrone, i to popunjavanje
gupljina ekvivelentno je gibanju naboja. Elektrilna vodljivost

poluvodida & Jjednaka je:
i €T kp oK T oneu, T oPe,
z r
gdje Jje x, ia}jvodljivost elektrona odnosno Supljina, n koncen-
tracija elektrona u vodljivoj vrpci, p koncentracija Supljina
u valentnoj vrpci, u pokretljivost elektrona a u pokretljivost
n P '

supljina.

Poluvodici s primjesana

Dodaju 1li se poluvodidu primjese, moze se od Cistog po-
luvodica dobiti n-tip odnosno p~tip poluvodida. Promotrimo sluw-
daj da se germaniju (Setverovalentni element) doda primjess ar-
sena (peterovalentni element). Kristalna reSetka sadriavat ée
atom dopiranog elementa u nekoj ¢eliji na mjestu koje bi bilo
zauzeto atomom germanija (crtez 4.19.).

2, = 32 bro = 33

Ge As

40" Ge jezgra + 28 elektrona (2+8+18).
U vanjsko]j ljusci Ge ima 4 elek-
trona: 432 4p

29" As Jjezgra + 28 elektrona (2+8+18),
Crt.4.19, Dio éelije U vanjskoj ljusci As ima 5 elek-
germani ja s primjeson trona: 432 4p

arsena
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Od ovih 5 elektrona arsena 4 elektrona sudjeluju u kovalentnim
vezama sa susjednim Ge atomima, a peti elektron slabo je vezan
zu jezgru As. bBneresija ove veze leZi u zabranjenom podruéju -
oko U,013% eV isnod dna vodljive vrpce (crte? 4,20.) te se elek-
tron lako moZe osloboditi i prijeéi u vodljivu vrpcu,.

T e )

72272

Crt. 4.20, Energijski dijagram n-tipa poluvodicla

Veé kod sobnih temperatura veéina elektrona prelazi iz ovih sla-
bo vezanih stanja u vodljivu vroca ostavljajuéi podrudje oko

atoma primjese s pozitivnim nabojem +e,

Primjesa As poveéava broj vodljivih elektrona. Takve primjese
zovu se donori. Primjesa djeluje kao jdarivalac" elektrona.
Ionizacija atoma primjese (donorskog atoma) daje jedan elektron
bez istovremene proizvodnje Sapljine. Ovakav noluvodié¢ nazvan je
n-tip. On sadrizi mnogo vis$e negativnih nosilaca nabojs nego po-
zitivnih. U n-tipu poluvodida elektroni su velinski a 3upnljine

manjinski nosioci naboja.

Na niskim temperaturama (~0 K) poluvodil n-tipa je izolator, s
ved pri sobnim temperaturama elektroni iz donorskih razina lako
rrelaze u vodljivu vrocu, Tada se u vodljivoj vrpci nalaze elek-
troni iz valentne vrpce i1 iz donorskih razina. rlektrona iz do-
norskih razina ima znatno vise nego elektrona iz valentne vrpce
te je vodljivost n-tips poluvodida mnogo veéa nego c¢istog polu~
vodida,

Ako se kristalu Ge ili Si dodaju primjese trovalentnog
elementa kao B, Ga, In ... , u kristalu ée nastati 3urljine bez
istovremenog stvaranja elektrona u vodljivoj vrpci anaslogno kao

kod n~tipa poluvodida. Fromotrimo sludaj kada se germaniju doda
galij (crtef 4.21.).
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20" - Jjezgra Ge + 28 elektrona,
ostala 4 elektrona Ge su

u vanjskoj ljusci (452 4p2)

w8" - Jezgra Ga + 28 elektrona,

ostala 35 elektrona Ga su

Crt.4.21., Dio Celije u vanjskoj ljusci (453 4p)
germanija 8 primjesom
galija

Ako se atom Ge zamijeni s atomom Ga, tada su samo 3 elek-~
trona Ge vezana u kovalentnoj vezi. Cetvrto kovalentno vezano
stanje ostaje prazno = cetvrta veza Jje nepotpuns -~ i popunjava
se elektronom iz valentne vrpce., U valentnoj vrpci ostaje Sup-
ljinas

Atom primjese, koji prihvaca elektron za upotpunjavanje
veze, nazvan je akceptor (akceptorski ion), & poluvodié koji
sadrzi takve primjese p~tip poluvodicda. On sadrii visSe pozitive-
nih nosilaca naboja nego negativnih. Supljine su veéinski no-
sioci naboja.

Akceptorska razina vrlo Jje blizu valentnoj vrpci (~0,01
eV), zato elektroni lako prelaze iz valentne vrpce u askceptor-
sku razinu (crtez 4.22,), te se poveéava vodljivost poluvodida.

Ll C A

Crt.4.22. Energijski dijagram p-tipa poluvodica

Sto je vedi broj Supljina u valentnoj vrpci, to je vodljivost
veta, Kada se primijeni elektriéno polje, p-poluvodid ée voditi
struju gibanjem fupljina (koje moZe biti zamiSljeno kao retrog-
radno gibanJe elektrona).
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Koncentracija elektrona i Supljina

Broj elektrona po Jedinici volumena vodljive vrpce
(koncentracija elektrona) pri temperaturi T moZe se izra-
Cunati iz relacije:

® o
N f 1 dn { 1 ds
n = o = = = dE = = P - dE ‘4030}
v V g vV FD 4g
E E ‘
9 g

gdje je vjerojetnost zaposjednuéa stanja energije E dana
relacijom (3.39"):

1
P = S——
FD T
e(E EF}/kT + 7

Granice integrals uzete su od dna vodljive vrpce do najvi-
$ih energija elektrona (crtei 4.19). Buduéi da Ppy teZi
nuli za E>>EF to pomicanje gornje granice integrala do
beskonacnosti nele znatnije utjecati na koncentraciju n.

Crt.4.25. Energijski dijagram poluvodida

Za proradun gustole stanja moZe se koristiti rela-
cija (3.36) buduéi da je u vodljivoj vrpci relativno mali
broj elektrona:
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s mﬂ3/2
-2 = 851 /2 V MEMTH . A{B-E 31/2
h g

uz oznacivanie dna vodljive vrpce sa Eg umjesto sa 0, te Zam-
jenom mase slobodnog elektrona m sa efektivnom masom m;e

Koristeci navedene relacije dobiva se za koncentraciju elektrona

(4.30) ¢ ’

anfi'mg3/2 i (EwEg>lf2
n = 5 -
L 3 e(EwEF)Xk1+l

dE

Uz pretpostavku da je ngEF>>kT moZe se zanemariti 1 u nazivniku
integranda:

) e % ~ 1/2
81v/2 m;B/z {EgI%J/kr J (E EgJ

n = el @ dE
3 (E~E ) /KT
h P oe 9
g
20m* kT <(E_~E_)/kT
n o= 2 (e (32 o 9 F (4.31)
hz
odnosno
(BB ) /T
l"l
no= N, e & (4.317)
2iim¥e kT
gdje Je N o= 2 ( }3/2
c h2

Ako je m;erm dobiva se za n vrijednosts

n = 4r80102l ,1,3/2 e"" (Eq‘"‘EF}/rﬁT [m“g]
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Sliéno se mozZe izrafunati i broj Supljina u jedinici

volumena valentne vrpce tj. koncentracija Supljina p:

EV EV
= .I:iém -«}:-itié.d[? =[~J‘"—{]..p } ds.....,,..é aE
P =g T Vol K FD’ TdE

gdje je Ny broj 3upliina u volumenu V valentne vrpce, a Ev
energija vrha valentne vrpce. Ako se energijl Ev pripise vri-

jednost 0 (erte? 4.2%) izraz za koncentraciju poprima oblik:

2 asy
p = f (1-p_ ) —2 dE (4.32)

L <

Vjerojatnost da dopustivo stanje energije E nije zauzeto elektro-
nom (odnosno da se tu nalazi Supljina), l—PFDF jednaka je (prema
relaciji 3,39"):

1 B 1
FD (E——EF)/}(T - (EF-E)/kT
e +1 e +1

a gustode stanja prema relaciji (4.3) ako se energija mjeri
od vrha valentne vrpce (crteZ 4,23):

3/2 B2
ds m¥ m
3 g e Y2 eny 8 a2
“ope =8IV /2 h3 (0~E!} V2 h3 (~-E)

gdje je mg efektivna masa Supljina.
Uz navedene ralacije dobiva se za keoncentraciju Supljina u
valentnoj vrpeci:

(=) 1/2

T
S F~E v 1

dE

8N/2 mng T

p =W_..;1_3.___.‘.“-...
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21mg KT 5,5 ~E /KT (4.33)
p = 2( 5““3
h
odnosno
. ~Ep/kT (4.33°)
p =N e
Zim® LT
5 3/2
h2

UmnoZak koncentracije elektrona i Supljinas (relacije
4,31, i 4.33,) u uvjetima toplinske ravnoteZe:

~E_/kT
np = konst T3 e 9 (4.34)

konstantan je za danu temperaturu i Sirinu zabranjene vrpce

Eg' te ne zavisi o poloZaju Fermieve razine -

Fermi jeva razina

U &istim (intrinsidénim) poluvodilims koncentracija
elektrona u vodljivoJ vrpei Jjednaka je koncentraciji Suplji-
na u valentnoj vrpci:

ns=p
odnosno
~E_/kT -(E_~B_)kT
m;B/Z e ¥ = mész e g F (4.35)

Tz relacije (4.35) moZe se izrafunati Fermieva energija:

E m#
2 o= 9 4 3kT )
I:F 2 * 4 in m;

(4.26)
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7za silicij, germanij i mnoge druge poluvodi&e drugi ¢lan rela-
cije (4.36) mnogo je manji od prvog te se moie zanemariti, pa
slijedi da je:

R ™
EF Eg/2

Fermieva razina nalazi se na sredini zabranjene vrpce Sirine E_,

PoloZaj Fermieve razine u poluvodilima s primjesama

moZe se odrediti iz uvjsta za elektrifnu neutralnost unu-
tar kristala:

n + n, = p + n (4.37)

gdje su n i p koncentracije elektrona i 3upliina dane s
relacijom (4,31) odnosno {4.33), n; je koncentracija do-
norskih iona,; a Ny koncentraciija akceptorskih iona u kri-
stalu.

A
ko koncentracije atoma akceptora n, i Fermieva faktora

Koncentracija akceptorskih iona n, moZe se izralunati pre-

PFD{EA} koji daje vjerojatnost da je stanje zauzeto elektro-
nom:

F n
_ A
Ny = N PpplEy) = (E,~E T /KT (4.38)

=} + 1

Analogno za koncentraciju donorskih iona:

n
i D

np = np (1= Ppy(ER)) (E_-E_J/XT (4.39)
e F D + 1
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gdje je E, energija akceptorskih stanja, a E_ energija dono-

A
rskih stanja.

D

Uvjet (4.%7) uz relacije (4.31°%), (4.33%), (4.38) i (4.39)
poprima coblik:

P T n
{EF Eg)/k . A
Noe (E,~E_) /KT
1 +e
~E_ /kT 5
= ¥ + (4.,40)
=N, e (EL=E_J7KT .
e + 1

Da bi se iz relacije (4.40) dobila Fermieva energijas tre-
balo bi poznavati sve parametre relacije. Problem bi se
mogao rijesSiti aproksimacijski za odredjena podruclja.

Npr. za sluaj n-tipa kristala kod kojega je nD>>nAjed—
nadZba (4.37) postaje:

&
no= p+ng (4.41)

Ako su temperature niske mo¥e se olekivati da e vrlo malo
elektrona biti pobudjeno iz valentne vrpce u vodljivu pa

bi se u relaciji (4.41) velifina p mogla zanemariti te bi:

D (4.42)

111



s TH] -

~ , . n
. e(EF Lg)/kT . D
c (EF—ED)/kT
e + 1

(4.42")

Ovo podrulje niskih temperatura naziva se ekstrinsi&no pod-
rugije. Proraun Fermieve razine jednostavan je za sljedele
temperaturne intervale:

a) ako su vrlo niske temperature (reda veliline 10 K) samo
mali dio donorskih atoma su ionizirani tako da vedéina do-
norskih stanja jo3 sadrii elektrone. U nazivniku moZe se
zanemariti 1 u odnosu na_ eksponencijalni &lan te relacija
(4,427) postaje:

..E T -
. e(EF gyfk o e(ED EF)/kT
c D
ili
My
Ty - Eg - E, = kT In ;_ (4.43)
e

b) za ne3to vie temperature, kod kojlh skoro svi atomi prim-
jesa postaju lonizirani, moZe se pisati: '

U ovoj aproksimaciji potpune ionizacije jednadZba (4.42) po-
staje:

n z.nD ild
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odnosno

E_ - Eg = kT In =~ (4.44)

Ako temperatura raste, dostiéi de se to¥ka u kojoj ée broj
elektrona pobudijenih iz valentne u vodliivu vrpcu biti
vecdi od broja pobudjenih iz donorskih stanja v vodliivu
vepcu (koji mofe biti najvise jednak broju donorskih atoma

n+ = n_)
D D"

Za ovo podrulje koncentracija Zupljina p>>ng ¢, te se jedna-
dfZba (4.41) reducira na: '

N o= p (4.45)

Poluvodi¢ je u intrinsiénom podrudju;

Relacija (4.45) uz (4.31) i (4.33) poprima oblik:

-B ‘ ~E. /kT
. e(EF Lg}/kr=N Lo
c A%
odnosno
NV
2 EF - B = kT In N
c
te Jje
E N
F 2 2 C

Fermieva razina le¥i skoro u sredini zabranijene vrpce,
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