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Sre¢om, satuvao se primjerak toga studentskog izdanja, pa ponovnim objav-
ljivanjem trajno ¢uvamo uspomenu na izvanrednu Blanu§inu nastavnu spo-
sobnost. Oni koji su ga slu$ali mogu ga ,,ponovno ¢uti” ¢itanjem ovog teksta.
Mogu se ponovno vratiti u studentske klupe i oZivjeti sjecanja i ugodaj Bla-
nusina predavanja.

Pogledamo li samo prvo predavanje, vidimo da treba usvojiti pojam distri-
bucije. Iza tog termina krije se za studenta neobiCan matematicki objekt
koji se neobi¢no i strano ponasa u usporedbi s do sada usvojenim pojmovima.
Blanus$a ga jednostavno stavlja na plocu, a potom postupno priblizava putem
nekoliko kratkih jednostavnih dokaza svojstava toga nepoznatog objekta.
Zatim, na posebnom slu¢aju linearnog funkcionala, koji danoj realnoj funkciji
pridruZuje vrijednost funkcije u ishoditu, dokazuje da funkcional nije reali-
ziran pomocu lokalno integrabilne funkcije, pa nas time uvjerava da ras-
pravljamo o novom pojmu s kojim se do sada nismo sreli i s kojim, eto, moZe-
mo raunati, a racuni su zasnovani na pojmovima koje poznajemo. Nakon
toga se osje¢amo kao da apstraktno shvac¢amo §to je to i o Cemu je rije¢. Pojam
Jje usvojen, njime baratamo kao s brojevima ili realnim funkcijama. Mislim da
nam to ilustrira Blanuginu vje$tinu prenoSenja znanja na studente.

Zagreb, 6. srpnja 2004.

Ivan Ivansié






Odabrana predavanja iz
Matematickih metoda fizike

Prema predavanjima prof. dr. Danila Blanuse
u zimskom semestru 1963. godine skriptu sastavili:
Ivan Andri¢, Vladimir Paar i Kresimir Saub.

Teorija distribucija
Teoriju distribucija postavio je francuski matematiar Laurent Schwartz!
da opravda formaine postupke s ,,pseudofunkcijama” (npr. 5-funkcijom?),

time §to je poopéen pojam funkcije. (Zato se u ruskoj literaturi koristi
pojam poopcena funkcija.) Naime, sama definicija d-funkcije:

sw=10 *0 ajﬁ(x)=1 (a>0)
o t=0 -

(svugdje jednaka nuli osim u jednoj to¢ki) u sebi je proturje¢na jer bi po
definiciji integrala taj integral morao biti O ili nedefiniran. No, s druge
strane, izvjesne formalne operacije s tom ,,funkcijom” i njezinim ,,deri-
vacijama” daju ispravne rezultate. Ipak, 5-funkcija ne mozZe biti krajnji
rezultat nekog raluna veé se pojavljuje u podintegralnim izrazima uz
neku funkciju F i izradun tog integrala daje broj. Time smo funkciji £
pridruzili broj, konkretno u slu¢aju §-funkcije broj F(0), tj. vrijednost
funkcije u ishodistu. Pokazat ¢e se kasnije da takvo pridruzenje ne mo-
Zemo izvesti s obi¢nim funkcijama.

! Laurent Schwartz (1915-2002), istaknuti francuski matematiCar zidovskog porijekla,
dobitnik Fildsove medalje. Prva publikacija u kojoj je predstavio svoje ideje pojavila
se 1948. god. pod naslovom Généralisation de la notion de function, de dérivation, de
transformation de Fourier et applications mathématiques et physiques. 1zazov mu je
bio Diracov formalni racun s delta-funkcijama.

2 Paul Dirac (1902-1984), britanski fizi¢ar, jedan od osnivaga kvantne mehanike. SluZio se
svojim formalnim ratunom, tzv. delta-funkcijom. Za njih je znao da nemaju smisla u tada
postojeéim matematickim pojmovima, ali je formalini ra¢un davao ispravne rezultate.
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U tom je smislu Schwartz definirao funkcional kao pridruZenje kojim
funkciji ¢ (x) pridruzujemo broj ili, simbolicki

p(x)=(f.9)
gdje je = oznaka za pridruZenje, a f oznaka za funkcional, dok je (f,¢)
pridruzeni broj.
Na funkcije ¢(x) postavljaju se ovi uvjeti:
1. da su svugdje beskona¢no derivabilne ili kraée, klase C”;

2. funkcije ¢(x) i8¢ezavaju na rubovima i izvan konacnih intervala
[a,b), p(x)=02za x & (a,b).

Funkcije @ (x) nisu analiti¢ke (tj. ne daju se u svakoj tocki razviti Taylo-
rovim razvojem u red potencija). Primjer je neanaliticke funkcije

1

e xz0
0 x=0,

y:

koja je neprekinuta, beskonaéno derivabilna (tj. klase C*), &ije sve

derivacije u ishodistu i§¢ezavaju, (Vi) ( 37(0) =O) , pa Maclaurinova for-

mula daje 0 umjesto e .

Funkcije koje zadovoljavaju Schwartzove uvjete ¢ine skup K (ili prostor
K) pa za funkcije koje zadovoljavaju te uvjete uobicajeno pisemo ¢ € K
(piz K).

Definicija pridruZenja ¢(x)=(f,p) vrlo je Siroka pa na funkcional f
postavijamo jo$ neke zahtjeve:

1. linearnost funkcionala: (f,ae, + Bp,) = a(f,p) + B(1.¢,);

2. neprekinutost funkcionala; ako postoji zajednic¢ki interval izvan kojega
su funkcije ¢, = 0, pa ako ¢, teZi jednoliko k nuli unutar tog intervala,
onda (f, @) teZi takoder k nuli, tj.

p—>0 = (f,¢) — 0.
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Pod jednolikom se konvergencijom podrazumijeva

(\7’8 >0) (Elno)(‘v’x € [a,b]) (n >n, =

9, (X)|<¢),

za razliku od obi¢ne konvergencije

(Ve>0)(Vxe[a,b])(3n,)(n>n, =

0, (0)|<¢).
Takav se funkcional, prema Schwartzu, naziva distribucijom. Za distri-
bucije vrijedi

= ¢ = (o) > (9.
Dokaz se osnivana 1.12.: ¢— ¢ > 0 = (f,¢,— ¢) = 0 posljedica je
neprekinutosti funkcionala i dalje, zbog linearosti je (.0~ ) = (£,0) —
- (f,p), dakle

p-9—=>0= (fo)- (Lo >0,
Sto je ekvivalentno tvrdnji.

Sada ¢emo promatrati jedno konkretno pridruzenje zadano analitickim
izrazom. Neka je ¢ € K, a za fpretpostavimo da je lokalno integrabilna

b
funkcija (znadi da egzistira ﬂ f (x)|dx za V[a,b] , tj. apsolutno je
integrabilna u svim kona¢nim intervalima). To je slab zahtjev jer ' (x) ne

treba biti ni svugdje neprekidna ni derivabilna, pa smo sigurni da je to
Siroka klasa funkcija. Definiramo:

o) = (f,0)= [ F(X)p(x)dx.
To je integralna transformacija gdje originalu ¢ kao sliku pridruZzujemo

broj (f,¢). Kako je ¢ € K, to je ¢= 0 izvan konaénih intervala pa integral
sigurno konvergira. Tako definiran funkcional zadovoljava:

1. linearnost:

(/.00 + Be,) = [ flag + Bo,]dr=alf.0)+ B(f.0,);
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2. taj je funkcional neprekinut (dokaz u L. Schwartz, Théorie des
Distributions, I, II, Herman et Cie, Paris, 1957).

Ako sad uzmemo kao specijalni slucaj da funkciji ¢(x) € K na gore
definiran na¢in pridruzimo vrijednost u ishodistu ¢(0)

0= (5,0)= p(0)

pokazat ¢e se da se taj funkcional ne moZe dovesti u vezu s lokalno
integrabilnom funkcijom. Dokaz je indirektan i zasnovan na specijalnom
slu€aju funkcije ¢ € K. Ako je

a

¢(x9 a) = e_ 02-X2 b

tada mora vrijediti [S,¢ (x,a)] =@ (0,a)=e¢' zalx|<a i ¢(x,a)=02za
x| > a. No, da je (J,¢) predocivo pomoéu lokalno integrabilne funkcije f/
(x), bilo bi

a

[otx, a)f(x)dxl = [lf@e “de<e™ [|f(x)]dx,

—-a

(5.0(x.0))| =

pa ako pustimo « teziti k nuli, dobijemo lim]5 ,(p(x,a)| =0 (jer se inter-
a—>0
val integracije suZava), a to je u suprotnosti sa (5,¢ (x,a)) = e'.

Pokazali smo da se §-funkcional ne moze dovesti u vezu s lokalno inte-
grabilnom funkcijom. Zato konstruiramo distribucije koje su matematicki
opravdane. Sada oznaka x uz funkcional, tj. oznaka f (x) vie ne pred-
stavlja vrijednost funkcije u tocki x. Veé smo rekli da funkcionali dolaze
kao faktori u podintegralnim izrazima pa shodno tome f (x — /) ozna¢ava
funkcional pomaknut udesno u odnosu prema prvotnome. Kako ée se
vidjeti, time ce biti definiran novi funkcional. Operacije obavljene nad
funkcionalom mogu se nadomjestiti operacijama nad funkcijom, tj.
operacija nad prvotnim funkcionalom daje funkcional koji pridruzuje
funkciji @ (x) jedan broj koji bi po prvotnom funkcionalu bio pridruZzen
funkciji dobivenoj iz ¢ (x) primjenom neke odgovarajuée operacije. Tu
¢emo ¢injenicu ilustrirati primjerom. Ako je funkcional predo¢en pomoéu
lokalno integrabilne funkcije f (x), onda pomakom te funkcije udesno
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dobijemo novi funkcional f(x — 4)

(f(x=hnp)= [ fx-mex)dx,

pa supstitucijom x — A~ = £, dx=d¢& imamo

[f(© o0& +mde=(f.0&+h),

Udesno pomaknuti funkcional pridruzuje, dakle, funkciji ¢ (x) ono §to
bi prvotni funkcional pridruzio ulijevo pomaknutoj funkciji ¢ (x). Taj
rezultat pro§irujemo na sve distribucije, dakle i na one koje nisu predo&ive
pomocu lokalno integrabilnih funkcija. Za d-funkciju to u novoj simbolici
izgleda ovako: (8 (x — h),@) = (J,9 (x + h)) = ¢ (h), vrlo je jednostavan
konstantni funkcional f= c:

(f,(p):jcqodx =c(L,p).

15



Zbrajanje distribucija

Ako je (f,(p) = Ifqodx 1 (g,(p) = Ig(pd}c, onda se zbrajanje distri-

bucija definira da bude u dobroj analogiji s obi¢nim funkcijama:
(f+2.0)= [(f+&)odx =(f.0)+(g.9)

Nul funkcional. Uvodimo ga analogno kao nul funkciju. Za obicne je
funkcije

(£.0)= [f(D)p(x)dx=0

u intervalu (x,- & x,+ &) jedino ako je /= 0, dok je ¢ (x) # 0 unutar
(x,— & x,t &)

Definiramo da je funkcional f jednak nuli u okolini tocke x ako je
(@) = 0 za sve funkcije ¢, koje su nula izvan te okoline. Ako je f =0u
nekoj okolini svake tocke otvorenog intervala, onda kazemo da je fnula
u tom intervalu.

Jednakost funkcionala. Ako je f— g nula u nekom intervalu onda kaze-
mo da je f=g utom intervalu.

Regularnost. Funkcional f je regularan u nekom intervalu, ako je u
njemu jednak funkcionalu koji odgovara obi¢noj funkciji.

Grani¢ni prijelaz definira se ovako:

f,i= e o)(f.0)=(1.0)}.

Suma reda funkcionala definira se kao limes parcijalnih suma.
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Funkcional kao limes obi¢nih funkcija. Prikazat ¢emo J-funkciju kao
limes derivacija priblizno jedini¢nih funkcija F,. Konstruirajmo regularni
funkcional

(Fl.o)= [F(x)p(x)dx
koji éemo procijeniti. O¢ito je:

?Fg’commdxﬁ(F;,q))s ijgq)mdx
i zbog O].Fg'dx=1 je

q)min < (F;:,> (0) < q’max M
Stezanjem intervala (-¢,£) na nulu priblizuju se ¢ . 1 ¢ vrijednosti
funkcije u nuli ¢ (0), pa je ling(Fg’,(p) =@(0);, F.—>9.
£

Treba napomenuti da se limes-procesom funkcija funkcional moze dobiti
na vise nadina.
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Operacije nad funkcionalima

Opcenito smo o tome govorili pri pomaku funkcionala.

Mnozenje funkcionala funkcijom. Ako iz prvotnog funkcionala koji
je predocen kao integral pomocu lokalno integrabilne funkcije konstru-
iramo novi, mnoZimo ga obiénom funkcijom w(x) klase C”

(wr.0)= [y -fodc=[fyvod=(fyo)

Time smo funkciji ¢ pridruzili ono §to bi prvotni funkcional pridruZio
funkciji ¥ ¢. To proSirujemo na sve distribucije. Pretpostavka da je v
klase C” bila je potrebna da bi i ¢ opet bila iz prostora K.

Derivacija funkcionala. Zadatak se svodi na nalaZenje odgovarajuce
operacije nad funkcijom ¢ (x), kao $to je ve¢ prije naglaSeno. Na raspo-
laganju su dva puta.

a) Preko analiti¢ke definicije funkcionala ako je f obi¢na funkcija f{x):

(9= | F@e@d=[fxe@] . - [ f()p (x)dx =
=(f,-9").

Izraz u uglatoj zagradi i§¢ezava jer je ¢ € K, tj. ¢ = 0 izvan kona¢nog
intervala.

b) Koristeci se svojstvima funkcionala (linearnost i neprekinutost) te
definicije derivacije limes-procesom. Oznaka f(x + Ax) oznaka je za
pomaknuti funkcional.

18



Sx+A) - f(x)
Ax

(/') = lim( p(x)) =

= gg})((f(x + a0, 2, - (f(x),%x))j

- i (/. 20 - (f()“"("))

= lim (/ (), 25 Ag —90)y

=(f(x),—9'(x))=(f.~9").

Dosli smo do istog rezultata na dva razli¢ita nacina, ali je nacin b) opce-
nitiji i u duhu teorije distribucije. Derivirani prvotni funkcional pridruzuje
funkciji @ ono $to prvotni pridruZuje derivaciji funkcije —¢. Derivacija
(wf) prethodno konstruiranoga funkcionala y / jednaka je

(W1 .0)=(w.).-¢")=(f.,-v¢’)
i pridruzuje funkciji @ ono $to f pridruZuje funkciji—y ¢".

Ovdje se moZemo pitati postoji li neki funkcional koji daje isti u¢inak na
pkao (yf)"

Formalnom primjenom pravila za derivaciju produkata nasluéujemo
(wf) =wf'+ w'f.To treba dokazati:

(wfY.o)=(w/.—9)=(f—we)=
=(f.-wo)y+yp)=
=(f-we))+(f.y'p)=
=S +w'f.9)=
=W/ +v'/).9)
Usporedba s po¢etkom daje (yf)' = w'f + wf". Opcenito, u tom smislu

treba gledati na jednakost medu funkcionalima. Lijeva i desna strana
daju iste rezultate ako se uzmu kao faktori u podintegralnim izrazima.
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Ako je pak y'(x,)<0 = w(a)>w(b) pau integralu mijenjamo

granice
y(a)
_ dr F
[ P (v )50 — S = - L)
v v(v'()  ¥(x)
te, jer je ¥'(X,) <0, dobivamo F_,(xi
lV’ (xo)|

Sad mozemo skinuti ograni¢enje na predznak od ¥/(x,) pa smo opcenito
dobili

y _ F(x)
Jﬂﬂﬂﬂ@ﬁanm m{

x, €(a,b)
(%) %0

Ako je F(x) = ¢ (x) € K (tj. ako zadovoljava Schwartzove uvjete), onda
imamo

_ oy p(®)
(S (x)),0(x)) =(5(x~x,), " (x)l)'
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gdje je barem jedna A # 0. Derivirajmo tu jednadzbu n—1 puta, Sto
mozemo zahvaljujuéi pretpostavci, i dobit ¢emo daljnjih #n—1 jednadZbi

AQ[(x) +A4p(x) +-+ A0, (x)=0

A (x) + gy () +o A, 00 (x) = 0.

Taj sustav jednadzbi shvacamo kao sustav od » linearnih jednadzbi s
nepoznanicama A, 4,, ..., 4. Da bi sustav imao netrivijalno rjeSenje (Sto
mora biti ispunjeno jer smo pretpostavili da su funkcije linearno zavisne),
determinanta sustava, koju zovemo determinantom Wronskoga, mora
biti jednaka nuli:

@, (x) p,(x) o p,(x)

p(x)  P(x) - g(x)

W: =O

o (x) P V(x) e gl (x)

Dakle, linearna zavisnost povlaci W = 0, ali obrat ne mora vrijediti, $to
¢emo pokazati na primjeru. Definiramo funkcije:

(o]0 xelLol (¥ xel-10]
w0=12 e 290 xepoq

Deriviramo ih:

2x xe[-1,0]

[0 xe[-10],
vl = 0 xef01]

2 xef01] (p;(x):{
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Imamo dakle

0 x =0 xe[—l,O]
=B @) _]I0 2x
el @) ¥ o
i ’ ‘szemﬂ.
2x

Postavljamo uvjet 4, ¢,(x) + 4,¢,(x) = 0 i pitamo se kada ¢e biti ispunjen.
Imamo

xe[—l,O] Ax=0=14,=0
xe[01] Ax*=0=4=0"

Dakle, funkcije su linearno nezavisne iako je W = 0. To je dakle nuZan,
ali nije dovoljan uvjet za linearnu zavisnost.
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Skracene diferencijalne jednadzbe s
konstantnim koeficijentima

.. . .y _dy . S
Kada deriviramo funkciju y, piSemo » —a, Sto mozemo pisati i kao

, d " . .
=Y Desnu stranu moZemo shvatiti kao formalni produkt dvaju

d d . o .
faktora i y. "Faktor" o Zovemo diferencijalnim operatorom, a nje-

g0ovo formalno mnozenje nekom funkcijom, i to tako da funkcija stoji
zdesna, zovemo djelovanjem na tu funkciju. Diferencijalni operator dje-
luje na funkciju slijeva. Operator deriviranja je linearan, §to znadi:

d d d
a(yl +),) =5 +ayz

LN |
. Y dxy.

Operator se ponasa kao obi¢an broj pri zakonu distribucije. Pri drugom
deriviranju piSemo
. dZy d2
ST EYE —)y
dx®  dx

2

Time imamo diferencijalni operator drugog reda Frs koji mozemo

. L. d . .
shvatiti kao formalno mnoZenje operatora o samim sobom, tj.

d2

FRER ( ) Opéenito, primijeniti diferencijalni operator n-tog

. e d
reda na neku funkciju znaéi primijeniti #» puta operator o
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G-z =0.
Dobili smo skracenu linearnu diferencijalnu jednadzbu prvog reda Cije
je rjesenje

z=Ce"v.
Dalje je

d -
(a;—rz)yzce" :

Sada smo dobili takoder linearnu diferencijalnu jednadzbu prvog reda,
ali neskracenu. Kao konaéno rjesenje po y dobivamo

— Hnx X
y=ce” +c,e",

gdje su ¢, i ¢, proizvoljne konstante. Promotrimo sada linearnu
diferencijalnu jednadzbu n-tog reda, i to skrac¢enu

Y +a, y" ra, Y 4t ay” vay +a,y =0,
¢ija je karakteristi¢na jednadzba

" ta,_ " +etar+a,=0,
ili
(F—I’l)ul (r_rz)ﬂz _____ (r_rk)ﬂk =0,

gdje je u, broj visekratnosti korijena r, itd. Lijevu stranu nase diferenci-
jalne jednadzbe moZemo predstaviti kao djelovanje operatora

ds, d,.- d
H=(——I) +an_1(——) "+oota—+aq,
na funkciju y.

Diferencijalnu jednadzbu pi§emo kratko, Hy = 0. Operator H mozemo
napisati i u obliku

d d d
H= (a‘ﬁ)”‘ (a—rz)”z """ (a—rk)”ka

27



gdje medu pojedinim faktorima vrijedi komutativnost jersur,, i =1, ...,
k konstante. Uzmimo najprije da je k=1.

Tada imamo diferencijalnu jednadzbu
d
(=) »=0.

Ta jednadzba ima partikulamo rjeSenje y, = €™ . Opée rjesenje postavit
¢emo u obliku

y=u(x)e™.

Buduéi da suy i e funkcije od x, to i njihov kvocijent mora takoder
biti funkcija od x. Taj smo kvocijent nazvali u(x). Slijedi da se opée

rjeSenje sigurno moze napisati u obliku #(x)e™". Uvrstavamo to u zadanu

d
diferencijalnu jednadZzbu, djelujuéi postupno operatorom ol jedan

po jedan put:

o)) =)= =

i X X "nx
=u'e” +rue"” —rue' =
7 X

=ue

Kad bismo djelovali dalje istim operatorom g — 1 puta, ponovilo bi se
isto, pa imamo

(% —R )" (uer‘x) =u"le <o,

Kako 'e erlx uvi'ek OZitiVI]O, imamo
J
u(.”l) =0

>

iz ¢ega integriranjem slijedi:
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u(x)=P, (x)=by+bx+--+b, x"”
Yo=PF, (x) e,
Pretpostavimo za neki k opée rjeSenje u obliku
Yo=P, (x)e" +P, ()™ +--+ B, (x)e™.

Pokazali smo da vrijedi za k= 1, pa ako iz pretpostavke da vrijedi za &

dokazemo da vrijedi i za k£ + 1, dokazali smo to opéenito.

Za k + 1 diferencijalna jednadzba glasi

d d d d
() (g -n) ()" (o na)™ ¥ =0

d
Uvodimo supstituciju z = (— - Vm)m *¥. Jednadzbu (k + 1)-og reda
dx

sveli smo na jednadzbu k-tog reda po z, &ije opée rjeSenje po pretpostavei
za k faktora glasi
zy=F, (x) e + P, (x)e™ +---+ P, (x)e™".

Prema provedenoj supstituciji imamo

d rx raXx rex
(Gna) =B ()" + B, (0™ +-+ P, (x)e"".

a1 X

Op¢e rjesenje te jednadZbe moZemo opet postaviti u obliku y =ue
UvrStavanje daje

d & .
(G =iy (we ) =ueeor = 3 B, ()€™,
i=1

Ten1X

pa dijeljenjem sa e**'* dobivamo

u(#m)(x) - Pﬂl_l(x)e(rl—nm)x +P#2_l(x)e(rz-n+1)x +“'+P#k_](x)e(rk_rk”)x.
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Funkciju # dobivamo obi¢nim integriranjem 4, puta. Razmotrimo prije
svega opcenito jedno takvo integriranje. Uzastopnom parcijalnom integ-
racijom dobivamo

an (e dr= l~e”‘1°,,<x) -+ [E@erdn=
P, (x)e" —— P (x)e”+—JP (x)e"dx=:--=
=—}1;Pn(x)e”‘ L pwe s L Py +-
) L pord (pyem 4 -1y - - IRf"’(x)e"‘dxz
P (x)e” —— P(x)e”‘+ D) L po@ye +c=

= Q,,(x)e” +C.

Jo§ jednim integriranjem dobivamo:
HPn(x)e”‘(dx)z =R (x)e" +Cx+C,

a integriranjem m puta:
fo [R)e (@) = 0,(x)e™ + R, ().
Integriramo li g, puta gornji izraz za u' ’”‘)(x), dobivamo u(x):

(=) (n="4p)x
u(x)=Q, ()10, (x)e? TR 4+

(F —H1)X
+Q/—‘k‘“1 (r)e™ "+ Q#k+1‘1 (x)-
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Konaéno, mnoZenjem sa e*** dobivamo y

Y@ =0, (0 +0, (e .40, ()e*T +

+ Qﬂk+1‘1 ) et

Dobili smo isti oblik rjesenja i za k£ + 1, ¢éime smo potpunom indukcijom
dokazali da je to oblik rje$enja zadane diferencijalne jednadzbe.

Opce rjesenje je linearna kombinacija linearno nezavisnih partikularnih
rjedenja. Cinjenicu da su ta partikularna rjeSenja nezavisna treba dokazati.
Potrazimo najvecu zajedni¢ku mjeru dvaju cijelih brojeva a i b. U tu
svrhu dijelimo vecega od njih, recimo a, manjim b, pri ¢emu dobivamo
ostatak r,. Ako je taj ostatak nula, tada je ve¢ b traZena zajednicka mjera,
a ako nije, tada je zajednicka mjera on sam, ako je sadrzan u b cijeli broj
puta. Ako nije ni to ispunjeno, dijelimo b sa 7, i ¢itav proces nastavljamo
do nekog ostatka r, koji je zajednicka mjera. Imamo postupno:

a=bq, +r, rn<b
b=rq,+r, B <Ah
rn—4 :rn«S qn—2 +rn—2

rn—3 = rn—-2 qn—] + rn—l
rn—2 = rn—l qn + rn

rn—l =7‘n qn+1 +O'

Ostatak 7, najveca je zajednitka mjera brojeva a i b, $to pisemo:
r.=(alb).

Iz pretposljednje jednadzbe vidimo da je r, linearna kombinacija od
a1 7,07, J€ hpeama'kombma.c.lja.od TR ORI hpear.r}a
kombinacija od r, , i r,_,, iz Cega slijedi da je », linearna kombinacija

odr ,ir, ,.
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Daljim razmatranjima zaklju¢ujemo da je », linearna kombinacija od a
i b. Dakle

r.=pa+qb.

Ako su a i b relativno prosti brojevi, tada se mogu na¢i p i ¢ da bude
pa+gb=1.

Citavo to razmatranje vrijedi i za polinome, pa ako su dva polinoma P
i P_relativno prosta, mogu se na¢i dva polinoma P i P_da bude:

PP +P P =1
p m g - n

Tu ¢emo &injenicu upotrijebiti u nasem dokazu. Buduéi da dokazujemo da
je dobiveno rjesenje diferencijalne jednadzbe linearna kombinacija linearno
nezavisnih partikularnih rjeSenja, moramo dokazati da je ¢injenica

_ nx nx _
y—PM_le +---+P#k_1e =0

ispunjena onda i samo onda ako su svi koeficijenti jednaki nuli. Pretpo-
stavimo da je ta ¢injenica ispunjena i djetujmo na lijevu stranu identiteta
operatorom

d d d
H, =(a—rz)”2 '(a;—”s)”3 ""(a‘x“—rk)#"-

Dobivamo H,y = 0. S druge je strane H,y =H1(Pﬂl_1erlx), jer se

djelovanjem operatora /| na y ponistavaju svi ¢lanovi osim ovoga. Taj
d
¢lan ponistava (a —17)" 1. vrijedi
d n rx
(5 -7)" (B, e™)=0.

rx

d
Dakle, vrijedi H, (PM_l e ") =0.Operatori H, i (a - rl)#' relativno su
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d
prosti polinomi u ol moraju postojati polinomi Mi N u e da

bude ispunjeno

d nx rx nx
M(a—r,)“‘ (P, i€ ' )+NH,\(P, e ! )=1-Pﬂl_1e =
Oba izraza na lijevoj strani jednaka su nuli, pa je i

P, " =0,

M-l

iz Sega dijeljenjem sa € slijedi
P, =0.

e

Analognim razmatranjem dobili bismo isto i za ostale koeficijente, ¢ime
je tvrdnja dokazana.
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Teorem egzistencije rjeSenja diferencijalne
jednadzbe y = f(x,y,y’,. : .,y(n—l))

Teorem egzistencije lakse je formulirati za sustav diferencijalnih jed-
nadzbi oblika

EIACSNINERS

ESACSISRENS

y,,, =f,,(x,y1,y2,"-,yn)

nego za zadanu diferencijalnu jednadZbu n-tog reda, pa ¢emo zato zadanu
diferencijalnu jednadzbu transformirati na takav sustav i onda formulirati
teorem egzistencije. Formulirajmo najprije teorem egzistencije za sustav, i
to radi jednostavnosti za slu¢aj n = 2, uz zamjenu y, =y, y, = z. Sustav glasi

y, :f] (x,y,z)
z'=f, (x,y,z).

Pretpostavimo da su funkcije £, i £, u zatvorenom podrudju (x, y, z)-prostora
neprekinute i ogradene i da vrijedi Lipschitzov uvjet koji glasi: Postoje
brojevi M 1 N takvi da za dovoljno male % 1 k vrijedi:

Sy +ho) - fEp)| o

h .
i=12.
|f;(xay7z+klz_.fi(x:ysz)| <N

Uz te pretpostavke teorem egzistencije glasi: Kroz tocku (x,, y,, z,) prolazi
Jjedno i samo jedno rjesenje (ukoliko se tocka nalazi unutar podrudja za
koje vrijedi pretpostavka)

y=yx), z=z(x),
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uz pocetne uvjete

Yo =Wx), 2, = 2(x)).

Za diferencijalnu jedadZbu n-tog reda to izgleda sasvim analogno. NaSu
diferencijalnu jednadzbu

y(n) :f(x:y’yla“"y("_l))

supstitucijom y, =y, y,,, =y ®, svodimo na gomji sustav specijalnoga
oblika

Y=Y,
J’; =V
y; =V
Vo =Vn

y:z =f(x9ylay2""syn)‘

Uz pretpostavku da za funkciju f vrijede navedene pretpostavke, posebno
Lipschitzov uvjet (3to je za funkcije y, trivijalno), lako je formulirati
teorem egzistencije.

Linearna skracena diferencijalna jednadzba n-toga reda kojoj su koefi-
cijenti funkcije glasi:
L) =y" + £, "0+ £y 4t
+ A"+ £ (0)y =0,
gdje je L operator
n-1

e T [ 0.

Spomenuto je da je diferencijalni operator linearan. To znadi:

Ly, +y)=Ly + Ly,
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Verificirajmo tu ¢injenicu. Poznato nam je da vrijedi

f(x) (ay1+,b’y2) af(x) yl+ﬂf (x)
=ﬁ(x)[ayl“(x)wy;)(x)].

To vrijedi za sve sumande operatora L pa vrijedi i za L.

Opcenito o linearnosti

Funkcije oblika y = ax,
y=ax+by,
y=ax+ by + cz,

linearne su. Lako je pokazati da funkcija f (x,y,z2) = ax + by + ¢z ima
sVOjstvo

f(a'xl +Bx,,ay, + By,,az, +ﬁ22):af(xlﬁyl’zl)+ﬂf(x2’y2’22)‘
To moZemo krace pisati
flar+BR)=af(7)+BS (%)

Vrijedi i obrnuto. Ako funkcija zadovoljava taj zahtjev, tada je oblika
ax + by + ¢z . Pretpostavimo da zadovoljava i promatrajmo

f(on’1 + fF +7R) = f(a?l +7) (slijedi prema
pretpostavci)
=af(R)+ /(%)
=af(R)+ f(B7+77) (prema
=06f(171)+/3f(?2)+7/f(73) pretpostavci)

Izveli smo zakljucak da je svojstvo ispunjeno i s tri vektora ako je ispu-
njeno s dva. Opéirnije pisano

f(axl + Bx, +yx;,ay, + By, +yyy,az + fz, +7’Z3):
=af(xl,yl,zl)+,6’f(x2,y2,22)+yf(x3,y3,z3).
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Stavljamo:
a...... X x =1l x,=0, x,=0

B...... y »=0, y,=1 y,=0
Voeernn z z,=0, z,=0, z =1

Slijedi
f(x,y,2)=xf(1,0,0)+yf(0,1,0)+zf(0,0,1)=ax+by+cz
i tvrdnja je dokazana.

Linearnost operatora L opisana je uvjetom
L Lay,+ fy) = al(y) + BLG,).
Pokazat éemo da je taj uvjet ekvivalentan sljede¢im dvama uvjetima:

La)y Ly, +y,)=Ly)+L(©,);
ILb)y Liay)=al@y).

Uvijet ILa) slijedi iz I. u specijalnom slu¢aju kad je = =1, all.b) za
a=a, f=0. Obrnuto, iz donjih uvjeta slijedi gornji

li.a)

1Lb)
L(ayl +ﬂy2) = L(ayl)"'L(ﬂyz) = aL(y1)+ﬂL(y2)'

To vrijedi i za proizvoljno mnogo ¢lanova

L(Zn:a,yiJ=iaiL(y,~)~

Pretpostavimo da imamo » funkcija y,, y,, ..., ¥, koje zadovoljavaju
zadanu diferencijalnu jednadZbu. Zbog toga vrijedi

Ly +tay,+t. .tay)=aLy)+taLy)+..+aly)=0,

jer su prema pretpostavci svi pojedini sumandi jednaki 0. Dakle, svaka
je funkcija oblika

ay tay t.+tay,

1
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rjesenje diferencijalne jednadzbe. Po teoremu egzistencije uz sve odgo-
varajuce pretpostavke za neki interval [a,b], postoji jedno i samo jedno
rjeSenje nase diferencijalne jednadZbe koje zadovoljava pocetne uvjete.

n
Nase rjesenje Z(Zi Y; jest n-parametarska porodica krivulja. Iz te po-
i=1
rodice izabiremo krivulju sa specijalnim po&etnim uvjetima, tj. odabiremo
neka specijalna rjeSenja y, (x), ,(x), ..., ¥ (x) s podetnim uvjetima:

nx)=1, y;(x0)=y1"(xo)="'=y1(n_1)(x0)=0

y;(x0)=1, yz(xo):y;'(xo):-‘-=y§""”(x0)=0
y3(x%) =1, y3(x0)=y;(x0)=~~-=y§"'l)(x0):0
yr(,n_l)(xo)zl, yn(xo)zy;(xo) = =y§,n_2)(xo) =0.

Tvrdimo da je tih » rjesenja linearno nezavisno i dokazujemo to. Pretpo-
stavimo da su funkcije linearno zavisne. Mora biti:

Cn+Cy,+-+Cy,=0

gdje C, nisu sve 0, a takoder i:

Cy+Cy+ oo +C,y,=0

(n-1) (n-1) (n-1y _
CHn"7+Cy, " +-+Cy) =0.

Uvrstavanjem pocetnih uvjeta, tj. x = x, dobivamo:

C1+C,- 0+ +C,-0=0
C].O+C2.1+ ...... +Cn.0:0

C,-0+C,0+-+C,-1=0
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iz egaslijedi C,=0,C,=0,..,C =0.

Pretpostavka nas je dovela u kontradikciju iz ¢ega zakljuCujemo da su
funkcije linearno nezavisne (zahtjev i§¢ezavanja linearne kombinacije
ispunjen je onda i samo onda ako su sve konstante jednake 0).

Pokazali smo prije da je linearna kombinacija rjesenja takoder rjeSenje
(izraz L(ay, + @y, + ... Tay)) i8Cezavao je zbog linearnosti), a sada
smo izgradili sustav od » linearno nezavisnih funkcija, koje su rjeSenja.
Njihova linearna kombinacija takoder je rjeSenje, a sada tvrdimo: svako
Je rjeSenje linearna kombinacija tih rjeSenja. Odaberimo jedno rjeSenje
¥(x) koje u tocki x, zadovoljava

=) _ o

y(x) =, y'(%) = @55 3,
Konstruirajmo sada rjeSenje:

Y=oy topy, teta,y,,
gdje je y,,¥,,--+,¥, prije izgradeni sustav rjeSenja. To se rjeSenje u

tocki x, slaze s odabranim rjeSenjem y(x) jer je

V(x)=a, ¥ (x)) = a,, "’,y(n_l)(xo) =a,.

Po teoremu egzistencije rjeSenje s pofetnim uvjetima jednoznacno je
odredeno pa se dva rjesenja ,,poklapaju” u svim to¢kama ako se ,,pokla-

paju” u po&etnoj. Slijedi da je ¥(x)= y(x), ¢ime je tvrdnja dokazana.

Promatrajmo opcenito » rjeSenja Y,(x), Y,(x), ..., ¥ (x). Kao Sto smo
dokazali, ona se mogu prikazati kao linearne kombinacije gornjih
specijalnih rjeSenja y , y,, ..., ¥,

Yi(x)= a, y,(x) +a12y2(x)+”'+alnyn(x)
Y,(x) = ayy,(x) +any,(x)+--+a,,y,(x)

I/n(x) = anlyl(x)+an2y2(x)+.“+annyn(x)‘
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Zanima nas linearna nezavisnost funkcija Y,. Pretpostavimo da su linearno
zavisne. Tada je ispunjeno

GY +CGY +--CY, =(a11C| +a,C, +"‘+an1Cn)J’1(x)+
+(a12C1 +a, G+ +an2Cn)y2(x) +
+--+(a,C +a,C, ++a,C,)y,(x)=0

tako da ne budu svi C,= 0. Budu¢i da su y, linearno nezavisne, moraju
svi koeficijenti uz njih i§¢ezavati. Dobivamo sustav linearnih jednadzbi
po C,, i to homogen

a,C +a,C,+-+a,C, =0
a,C +a,C, +---+a,C, =0

a,C +a,C,+---+a,C, =0.

Taj sustav prema pretpostavci mora imati netrivijalno rjeSenje (pretpo-
stavili smo da su Y, linearno zavisne, tj. da svi C-ovi ne i$Cezavaju) pa
determinanta sustava mora biti jednaka 0, | a, | = 0*. To je dakle nuzan
uvjet za postojanje brojeva C,, C,, ..., C, od kojih nisu svi 0. Da bi sustav
rjeSenja Y, ¥, .., Y bio linearno nezavisan, ta determinanta mora biti
razliita od 0. Taj se sustav zove, uz pretpostavku da je linearno nezavi-
san, glavnim sustavom.

Dakle sustav Y, Y, .., Y glavni je sustav onda i samo onda ako je
| a, | # 0. Tada moZemo naSa specijalna rjeSenja y,, y,, ..., , izraziti kao
linearnu kombinaciju rjeSenja Y, iz glavnog sustava. Linearna kombina-
cija rjeSenja iz glavnog sustava sigurno je rjeSenje diferencijalne jednadz-
be, a s druge strane svako se rjeSenje moZe izraziti kao linearna kombi-
nacija rjeSenja iz glavnog sustava, jer se mozZe izraziti kao linearna kom-
binacija specijalnih rjeSenja y,, y,, ..., ¥, (§to smo dokazali), a ta se pak
specijalna rjeSenja daju prikazati kao linearne kombinacije rjesenja iz
glavnog sustava. Iz ovog razmatranja slijedi da je linearna kombinacija
rjeSenja iz glavnog sustava opce rjeSenje zadane diferencijalne jednadzbe.

* |a,| ozna¢ava determinantu promatranog sustava jednadzbi &iji su &lanovi koeficijenti a,
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Sustav y,, y,, ..., v rjeSenja diferencijalne jednadZbe n-toga reda koja su
linearno nezavisna zove se glavni sustav rjeSenja.

Za glavni sustav rjeSenja determinanta Wronskog razlidita je od nule,
W # 0. Dokazat ¢emo tvrdnju za jednu toCku x, iz intervala u kojemu je
zadovoljen teorem egzistencije. Promatramo sustav jednadzbi

> CY¥(x)=0, k=0,1,n-1
i=]

Pretpostavimo da je determinanta sustava ¥ = 0. Tada egzistira slog C,,
C,, ..., C ukojemu svi C, nisu 0. Sad konstruiramo funkciju

Y(x)= Y Y.

Ta funkcija:

1. rjesenje je dane diferencijalne jednadzbe,
2. u to¢ki x, zadovoljava uvjete Y¥(x)) =0, k=0,..,n—1,

no to su pocetni uvjeti za funkciju Y(x) = 0, pa zbog jednoznaénosti

rjeenja u cijelom intervalu slijedi »_C,Y; =0, gdje C nisusvi0,a Y, su
i=1

linearno nezavisne funkcije.

Dakle, polazeci od pretpostavke da je determinanta #(x,) = 0, dosli smo
u kontradikciju, Sto znati da je determinanta #(x)) # 0. To moZemo
pokazati za bilo koji x, iz danoga intervala. Obratno, ako imamo » funkcija
klase C" koje u [a,b] imaju determinantu /¥ = 0, onda one &ine glavni
sustav rjeSenja diferencijalnih jednadZbi n-toga reda.

Glavnim sustavom rjeSenja diferencijalna je jednadzba jedno-
znacno odredena.
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Neka je dan glavni sustav rjeSenja (GSR) y,,y,, ..., y,. Pretpostavimo da
postoje dvije diferencijalne jednadzbe s ovim GSR

L(»N=y"+ f(x)y?=0

i=n~

0 —_— .
Ly =y"+ 3 fix)y” =0.
i=n-1
Akosu f i :_l razli¢ite barem u jednoj tocki, jer su neprekinute, one
su razli€ite i u jednom intervalu, pa je u njemu jednadzba

0

S (0~ T)y =0

i=n-1

diferencijalna jednadzba (n —1)-reda, koja ne moZe imati » linearno
nezavisnih rjeSenja. Dosli smo, dakle, u kontradikciju. Analogno vrijedi
1 za ostale odgovarajuce funkcije f,.

Neka je y,, y,, ..., ¥, glavni sustav rjeSenja.

Diferencijalna jednadzba cija su fo rjeSenja glasi

DTS © T Y
I
S 2SS RTINS MO U

To je diferencijalna jednadzba jer razvoj determinante po (n+ 1)-om
stupcu daje

DDTYOW, =0, gdieje W, =0, M)
i=0

§to jest diferencijalna jednadzba n-toga reda. UvrStenjem redom svake
funkcije iz GSR u determinantu dobiju se dva jednaka stupca, dakle to
je diferencijalna jednadzba koja ima zadani GSR.
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Dijelimo li diferencijalnu jednadzbu (1) sa W # 0, izlazi

n-1 ) ) W
Y+ 3Dy =0,
Py v,

n

odakle je

— W, (%)
==

a derivacija determinante ¥ (x) upravo je jednaka ¥ _ (x). Iz toga imamo

W,(x)

Wn(X) == n—l(x)

pa integracijom dobijemo

[fradx=[-mm, ]

odnosno,

- [ Faalorax
W,(x)=W,(x)e ™

Dakle, poznavajucif, (x) moZemo naci determinantu ¥ (x). MnoZenjem
GSR prikladnim konstantama moze se normirati ¥ (x,).
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Neskracena diferencijalna jednadZzba n-tog
reda L(y) = ¢(x)

Neka je Vo Jjedno partikularno rjeSenje (PR) neskracene diferencijalne
jednadzbe (NDJ). Opce rjesenje (OR) NDJ mozZe se, ne smanjivsi
opcenitost, postaviti u obliku zbroja PR NDJ i nepoznate funkcije u(x)

Vou =V, T ulX),

gdie je L(y,,) = p(x).
Dalje, zbog linearnosti operatora L
L(y,)=L(y,, +u)=L(y,)+L(u)=0(x)
slijedi
L)=0
s op¢im rjeSenjem u = y_. Dakle, OR NDJ dano je kao zbroj OR SDJ
(skrac¢ene DJ) i jednog PR NDJ.

Ako imamo OR SDJ, moZemo na¢i OR NDJ metodom varijacije kon-
stanata. Neka je dano OR SDJ

Yor = 2. Cy,(x).
i=1

Kao postavku za OR NDJ uzmemo analogan oblik
Yo = 2 Ci(x)3,(x),
i=l

gdje su sada koeficijenti C, funkcije od x koje treba odrediti. No postavka
je preopcenita jer imamo samo jednu DJ, a » nepoznatih funkcija, dakle
smijemo po volji propisati jo§ » — 1 uvjeta a da se zadrZi opCenitost.
Nadimo prvih n — 1 derivacija

YW =3 CyPx)  k=L..,n-1
i=]

0 =3 (C @Y (@) + )y (),

i=1
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gdje je postupno uvedeno sljedecih # — 1 uvjeta
ZC(x)y(k) k=01,..,n-1

dok ¢e n-ti uviet dati sama DJ. Uvritenjem derivacija u DJ dobijemo
L(y,)= Zc LG +}: Y™ () = p(x).

gdje je L(y) = 0, dakle DJ daje uvjet
>l ()= 0t).

Dobili sn;;) sustav » linearnih jednadzbi za derivacije koeficijenata

Z C/(x)y® =p(x)8, ..

gdje je 5,{’"_1 Kroneckerov simbol,a £k=0,1,..., n— 1. Simbol 61.1_ definiran
je ovako

{0 za i#j
é‘ij = ..
lza i=j.
Determinanta sustava je W # 0, pa Cramerovo pravilo daje rjeSenja
v
=2 o1
w,(x)

gdje je V_dobiveno tako da je u determinanti Wronskoga r-ti stupac
zamijenjen desnom stranom sustava. Integracijom, uzevsi u obzir

']fn—l(x)d-x
W, (x) =W, (x)e " :
dobijemo
jf (x)dx
C.(x)= jV(x)eo dx+D,

W(o)
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IzraCunajmo i ovaj izraz:
—f i n+l - i -t _9_ n _
(e dt) =(e dt)(e de’

— —li ~nt - d_’ —_
=€ dt(e Zanidti)'—

i=1

d n di dn+l
—_ -(n+Dt _ -
=e |:—n a, o + 2 (an(i_,) na, ) & +a, o | 3)

Usporedivanjem odgovarajucih koeficijenata u (2) i (3) dobijemo formulu
rekurzije za koeficijente

4., - —na,
a.,.=a . —na, i=2,3,.,n
n+l n+l =ann’

gdje polazimo od a, = 1, pa rekurzija omogucuje sukcesivno izra¢una-
vanje koeficijenata. Supstitucijom u zadanu DJ (1) eksponencijalna funk-
cija nestaje i dobijemo DJ s konstantnim koeficijentima

( dn dn—l

+b,  ——+-+b)y=0.
" e o)y

No mi ¢emo izravno do¢i do rjeSenja zadane DJ (1), uvrstimo y = X', jer
je postavka za gomju DJ y = ¢”, a znamo €' = x, pa dobivamo uvjet za r

r(r=1)..r-=n)+a _r@-1) .. (r-n+t)+. . +ar+a =0.
Neka je r, s-struki korijen te karakteristicne jednadZbe, tada je i-ti dio
rjesenja

Psi_l(t)er"t = Psi_l(lnx)xr"
pa je rjesenje DJ

k

y(x)= Zk:Ps,._l(lnx)xr", Zsi =n.
i=1

i=1
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Razmotrit ¢emo slucaj kad je funkcija smetnje specijalnog oblika

@(x) = R (x)e™,
za diferencijalne jednadZbe s konstantnim koeficijentima

H(y)=B(x)e”.

Imamo dva sluéaja:
(1) p nije korijen karakteristine jednadzbe

d . . :
Na DJ djelujemo operatorom (a -p)! pa ¢e desna strana DJ i§¢ezavati

d . d . .
(-p)"Hy=(g-p)"' (R e™)=0,
jer je
d

Ex__p)kﬂ (Pk(x)epx)z Pk(k-i-l)(x)epx — O

No dobili smo skrac¢enu DJ (n + &k + 1)-vog reda s konstantnim koeficijen-
tima, ¢ija su rjesenja

Yo =u(x)+Q; (x)e”
gdje je u(x) opce rjeSenje DJ H(y)=0.

No deriviranjem skup rjesenja postaje $iri. UvrStenjem u polaznu DJ
H(u(x) +0,(x) e"") =Hu(x)+ H(Qk (x) e‘”’)
=H(Q,(x)e™)=PR(x)e”.

Dakle, sam Q,(x)e”* mora biti rjeSenje NDJ da bi u (x) + Q,(x)¢”* bilo
rjesenje neskracene DJ.

Dakle, postavka za PR NDJ je

yx)= 0 (x)e.
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(2) p je s-struki korijen karakteristicne jednadZzbe

Operator H je oblika (_dd; - p)’ K , gdje je K operator u ¢ijem se sustavu
vi$e ne pojavljuje p.

d N .
Djelovanjem operatora (a -p)"'na H () = B,(x)e™ desna strana i§-

¢ezava pa izlazi

k+1 d s+k+1
(5= PV HO) = (3- PY K1) =0.

Rjesenje te skracene LDJ (n + k + 1)-vog reda s konstantnim koeficijen-
tima jest

y(x)=u(x) + 0, (x)e”,

gdje je u(x) opce rjesenje DJ K(y) = 0. No moZemo pisati

s-1 k
0 ()= Cx'+x' Y C,. . x' =R _(x)+ xS, (x).
i=0 Jj=0

Ali ta jednadZba ima $iru klasu rjeSenja, pa njezino opce rjeSenje uvrsta-
vamo u polaznu DJ

H(y)=H(u(x)+ R, ,(x)e” +x°S,(x)e” ) =
- H (a0 B H (25, (0)e")
=B (x)e”,
a da bi to bilo rjeSenje NDJ, mora biti
H(szk (x)e"") =P (x)e”
jer je

H(u(x) +R_(x)e” ) =0.
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Fourierovi redovi

O periodi¢nim funkcijama. Funkcija f (x) periodi¢na je s periodom P
ako je za svaki x iz podru¢ja definicije funkcije ispunjeno
fx+P)y=fx), P>0.

Pisana simbolima matematicke logike, definicija izgleda ovako

(3P > 0)(‘v’x)(f(x+P) = f(x)) .
Vidimo, dalje, daje f(x)=f(x—P + P)=f(x—P). Akoi x— P pripada

podrudju definicije, onda moZemo lako pokazati da je:
Sx+nPy=f(x) i flx-nP)=f(x).

Redovno ¢emo kao podruéje definicije uzeti sve realne brojeve. Ako
funkcija ima jedan period, ima ih beskona¢no mnogo. Medu svim perio-
dima moZe egzistirati jedan najmanji. Kazemo da je to primitivni ili
temeljni period. Postavlja se pitanje mora li on postojati. Promatrajuci
neke funkcije u kojih se period ne pojavljuje, dobivamo negativni odgo-
vor. Na primjer, funkcija £ (x) = C ima svaki pozitivni broj za period pa
prema tome nema temeljni period jer ne postoji najmanji pozitivni broj.
Razmatramo Dirichletovu funkciju definiranu:

1 zaracionalan x

f(X)={

0 zairacionalan x

i tvrdimo da je ona periodi¢na sa svakim racionalnim brojem kao
periodom, a svaki iracionalan broj je neperiod. Za neperiod vrijedi

non (Vx)(f(x+p)=f(x)).
Promatramo svaki slucaj zasebno.

1. P je racionalan.

a) x je racionalan, slijedi da je x+ P takoder racionalan

= f(x+P)=f(x)=1 prema definiciji funkcije;
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b) x je iracionalan, slijedi da je x + P takoder iracionalan
=f(x+P)=f(x)=0 prema definiciji funkcije.
2. P je iracionalan.

Dovoljno je na¢i barem jednu vrijednost za x za koju je funkcionalna
jednadZba neispunjena. Uzmimo da je x racionalan. Tada je x + P
iracionalan i imamo

J®=1 f&x+P)=0,

= iracionalni P sigurno je neperiod jer sada moze i ne mora biti ispunjena
funkcionalna jednadzba koja definira periodi¢nost. MozZe biti ispunjena
zato §to za iracionalni x, x + P moZe biti racionalan, ali i iracionalan, pa
se u takvom slu€aju moze dogoditi da funkcionalna jednadzba bude
ispunjena, ali P tada nije period jer nije ispunjen uvjet da to mora biti za
svaki x. Tvrdimo, dalje,

da periodicna funkcija koja nije konstantna i nema temeljnog

perioda mora biti svugdje prekinuta (¥x).

Dokazujemo tu tvrdnju. Prema pretpostavkama, periodi ¢ine skup S od
beskonaéno mnogo elemenata medu kojima nema najmanjega, ali taj je
skup ograden odozdo jer smo period definirali kao pozitivan broj. Medu
donjim ogradama postoji najveca A.

Za donju ogradu 4 skupa S vrijedi opcenito 4 < g, a € S i piSemo
A4 = inf S. U intervalu [4, 4 + £] mora postojati neki period P, naSe
funkcije jer bi inage 4 + ¢ bio donja ograda od S, pa 4 ne bi bio inf S. U
tom istom intervalu mora postojati period P,< P, jer bi u protivnome P,
bio temeljni period. Za period P, - P, takoder vrijedi P, — P,< ¢.

0A-s A P, P, A+¢

Dobivamo period koji je lijevo od 4, tj. od donje ograde skupa kojem
pripada, iz Cega slijedi da A ne moZze biti ve¢i od 0 = inf S=0.
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26

2&

Uocimo sada neke tocke iz podru¢ja definicije naSe funkcije, i to: x,, u
kojoj funkcija poprima vrijednost C,, x,, u kojoj funkcija poprima vri-

1
jednost C, i neku opcenitu tocku x. Odaberimo € < E(C' -C,). Ako je

funkcija neprekinuta u to¢ki x, onda postoji tako mali & > 0 da se funk-
cijske vrijednosti koje odgovaraju to¢kama intervala [x — &, x + §] nalaze
unutar intervala [f (x) — ¢, f (x) + €], tj. razlikuju se od f(x) za manje od
&. Dvije funkcijske vrijednosti koje odgovaraju dvjema tockama iz
intervala [x — &, x + §] razlikuju se stoga za manje od 2¢, tj. za manje od
(C~C).

Odaberimo sada period naSe funkcije za koji je ispunjeno P <o. Nanosi-
mo ga na apscisu pocevsi od tocke x, tako dugo dok ne dodemo u inter-
val [x =6, x +& ]. Odgovarajuca vrijednost funkcije u dobivenoj tocki
mora bit jednaka C|. Na isti nacin zakljuCujemo da se unutar naSega
intervala nalazi barem jedna tocka s ordinatom C,. No buduci da je
C,~- C, > 2¢, zahtjev neprekinutosti nije ispunjen, pa je funkcija preki-
nuta u toc¢ki x, koju smo odabrali opéenito, §to znaci da to vrijedi za sve
tocke iz podrucja definicije.

Pratimo dvije periodi¢ne funkcije, f,(x) s periodom P, i f,(x) s periodom
P, i pitamo se je li funkcija ¢ (x) = f,(x) +f,(x) takoder periodi¢na.
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Tvrdimo da jest ako su P, i P, komenzurabilni, §j. ako je: P, =n P =
= n,P,, gdje su n, i n, relativno prosti brojevi. Broj P, u tom je slucaju
period funkcije @. I zaista je:

p(x+P)=fi(x+PR)+f,(x+R)
=f1(x+n1Pl)+f2(x+n2Pz)
= f,(x)+ £ (x) = o(x).
Ako su P, i P, temeljni periodi funkcija f(x) i f(x), tada P, =[P, P)]

moZe, ali ne mora biti temeljni period funkcije ¢ =f, + £, . Sa [P, P)]
oznacavamo najmanji zajedniCki viSekratnik od P, i P,. Kao temeljni

period funkcije @ moZe se pojaviti %, gdje je ¢ ma koji cijeli broj

relativno prost prema # n, (ili prema oba, §to je ekvivalentno).

Ako egzistira temeljni period, tada su svi periodi
visekratnici temeljnog perioda.

Uzmimo P, za temeljni i P, za neki drugi period i pretpostavimo da P,
nije viSekratnik od P,. Imamo

P =nP;n, P,>n.

Alii 7= P ~n P mora takoder biti period, no kako je manji od temelj-
nog perioda P, pretpostavka nas dovodi u kontradikciju odakle
zakljutujemo da je nafa tvrdnja istinita.

Ako imamo dvije funkcije s inkomenzurabilnim periodima, njihova suma
Je neperiodicna funkcija, ako je barem jedna od njih neprekinuta u nekom
intervalu (koji moze biti bilo kako malen; ona onda sigurno ima temeljni
period), a druga ima temeljni period (a ne mora postojati interval u ko-
jemu je svugdje neprekinuta).

Ako je periodi¢na funkcija derivabilna, imamo f(x) = f'(x + P). Dakle,
i derivacija je periodi¢na funkcija s istim periodom.
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Primitivna funkcija periodicne funkcije ne mora biti periodicna.

F) = [f(dx= [ £ - [ (e

I]f(x)dx =4.

Za x =nP +n, slijedi

nP+n

F(x)=njf(x)dx—]‘f(x)dx+ I f(x)dx=nA—B+,]‘f(x)dx

tako da vrijedi
7
F(x+P)=(n+D)A-B+ [f(x)dx=F(x)+ 4# F(x), n<P.
0
Slijedi da F(x) nije periodi¢na funkcija ako je A4 # 0. Medutim, funkcija

A .
G(x)=F(x) ¥ periodi¢na je jer je:

G(x+P)=F(x+P)—%(x+P)
=F(x)+A—%(x+P)

= F(x) —%x
=G(x).

Uodimo da je G(x) primitivna funkcija periodi¢ne funkcije

0= /().
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Trigonometrijski red

Donoseci neke pretpostavke, prikazujemo neku opéenitiju periodi¢nu
funkciju £ (x) beskona¢nim trigonometrijskim redom kojemu dodajemo
konstantu. Red je oblika

f(x)= +Z(A cOS——— +B s'nzpkxj.

Postoje dokazi da je to moguce uz neke uvjete, no mi tu moguénost
uzimamo kao gotovu ¢injenicu. Potrebno je odrediti konstante A 1B, U
tu svrhu iskoriStavamo svojstvo ortogonalnosti trigonometrijskih funkcija
koje je izrazeno relacijama:

T dmrx | 2msx “ 2mmx 27sx
J in iz sm—P—dx= Jcos P cosde=
_ £5m _13 r=s
2 0 r#s
dx=0

P
T 2arx 2msx
J' cos
a

Vrijede i relacije

a*:f’ cos dx a]f 27z'kx

a

Sljedeca pretpostavka koju uvodimo jest da je na$ beskonaéni red uni-
formno konvergentan, pa se stoga da integrirati ¢lan po ¢lan. Integrirajuéi
na$ red po duzini perioda ¢lan po ¢lan, dobivamo da svi &lanovi i§¢eza-
vaju osim ¢lana dobivenog integracijom konstante, pa imamo

a+P

Jf(x)dx=?P
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odnosno

a+P

:—jfumx

. 2mnx
, 0dnosno sin s
P

« i C o 27nx
Mnozedi redom razvoj slijeva i zdesna sa cos

i u oba slu¢aja integrirajuci po duZini perioda P, nakon pro$irenja i sre-
divanja dobivamo

a+P

=—jﬂ>

27znx

dx,

a+P

=—jfu>n

27nx

dx.

Lako je pokazati da je totka a proizvoljna. Obi¢no se odabire tako da
uoceni interval bude simetri¢an prema ishodistu. Ako je funkcija parna,
vidimo da i8¢ezavaju ¢lanovi B, jer pod integralom imamo neparnu funk-
ciju koju integriramo preko simetri¢nog intervala. Ako je f(x) neparna
funkcija, i8¢ezavaju Clanovi 4,.

Uo¢imo sada neku opéenitu funkeiju £ (x),
F(%) recimo eksponencijalnu, i neki interval
[a,b] na apscisi ¢iju duzinu ozna¢imo sa P.
Ako sada izraCunamo po gornjem propisu
/] Fourierove koeficijente pomocu nase
funkeije f (x) i intervala P, te formiramo
trigonometrijski red dobivamo analiticki
P izraz za periodi¢nu funkciju, koja se u in-
tervalu [a,b] podudara sa zadanom funkci-
jom, a izvan intervala je formirana perio-
diénim ponavljanjem tako zadane funkcije
iz intervala [a,b].

Mozemo zadati neku opéenitiju funkcijsku
zavisnost u kojoj je funkcija u razli¢itim
intervalima definirana raznim analiti¢kim
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Stari i novi red podudarat ¢e se u intervalu [a,b], dok se izvan njega nece
podudarati. Dakle, ako nas interesira razvoj neke funkcije unutar nekoga
zadanog intervala, moZemo izvan tog intervala zadati po volji neku drugu
funkciju koja se nadovezuje na prvu pro§irujuci time interval. To moZemo
iskoristiti da nam u nekim razvojima i§¢ezavaju kosinusi odnosno sinusi.
Neka nam je u intervalu [0, a] zadana neka funkcija i mi je Zelimo u tom
intervalu razviti. Ako to u¢inimo uobitajeno, bez produljavanja intervala,
dobivamo:

f(x)= 4, > (4, cos 2mhx | B, sin 2—”—]?6—),
2’ k=1 a
gdje je
24 2mkx
4, =Z(Jf(x)cos - dx,
2 . 2mkx
B, =Z!f(x)s1n - dx.

Ta je situacija prikazana na gornjoj slici.
No ako zelimo da iz reda i§¢ezavaju sinu-
si, produzujemo interval tako da funkcija
u novom intervalu postane parna, padau

tom slucaju i§Cezavaju svi B,. Interval

a 2a

produzujemo simetri¢no prema osi y.

Sada imamo novu funkciju definiranu u intervalu [~ a, a], prikazanu na

donjoj slici, za koju vrijedi B, =0, pa slijedi

f(x)z%+ZA,;cos2 kx :ﬁ'i+ZA,’(cos%]F—x—,
k=1 k=1

T

2a 2
gdje je

2rkx
2a

4] _2] zhe
4= 6[ £(x)cos dr=> 0jf(x)cos — dx.
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Kompleksni oblik Fourierova reda

Upotrebom poznatih relacija

i& —i£ i£
.. e
1 8SI¢g =
2 5

za na$ razvoj dobivamo:

cosé =

k=1

© 127rkx 1 —i27hx
f(x)= +Z{ zB e P4 (A +1B) P }
Uvodeéi oznake
1 . 1 .
coz—/;&, Co=5(4-iB). C,=3(4+iB,),

dobijemo saZzetiji izraz

o 27k
f(x)=> Ce ?
k=0
gdje je
1 a+P _i27rkx
Co=> jf(x)e P dx

Koeficijente C, moZemo dobiti iz svojstva ortogonalnosti eksponenci-
jalnih funkcija. Definiramo ortogonalnost u kompleksnom podrucju.
Sustav kompleksnih funkcija £,(2), £,(z), ... ortogonalan je u [a,b] ako je

— 1
[7@1,(2)dx = 48, 6,»j={0

U promatranom je slu¢aju

a+P i27rx 127rsx a+P i (r—s)x

fe? e ® dxj P dx=5,P.
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Red

© i27rkx
f(x)= z Cee *
k=—
_2mnx
mnozimo sa e T | a zatim integriramo u granicama od a do a + P.
Imamo
a+P _i27nx

[ rexye P ax=c,p,

iz Cega slijedi

a+P _2mnx

c,,=% j f(x)e P dr.

Definirajmo pojam periodi¢nosti funkcije dviju nezavisnih varijabli. Slu-
¢aj viSe varijabli tretirali bismo potpuno analogno. Sada imamo dvije
funkcionalne jednadzbe koje definiraju periodi¢nost. Dakle, funkcija
f(x,p) periodi¢na je ako je

F(x+P,y)=f(x,9)
f(xy+B)=f(x,»)

Problem razvoja u Fourierov red tretiramo odmah u kompleksnom pod-
ruéju:

(vx) & (V).

2mrx

fen=SCme i

r=—w

gdje je
278X

C=ScC.e ",

§=—00
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paje

© rx+sy]

fan=33 c,seizﬂ[ﬁ A,

r=—w §=—0

odnosno
a+P b+P, i2a| SV
Csé J Jf(x,y)ezﬂ[”'”’z)dydx.

Do tih rezultata dolazimo analogno kao u slu¢aju jedne varijable.
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Fourierov red po opéem ortogonalnom
sustavu funkcija

Neka je zadan niz funkcija varijable x u intervalu [a,b]:

?,x), 9,(%), ..., @ (%)... .

Taj je sustav ortogonalan ako vrijedi

b
.[qai(x)q)k(x)dx =0 za izk

Pojam ortogonalnosti u vezi je s istim pojmom u vektorskoj algebri.
Razmatrajuéi obi¢an trodimenzionalni prostor i u njemu dva vektora, 4
i B, kazali smo da su oni ortogonalni ili okomiti, ako je skalarni produkt
jednak nuli, tj.:

AB +A4B +A4B=0.

Kvadrat duZine vektora 4 bio je dan izrazom 4’ + A; + A

Pojam vektora moZemo prosiriti na viSedimenzionalni prostor pa i na

prostor od beskona¢no mnogo dimenzija u kojemu su to¢ke kvadratno
.. . (z A2 <CI)) . .

konvergentni nizovi Takav prostor zovemo Hilbertovim pro-

k=1
storom. U tom je prostoru kvadrat duZine vektora 4 jednak 4’ ZA,f ,

a skalarni produkt vektora 4 i B glasi AB= ZAkB Ako ta suma

k=l
iS¢ezava, vektori su ortogonalni.

Prelazimo na sloZeniji vektorski prostor — funkcionalni prostor u kojemu
je svaka funkcija f(x) varijable x shvacena kao vektor ¢ije su komponente
njezine vrijednosti u pojedinim to¢kama intervala u kojemu je zadana.
Takav je prostor kontinuirano beskona¢no mnogo dimenzionalan i u
njemu je skalarni produkt izmedu dva vektora f(x) i g(x) dan integralom
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(f.8) = [f(x)g(ds,

a kvadrat duzine vektora sa
b
(fs )= [ @dr=N(1),

gdiebroj N(f)=(f,f)= ||f” zovemo normom funkcije f(x). Norma,

dakle, po analogiji odgovara duZini vektora.
U stucaju Hgok” =1 funkcija ¢(x) je normirana. Kad funkciju podijelimo

njezinom normom, kazemo da smo je normirali jer smo time dobili
normiranu funkciju bududi da je:

f? (x)
ot = e [ o=

Ako je sustav ¢,(x), (pz(x),. <y @(X), ... OTtogonalan i normiran, zovemo
ga ortonormiranim. Tada je:

A =

[0 (x)dx = (,(x),0,() = 5,

Zelimo prikazati neku zadanu funkciju 7 (x) beskonatnim redom takvih
ortonormiranih funkcija:

S :iakq)k(x).

Ulogu jedini¢nih vektora tu imaju ¢,

Relaciju mnoZimo skalarno sa ¢ (x), uz pretpostavku da je red uniformno
konvergentan:

(f’¢n):al(¢]>¢n)+a2(¢2a(pn)+'”+an(¢na¢n)+'”:an

zbog ortonormiranosti sustava. Za poopéeni Fourierov koeficijent
dobivamo
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Specijalno

(¢1+¢2+¢39¢1 +Q, +¢73):3.

1 dalje
(zak (/’k’zaz (01) = ZZ(ak ¢k’a1¢)l) =
) = k=l 121
= Zzak 27 (¢ka¢’1 ) =
=1 121
= @00, =
k=1 121
~Y .
P
Specijalno

2 2 2
(a1¢’1 + &0, + 0,00, + AL, Q, + A0, ) =q +a, +a5.

Uzmimo osnovni dani sustav od » funkcija: ¢(x), ¢,(x), ... , ¢(x) 1
gradimo linearnu kombinaciju:

P(x) = iak @, (x).

TraZimo takve koeficijente ¢, da funkcija ¢ (x) Sto bolje aproksimira
zadanu funkciju £ (x). Zahtjev §to boljeg aproksimiranja sadrzan je u

b

J-(f(x) - ¢(X)) ?dx = minimum.

a

To je aproksimacija u smislu sredine. [zraCunajmo integral kvadrata razlike:
b n n
[lre-Y e @F de=(f,)-2(f. Y ap) +
a k=1 k=1

+(Zak(ﬂk > zak¢k) =
s k=1
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~(f:N-2 0 (f.0)+ Y ai -
SN2 a3 Y Y =
=(f’f)—zr::(ak _ak)2 _iafa

gdje su a, Fourierovi koeficijenti. Prema nadem zahtjevu, taj izraz mora
biti minimalan, a to ¢e biti samo onda ako je

o, =q

a,=a,.

Dakle, najbolju aproksimaciju imat ¢emo ako za koeficijente & uzmemo
upravo Fourierove koeficijente. Imamo

(f_iak(/’kaf_iak(pk)=(faf)_2(f,iak(pk)+iaz =

—(f N -2Da Y =(f )~ Yal 20

zbog toga §to je na lijevoj strani kvadrat norme koji je sigurno veéi ili
jednak nuli. Prelaskom na limes dobivamo Besselovu nejednakost

(f.N22a
k=1
(niz parcijalnih suma uzlazan je i ograden pa prema tome i konvergentan).

Ako vrijedi znak jednakosti, imamo relaciju potpunosti: (/>/)=2.4; .
k=1

Ako relacija potpunosti vrijedi za svaku funkciju f, sustav funkcija
ortvektora ¢,(x), @,(x), ... , @ (x),... potpun je. Opet nam se namece ana-
logija s poznatim vektorskim prostorom, recimo trodimenzionalnim.
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Ako kao ortvektore odaberemo 7 i j, tada taj sustav nije potpun, jer za

neki vektor 4 u prostoru vrijedi 47 + Ai < A’ . Znak jednakosti vrijedi

samo za vektore koji leze u (x,y)-ravnini, i za te je vektore sustav potpun.
No za vektor postavljen proizvoljno u prostoru vrijedi samo znak <, i

sustav nije potpun. U tom slu¢aju potpuni je sustav i , J, £ pa imamo
relaciju potpunosti, A; + 4. + A2 = 4° .
Imamo dalje

(ftefte=0N+2g+( 2

zbog distributivnosti. Pretpostavimo da je sustav ¢,(x), 9,(x), ... , @,(X),...
potpun i da vrijedi

(o) =a, (f-N)=Ya

(g&:9)=b., (g.8)=20b
k=1

(f+ge)=(f,9)+(g.0)=qa, +b,.

Tada prema pretpostavci:
S (@ +b) = (f +8.f +8)=(.)+2f.8)+(8.8)=

=Y (a; +2a,b, +b;) Zak+22akb +Z

k=1

8

pa slijedi

(f22)= Y ah,

Dobivena relacija zove se Parsevalova i posljedica je relacije potpunosti.

Pro$irujemo iste pojmove na kompleksno podrucje. Sada su ¢,(x), ¢,(x),
... kompleksne i za njih definiramo skalarni produkt:
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b
(@2 = [ @)@ (x)dx.
Nasa je definicija takva da norma bude realni broj. Uistinu,
2 i N y 2 . .
||q0k “ = jgok )@, (x)dx = _ﬂ(ﬂk (x)‘ dx realan je broj.

Imamo dalje:
b b
(@0.0) = [a0,()p,(x)dx =& [ 9,() 9, (x)dx = E(0,,0,)

(@0.a0,)= [ ag @) d=a[gx) p(x)d=a(.0,)

(@0:0) = [ (D) dx = [p,()p,(x)dr =(0,.0,).

a

Dokazujemo opet Schwartzovu nejednakost

I(f.0)" <(f. ) (g.2).

Za realan broj A vrijedi
(Af+8Af+@)=A(f. )+ A[f,8)+ Mg, /) +(g.8) =
=Z«2(f,f)+2l(f,g);(g,f)+(g,g)20

Sada (f; g) nije komutativan. Poznatim na¢inom dobivamo:

> + b
LDy < (1. 1)-(z,).
Dokazali smo slabiju tvrdnju od zadane, pa se sluzimo trikom i piS§emo:

(f.g)=re’ gdieje r=|(f,g).
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Naime, (f, g) je neki kompleksni broj i kao takvog smo ga prikazali u
eksponencijalnom obliku pomocu poznate Eulerove relacije

cos ¢+ isin g=e”,
Umjesto /' uvodimo funkciju /e, §to smijemo jer dokazana relacija

mora vrijediti za svaku funkciju, pa prema tomu i za ovu uvedenu. Nakon
uvrstavanja imamo:

i i9
((fe ,g)‘z*(g’fe ))2 <(fe’, fe*)-(g.2)

(fe*.@)=e(f,g)=ere® =r
(@ fe)=(fe".g)=F=r

i$ i 2
YLDty 2y g

(fe’,fe"y=e?e"(f./)=(f.1)

pa shjedi
(.0 <(f. 1) (g.8).

Sustav @,(x), @,(x), ... @(x)... ortonormiran je ako je (¢,p,) = J,. Vrijedi:

(a0, + a,0, + a,0;,09, + @0, + a;p;) =
=(a,0,,0,0) +(0,0,,0,0,) +(a;0;,0,0,) =
=aa/(0,9) +a,0,(0,,0,) + @, (s, 9;) =
2 2 2
=la| +|a,| +]as| -

Postupak aproksimacije u smislu sredine analogan je. Zahtijevamo mi-
nimalnu vrijednost izraza:

b

]

a

F)- Y a,0,0| di = [ (-3 0,0, (F() - 22,9, (x))ds =

=(/-S0,0./-Sa)=
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=D~ 2 e0)- R, N+(Yog,. Y =
(izrazi ne komutiraju)

= (£ N-3.0,0)-3(@,0,. )+ Y aa, =
= (D=2, (f,0)-Y (0. N+ o, =
=(f.N) -5 -Yaa +daa, -

=N+, ~a, X, ~0,)-Y aa =

2

aV

N+ ) -3

gdje smo umjesto

@)= [ o, f(x)dx

uveli oznaku za Fourierov koeficijent a,.

Nas ¢e izraz posti¢i minimum u slu¢aju (a, — a)=0, iz Cegaizlazi da je
a, upravo jednak a, = a , tj. ako za koeficijente & uzmemo njihove
koeficijente Fourierova razvoja.

Dobivamo

2

N2y

ar

Pri n— e dobivamo Besselovu nejednakost:

2

a"

#N=3

Ako vrijedi znak jednakosti, imamo opet relaciju potpunosti.
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Izvodimo opet Parsevalovu relaciju uz pretpostavku da je sustav ¢ (x),
@,(x), ... potpun. Imamo

(f+g,f+g)=(f,f)+(f,£,’)+(g,f)+(g,g)=§;(GIc +b,)' =

=3 @ +B) (4 +b) =Xaa, + X bk, +(f,8)+ (8, /)

=L e

opet zbog relacije potpunosti. S druge je strane to jednako

D aa, + (b, +ba)+ Y bb =D aa,+ 3 bb +(f.2)+(g. /),
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
pa slijedi
(f.8)+(g. /)= (ab, +ba,) (1)
k=1

Funkciju /' nadomje$tamo sa if, jer to mora vrijediti za svaku funkciju.
Time i a, nadomjeStamo sa i a,. Dobivena relacija (1) sada glasi:

(if.2)+(2.if) = (i by +iby a,).
Slijedi
—i(f.g)+ilg. )= (~iagb, +ib, a,)
k=1

pa dijeljenjem sa i dobivamo

~(/,8)+(8:/)= 2 (~a. b +b.a). @
k=1
Relacije (1) i (2) mnoZimo sa 51 oduzimamo, $to daje

f.2)=Yab .

Dobili smo Parsevalovu relaciju u kompleksnom podrudju.
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U sjecanju na profesora Blanu$u opsirnije bih se osvrnuo na okolnosti
Blanus§ina predavanja kojima je Planckove formule relativistiCke fenome-
noloske termodinamike podvrgnuo radikalnoj reviziji. Za srijedu, 17. pro-
sinca 1947. godine (Blanusi su tada bile 44 godine) najavljen je u Drustvu
matematiCara, fizi¢ara i astronoma Hrvatske kolokvij prof. dr. Blanuse s
naslovom O paradoksima pojma energije. Prisustvovao sam tom predava-
nju i ono mi je zauvijek ostalo u Zivom sjecanju kao jedno od najznaéajnijih
koje sam ikada ¢uo. Dvorana u kojoj se kolokviji odrZavaju bila je dupkom
puna i pored postojecih klupa uz desni rub dvorane bio je postavijen jo§ i
red stolica; na jednoj od njih sjedio je i nas termodinamicar svjetskoga glasa,
prof. dr. ing. Fran Bosnjakovi¢. Posljednji pristigli sluSatelji morali su stajati.
Glavni se dio Blanusina predavanja sastojao u kritici Planckovih formula
za koli¢inu topline i za apsolutnu temperaturu kako ih je Planck bio postavio
za relativisti¢ku fenomenolosku termodinamiku:

0=0a T=Tga
gdje su @, i 7, bile odgovarajuce klasi¢ne vrijednosti, a a oznaka za

\J1-v?/¢*. Blanusa je obrazlagao zadto to nije prihvatljivo i argumentirao

kako one zapravo trebaju glasiti:
Q=Q/a, T=Tja.

Taj je rezultat Blanusa izveo ¢ak na dva naéina: jednom, korigirajuéi u
Planckovu izvodu njegovu interpretaciju prirasta impulsa $to ulazi u izraz
za radnju vanjskih sila, a drugi put preko modifikacije jednog razmatranja
M. von Lauea o Carnotovu ciklusu. Put je tih Blanu$inih izlaganja bio —kao
i sva njegova predavanja — Cist, jasan, siguran i, treba reci, lijep. Na kraju
Blanusa je istaknuo kako uz svo nuzno postovanje autoriteta, konacna i
definitivna odluka moZe i mora pripasti jedino znanstvenoj istini. Vjerujem
da je svatko od nas koji smo tada bili u onom auditoriju osjecao kako je
ovdje rije¢ o velikim stvarima: i, posebno, §to se ti¢e relacija koje su bile u
pitanju, a i nacelno. U diskusiji nakon predavanja za rije¢ se javio prof.
Bosnjakovi¢. Istaknuo je kako on nije teoreti¢ar — bavio se najvise tehni¢kom
termodinamikom — ali da smatra kako je u pravu prof. Blanusa a ne Planck,
poduprijevsi to obrazloZenjem iz kojih mu se razloga ¢ini nuZnim da
relativisticke vrijednosti za koli¢inu topline i za apsolutnu temperaturu
moraju biti vece od klasi¢nih kao $to izlazi i iz Blanu§inih formula — a ne
manje — kako bi to bilo prema Planckovim izrazima.

Jo3 1948. godine Blanusa je o tome korespondirao s W. Paulijem iz
Ziiricha 1 njegovim suradnikom R. Schlafrothom. U kapitalnom djelu od
700 stranica, H. Arzeliés, Thermodynamique relativiste et quantique, (Paris
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1968), kao i u kratkoj monografiji C. Mollner, Relativistic Thermodyna-
mics — A strange Incident in the History of Physics, (Kopenhagen, 1967)
navode se kao ispravne Blanusine formule, ali se one pripisuju H. Ottu koji
je do istih rezultata doSao 1960. godine, 13 godina nakon Blanuse. Osobno
sam profesoru Blanusi pokusavao sugerirati da se u tom smjeru poduzmu
potrebni koraci, no on to nije prihvatio rekavsi da je ,,vazno kako je on bio
u pravu, a nije bitno kome ¢e za to pripasti slava”.

Inace, Blanusa se teorijom relativnosti bavio ve¢ od svojih studentskih
dana. KarakteristiCan je njegov rad Osnove relativisticke kinematike objav-
ljen u Glasniku mat.-fiz. i astr. 6 (1951). Blanu$a u njemu izvodi Lorentzove
transformacije iz sljedecih pet pretpostavki: 1. Postojanje inercijalnih sustava;
2. Izotropnost prostora; 3. Prvi Newtonov aksiom; 4. Homogenost vremena;
5. Nacelo relativnosti. Na drugoj stranici toga rada Blanu$a navodi da ga je
Vladimir Glaser (tada student) upozorio na to kako se iz izotropnosti prostora
moze zakljuciti da se slobodna &estica, koja ne miruje, mora gibati po pravcu
(jer bi inade binormala na putanju bila istaknuti smjer). Taj je Blanusin rad
uzor elegancije i strogosti prezentacije jedne fundamentalne fizikalne teorije.
Mislim da se moze ustvrditi kako su njegove konstrukcije i izvodenja, rekao
bih arhitektura toga rada, savreno izbruSeni dragulj, pri ¢emu se Blanusa
ne zaboravlja zahvaliti jednome svojem studentu.

Gledaju¢i znanstveni rad akademika Blanuse kao cjelinu, §to je ¢ini
nekoliko razli¢itih podru¢ja njegova matematickog interesa, najznacajniji 1
najbogatiji dio toga svakako je bio ¢itav niz radova o izometrickom smjes-
tavanju jednih u druge prostora razlicite topoloske povezanosti. Za razliku
od njegova rada na korekciji Planckovih formula relativisticke fenomeno-
loske termodinamike, ti su njegovi rezultati imali znacajne 1 brojne odjeke
u svijetu, pa je o njima, pored ostalog, odrzavan i semestralni seminar na
moskovskom univerzitetu Lomonosova. Prema njima, Blanusa je usao i u
autoritativnu japansku matematicku enciklopediju Sugaku jiten §to ju je
izdalo Drustvo japanskih matemati¢ara uz suradnju njihovih 250 najemi-
nentnijih ¢lanova. U tom se djelu u izdanju Iwanami shoten, (Tokyo 1962)
na str. 612., govori o Blanu$inu izometrickom smjestenju klase Coo ravnine
Lobacevskoga u Sesterodimenzionalni euklidski prostor i opéenitije A" u
E®-. Matematidar koji pomno ¢ita te BlanuSine radove o izometri¢kom
smjeStavanju bit e Cesto zadivljen, pa i — rekao bih — upravo zapanjen vir-
tuozno$éu kojom Blanusa konstruira viSestruko slozene funkcije kojima ¢e
ostvariti Zeljeno smjesStenje, s nizom svojstava kojima nije lako prozreti
meduovisnost, meduuvjetovanost i kompatibilnost potrebne za postizanje
uzajamno jednozna¢nih preslikavanja u pitanju, dakle, recimo, bez samo-
prodiranja 1 sli¢nih odgovarajucih geometrijskih tvorevina. Za svakoga koji
je za to imao priliku 1 moguénost bilo je posebno zanimljivo, pravi uZitak
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