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DIFERENCIJALNE JEDNADZBE ELEKTRODINAMIKE I
NJIHOVA MODIFIKACIJA ZA HIPERDINAMICKA'! POLJA

Sazetak: Prikazane su Maxwellove egzaktne jednadzbe elektrodinamike
u dvije verzije — tesko preglednom i nezgrapnom skalarnom obliku te u
preglednijem i matematic¢ki naprednijem kvaternionskom obliku. Zbog
slozene grade i mukotrpnog racunanja kvaterniona Oliver Heaviside i
Heinrich Rudolf Hertz su kvaternione u Maxwellovim jednadzbama na-
larima. Uz ostala pojednostavnjenja, formulirali su etiri pregledne vek-
torske parcijalne diferencijalne jednadzbe za elektrodinamicka polja,
koje su jednako to¢ne te znatno lakse rjesive od kvaternionskih. Zbog
uradenih pojednostavnjenja one su nepotpune i ograni¢enog su dosega te
vrijede za sva statika i dinamic¢ka makroskopska polja koja relativno mi-
ruju i mijenjaju se samo izravno u vremenu, sto zadovoljava gotovo sve
potrebe u fizici i elektrotehnici. Da bi te nepotpune jednadzbe bile valjane
i za funkcionalno slozena hiperdinamicka polja, koja se istovremeno mi-
jenjaju izravno i neizravno (kineticki) u vremenu, neophodno je u njima
modificirati operatore diferenciranja po vremenu i prostornim varijab-
lama (rot, div). Time se dobivaju poopcene cjelovite vektorske jednadzbe
makroskopske elektrodinamike koje imaju znatno veéi doseg te pokrivaju
sve sagledive potrebe u fizici i elektrotehnici.
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1. Maxwellove jednadzbe elektrodinamike

Slavni Skotski fizi¢ar James Clerk Maxwell (1831.—1879.) objavio je
1865. godine svoju potpunu (objedinjenu) fenomenolosku dinamicku teoriju
elektromagnetskih polja [1] baziranu na hipotezi o postojanju luminiferoznog
(svjetlonosnog) etera — hipotetske nepokretne, savrseno fine, fluidne te fizicki i
kemijski nedetektibilne tvari koja ispunjava Citav prostor, ne pruza otpor gibanju
tijela te se vlada kao nedisipativan krut elasti¢an medij kojim se velikom brzinom
rasprostiru titraji elektromagnetskih valova. Preko etera prenosi se prostorom e-
lektri¢no, magnetsko i gravitacijsko medudjelovanje na daljinu.

Maxwell je svojoj dinamickoj teoriji dovr$io, objasnio te cjelovito egzak-
tno povezao Faradayeve empirijski iznadene temeljne zakonitosti elektromagne-
tizma i formulirao ih je u strogom matemati¢kom obliku — sustavu od dvadeset
skalarnih jednadzbi napisanih u Kartezijevim koordinatama. Pritom je preuzeo
Faradayev koncept silnica elektri¢énog i magnetskog polja zasnovan na dalekose-
znoj Boskovicevoj prirodnoj filozofiji. Te jednadzbe izgledaju ovako:
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Maxwell je 1873. godine preformulirao svoj sustav od dvadeset egzakt-
nih jednadzbi dinamickih polja napisanih u glomaznom, nezgrapnom i tesko pre-
glednom skalarnom obliku. Da bi ih donekle sazeo te ucinio preglednijim i razu-
veli¢ine uveo kvaternione. Njegovih dvanaest kvaternionskih jednadzbi su blistav
vrhunac tadasnje matematicke fizike. Prema [2] one izgledaju ovako:



o Maxwell's equations in quaterionic form (Treatise, 2nd edition, 1881, Vol. Il,
p. 239-240; S = scalar and V' vector part of quaternion) & = velocity, ¢, (1 =
scalar el./mg. pot., eq. numbers 1st column from 1865, 2nd one from 1881
(B,) (A) B =VVA (SVA=0 = B=VA) eq.of mg. induction
(D) (B) E=VOB -UA-Vy eq. of el.motive force
(C) F=VeEB —eVip — mVQ eq. of el.magn. force
(D) B =H+477 eq. of magnetization
(CY(E) 4rC€=VVUH eq. of el. currents
(F)[G] R=C¢ eq. of conductiv. (Ohm)
(E) [F) D= %KG eq. of el. displacement
(A) [H] C=8+9D eq. of true currents
(B2) [L] B =uHn eq. of ind. magnetiz.
(@) V] e=SVD [Coulomb-Gauss law]
m=S8V3]
H= -V

On je drzao da su sofisticirani kvaternioni, kojima se iskazuju sve elek-
tricne i magnetske veli¢ine, najprikladniji matematicki alat za njihovu vjerodos-
tojnu interpretaciju i egzaktnu analizu u elektrodinamici.

1.1 Sto su kvaternioni?

Kvaternioni su Hamiltonovi hiperkompleksni ¢etveroc¢lani brojevi i pred-
stavljaju zbroj skalara i vektora. Uz realni dio (skalar a) oni sadrze i tro¢lani ima-
ginarni dio (vektor v). Op¢i oblik kvaterniona u algebarskom zapisu prema [3] je:

g=a+v=a+bi+cj+dk

U njemu su a, b, c, d realni brojevi, a i, j, K su tri medusobno okomite
imaginarne jedinice (V-1) koje &ine desni sustav. Za njih vrijedi:

==K =ijk=-1

U preformuliranim jednadzbama dinamickih EM polja Maxwell je prika-
zao sve usmjerene fizikalne velic¢ine (jakosti polja, gustocu struje) kvaternionima
bez realnog (skalarnog) dijela (a=0, bi+c-j+d-k=v+#0), a sve neusmjerene
veli¢ine (naboje, potencijale, struje) kvaternionima bez imaginarnog (vektor-
skog) dijela (a#0,v=0—b=c=d=0).

Sofisticirana kvaternionska algebra, u odnosu na znatno jednostavniju
Gibbs-Heavisideovu 3D vektorsku algebru, ima sljede¢e prednosti:

e lakse se izvodi rotacija objekata u prostoru jer se ona zasniva na zname-
nitoj Eulerovoj formuli



e?=cos+i-sing

e definiran je inverzni kvaternion g §to omoguéuje dijeljenje kvaterniona

p i g (lijevi ili desni produkt kvaterniona p s inverznim kvaternionom q):
Kvaternionima se moze elegantno iskazivati pozicija i rotacija usmjere-

nih veli¢ina u prostoru i vremenu ali su oni, zbog svoje slozene grade i pravila
racunanja, veoma otezavali rjeSavanje kvaternionskih jednadzbi elektromagnet-
skih polja na papiru s olovkom u ruci, jedinim alatom kojim su raspolagali tada-
$nji znanstvenici 1 elektrofizicari — preteCe elektroinzenjera. Te jednadzbe su u

primjeni svima bile tesko prihvatljive pa se stoga intenzivno razmisljalo o izna-
lazenju mogucnosti za njihovo pojednostavnjenje.

2. Heaviside-Hertzova vektorizacija Maxwellovih kvaternionskih
jednadzbi

Nakon §to je Maxwell 1873. godine prvotni sustav od 20 skalarnih dife-
rencijalnih jednadzbi dinamickih EM polja preformulirao u kvaternionske i time
ih je sazeo u pregledniji te matematicki napredniji i elegantniji oblik, oStrouman
samouki britanski fiziar i matemati¢ar Oliver Heaviside (1850.—-1925.) je, uz
svesrdnu podrsku Willarda Gibbsa, Arnolda Sommerfelda i drugih pragmaticki
orijentiranih utjecajnih fizi¢ara ubrzo poceo inzistirati, unato¢ ostrom Maxwello-
vom protivljenju, na zamjeni sofisticiranih kvaterniona strukturno jednostavni-
jim, intuitivnijim te stoga lak$e razumljivim 3D vektorima i skalarima.

Heaviside je iz kvaterniona usmjerenih veli¢ina EM polja izbacio njihov
nulti skalarni ¢lan, a njihov tro¢lani imaginarni dio nadomjestio je vektorima ¢ije
se skalarne komponente mogu u Kartezijevim koordinatama iskazati funkcijama
S uzajamno nezavisnim prostornim varijablama x, y, z i vremenom t.

Iz kvaterniona neusmjerenih veli¢ina izbacio je njihov nulti imaginarni
dio i time ih je pretvorio u skalarne veli¢ine jednostavne za racunanje,.

To je uradio kao nuzno i, valja priznati, kao vrlo uspjelo pojednostavnje-
nje izvrsno prilagodeno efikasnom ra¢unanju u tadasnjim naglo naraslim potre-
bama primijenjene elektrofizike koja, za razliku od matematicke fizike, nije zah-
tijevala ni perfekciju, ni eleganciju, ve¢ $to vecu preglednost, jednostavnost i br-
zinu prora¢una. Nezavisno 0 Heavisideu isto je nesto kasnije uradio i briljantan
mladi te rano preminuli njemacki fizi¢ar Heinrich Rudolf Hertz (1857.—1894.).

Prema njihovom misljenju za matemati¢ku interpretaciju i analizu elek-
tromagnetskih polja u fizici, a posebice za sloZene prorac¢une u tadas$njoj naglo



uznapredovanoj primijenjenoj elektrofizici — prethodnici suvremenog elektroin-
"groznih" sofisticiranih Hamilton-Maxwellovih kvaterniona.

S tog gledista je Heaviside-Hertzova samovoljna pragmatic¢ka preformu-
lacija strukturno slozenog sustava od dvanaest Maxwellovih egzaktnih kvaterni-
onskih jednadzbi dinamic¢kih EM polja u drasti¢no pojednostavnjene i reducirane
vektorske jednadzbe tada bila opravdana i svima dobro dosla.

Vektorizacijom je Maxwellov egzaktan sustav sofisticiranih kvaternion-
skih jednadzbi makroskopskih dinamickih polja bio transformiran u konceptu-
alno degradiran te drasti¢no reduciran sustav strukturno slabijih vektorskih jed-
nadzbi. On sadrzi tek Cetiri kratke te naizgled jednostavne parcijalne diferenci-
jalne jednadzbe elegantno iskazane u sazetom operatorskom obliku zapisa. One
vrlo pregledno povezuju vektore jakosti dinamickih polja, struje, gustoce struja
te slobodne elektri¢ne naboje u prostoru i vremenu.

Cetiri temeljne Heaviside-Hertzove vektorske parcijalne diferencijalne
jednadzbe makroskopskog dinamickog EM polja u inercijskom izotropnom pra-
znom prostoru bez struja i naboja, iskazane u sazetom operatorskom obliku i ra-
cionaliziranom zapisu, prema [4] jesu:

= 0B oH = =
H rotE=——=—u,-— , divD=div(¢g,-E|=¢,-divE=0
p ot 0 at 0 0
) Prva jednadzba - n:i,éelo EM indukcije ’ Treca jednadzba - bezizvornost D polja
" — .
3 — oD oE L= = .=
ey rotH=—=¢,-— , divB=div|g,-H)=y,-divH=0
ot 0 ot 0 0
o Druga jednadzba - pomacna struja Cetvrta jednadzba - bezizvornost B polja

Prva i druga jednadzba su glavne i po svojem iskazu su rotorske pa funk-
cioniraju samo ako je na njihove obje strane dinami¢ko vrtlozno te stoga beziz-
vorno E i H polje &ije silnice su uvijek zatvorene krivulje.

Heaviside-Hertzov sustav vektorskih jednadzbi dinami¢kih EM polja ob-
javljen je 1884. godine, pet godina nakon Maxwellove smrti, te je, kao bitno jed-
nostavniji, pregledniji i znatno lakSe rjesiv od sofisticiranih sustava kvaternion-
skih jednadzbi, ubrzo bio prihvacen u fizici, a zatim u teoretskoj elektrotehnici i
u tehnici beziénih komunikacija gdje se vrlo uspjesno i neupitno koristi sve do
danas jer, unato¢ svojoj nepotpunosti, izvrsno pokriva gotovo sve potrebe.

No, mnogo zahtjevnija teorijska (matematicka) fizika je njihovim nedo-
voljno kriti¢kim prihvac¢enjem te naknadnim odbacivanjem hipoteze o postojanju
luminiferoznog etera, na temelju interpretacije iznenadujucih ishoda legendarnih
Michelson-Morleyevih interferometrijskih mjerenja koja su, po misljenju mnogih
suvremenih istrazivaca, bila upitno koncipirana, mnogo izgubila.



Te Cetiri Zalosno nepotpune vektorske jednadzbe klasi¢ne elektrodina-
mike ve¢ se vise od jednog stoljeca navode u svim visokoskolskim udZzbenicima
fizike, teoretske elektrotehnike i priru¢nicima kao slavne Maxwellove jednadzbe,
premda to nije tako. One, naime, zbog drasti¢ne konceptualne degradiranosti i
oditih nepotpunosti U njihovom operatorskom prikazu predstavljaju tek blijedi
odraz Maxwellovih egzaktnih sofisticiranih kvaternionskih jednadzbi.

Stoga ih, zbog postovanja visokog i prestiznog Maxwellovog ugleda, nije
umjesno nazivati njegovim imenom. Najprikladnije ih je nazivati samo "jednadz-
bama elektrodinamike" ili "Heaviside-Hertzovim jednadzbama" Zeli li se istaci
njihove autore koji su ih, uz svesrdnu podrsku nekolicine tadasnjih utjecajnih te
pragmaticki orijentiranih (elektro)fizi¢ara, samovoljno formulirali.

3. Ogranicen doseg vektorskih jednadzbi klasi¢ne elektrodinamike

“Criticizing Maxwell’s equations is dangerous. One is im-
mediately relegated as heretic. On the other hand, the
power of mathematical reasoning cannot be ignored.”

Daniele Funaro

Vektorske jednadzbe klasi¢ne elektrodinamike su relativisticki invarijan-
tne te podrzavaju sva relativno miruju¢a makroskopska staticka, kvazistaticka i
dinamicka polja ¢iji se vektori jakosti E i H mogu opéenito iskazati skalarnim
komponentama definiranima trima neprekinutim diferencijabilnim funkcijama
Ex, Ey, E; i Hy, Hy, H; koje zavise o tri prostorne varijable x, y, z i vremenu t.

Stoga za iskazivanje vektora jakosti dinamickih polja u prostornim Kar-
tezijevim koordinatama pomocu njihovih skalarnih komponenti opéenito vrijedi:

E(x,Y,2,t)=E (XY, 2,t)-T+E, (X ¥, 2,t)- J+E, (x,y, 2,t)-K
H(x,y,2,t)=H, (X, y,2,t)- T+H, (X, y,2,t)- T+ H,(x y,2,t)-k

Pri tom se pre$utno podrazumijeva da su tri prostorne varijable X,Yy,Z i
vrijeme t medusobno nezavisne varijable! Takva EM polja su dominantna u fizici
i elektrotehnici pa za njih te nepotpune jednadzbe izvrsno funkcioniraju.

No, ve¢ pri malo pazljivijem pogledu na prvu i drugu jednadzbu, prvo sto
upada u o¢i jest da na njihovoj desnoj strani stoji parcijalna derivacija vektora
jakosti polja po vremenu (6H/8t odnosno 0E/dt), Sto jasno upucuje da one opisuju
samo dinamicka polja ¢iji se vektori jakosti E i H u promatranoj fiksnoj tocki
(hvatistu) T(x,y,z) u trenutku t mijenjaju samo izravno u vremenu duz medusobno
okomitih pravaca e i h njihovog djelovanja. Ti pravci su tangente na silnice EM
polja u promatranoj tocki.
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Iz navedenih definicija parcijalnih derivacija po vremenu vektora jakosti
E i H dinami¢kog polja na promatranom mjestu T(X,y,z) u trenutku t, uz nulti
pomak njegovog hvatista (dx=dy=dz=0) tijekom intervala dt, o¢ito je da se u pr-
voj i drugoj jednadzbi ona tretiraju kao nepomi¢na prema mirnom promatracu,
ali pritom vektori jakosti polja mogu oko hvatista postrani¢no rotirati.

4. Redefiniranje jednadzbi elektrodinamike u vremenskoj domeni

Najjednostavniji na¢in da se uo¢i nepotpunost prvih dviju jednadzbi u
vremenskoj domeni je analiza funkcionalno slozenih hiperdinami¢kih polja koja
se istovremeno mijenjaju izravno (0H/ot i 0E/ot) i neizravno (kineticki) u vre-
menu. To su — jasnije receno — sva dinamicka polja u relativnom translatornom
gibanju prema mirnom promatracu, ili osna polja funkcionalno slozenih dvofaz-
nih transverzalno-vektorskih (TVEM) mikrovalova ¢iji popre¢no titrajuéi vektori
jakosti polja istovremeno postrani¢no rotiraju, ili torzijski titraju, oko valne zrake.

Brzina izravne promjene u vremenu vektora jakosti takvih polja na pro-
matranom mjestu T(X,y,z) u trenutku t odredena je njihovim parcijalnim deriva-
cijama 0E/ot i 0H/ot i zbiva se duz trenutnih pravaca e i h njihovog djelovanja.

Brzina neizravne (kineticke) promjene u vremenu vektora jakosti tih po-
lja na promatranom mjestu T(x,y,z) u trenutku t odredena je relativnom brzinom
translacije njihovog hvatista, ili kutnom brzinom postrani¢ne rotacije vektora ja-
kosti polja oko njega, prema mirnom promatracu i popreéna je na brzinu izravne
promjene u vremenu, odnosno na pravace e i h njihovog djelovanja.

Ukupna brzina promjene u vremenu vektora jakosti E i H hiperdinami-
¢kog polja na promatranom mjestu jednaka je vektorskom zbroju tih dviju brzina
i mjerodavna je za njihov ukupan elektromagnetski indukcijski u¢inak u prostoru.

Gledano s tog rakursa o€ito je da na desnoj strani prve i druge jednadzbe,
uz parcijalne derivacije po vremenu 0E/0t i 0H/ot vektora jakosti dinamickih po-
lja koja se relativno gibaju prema mirnom promatracu, nedostaju ¢lanovi koji na
trenutno promatranoj poziciji iskazuju brzinu njihove neizravne (kineticke)
promjene u vremenu zbog translatorne promjene polozaja hvatista, ili promjene
medusobno okomitih pravaca e i h djelovanja vektora osnih polja zbog njihove
postrani¢ne rotacije ili torzijskog titranja oko valne zrake.

Da bi te dvije krnje vektorske diferencijalne jednadzbe bile primjenjive
na hiperdinamicka polja, koja se istovremeno mijenjanju izravno i neizravno u



vremenu, ocito je da na njihovoj desnoj strani treba operator parcijalnog diferen-
ciranja po vremenu 0/0t vektora jakosti polja nadomjestiti operatorom ukupnog
diferenciranja po vremenu d/dt. Time se na promatranom mjestu u trenutku t do-
biva ukupna brzina njihove promjene u vremenu prema mirnom promatracu.

Uz tu naizgled malenu, ali dalekoseznu, modifikaciju operatora prva i
druga jednadzba postaju opcenite i znacajno povecéavaju svoj doseg pa mogu vje-
rodostojno opisivati funkcionalno slozeno ponasanje dinamickih polja koja se re-
lativno translacijski gibaju prema mirnom promatracu, ili osna polja funkcionalno
slozenih dvofaznih elektromagnetskih valova ¢iji vektori jakosti polja postrani-
¢no rotiraju, ili torzijski titraju, oko valne zrake.

Ta modifikacija operatora diferenciranja po vremenu (o/ot — d/dt) moze
se, slikovito receno, smatrati kao nuzan "SP1" za prvu i drugu vektorsku jed-
nadzbu elektrodinamike. Time se na njihovoj desnoj strani, uz izravnu brzinu
promjene u vremenu OE/ot i oH/ot vektora jakosti polja, dobivaju nedostajuéi
¢lanovi koji daju brzinu njihove neizravne (kineticke) promjene u vremenu na
promatranom mjestu T(X,y,z) u trenutku t prema mirnom promatracu.

5. Odredivanje ukupne brzine promjene u vremenu
hiperdinami¢kog EM polja

Neka se dinami¢ko EM polje relativno translatorno giba nerelativisti-
¢kom brzinom vl << ¢ prema mirnom promatracu te promatrano hvatiste T(x,y,z)
vektora jakosti polja E i H u trenutku t ima brzinu v(t). Vektori jakosti polja su,
opéenito uzevsi, zavisni o tri dinamicke prostorne koordinate x(t), y(t), z(t) i vre-
menu t kao jedinoj nezavisnoj varijabli.

Tijekom diferencijala vremena dt hvatiSte vektora jakosti polja E i H po-
makne se iz to¢ke T(X,y,2) odredene radijvektorom r=x-i +y-j +z-k za diferenci-
jalni pomak dr = dx-i + dy-j + dz-k. Pri tom je ukupna promjena vektora jakosti
polja na promatranom mjestu odredena totalnim vektorskim diferencijalima dE i
dH koji su definirani izrazima:

E E-dt+E
ot OX

d

-dx+E~dy+E-dz , dﬁ:@-dnﬁ-dmﬁ.dw@-dz
oy oz at ox oy oz

Njihovim dijeljenjem diferencijalom vremena dt >0 dobivaju se za vek-
tore jakosti E i H dinamickog polja u translatornom gibanju u promatranoj tocki
T(x,y,z) u trenutku t op¢i izrazi za ukupnu brzinu njihove promjene u vremenu
iskazani u sazetom operatorskom obliku:



dt ot ox dt oy dt ez dt ot
dH _oH  oH dx oH dy oH dz_oH
dt ot ox dt oy dt oz dt ot

V,

dE OE OE dx OE dy OE dz_oE oE
= ———+ +

(v-9)-H= 2 rot (Hxv)
ot

U njima prvi ¢lan na desnoj strani (0H/ot i OE/ct) daje brzinu izravne
promjene jakosti polja u vremenu, a drugi ¢lan, koji sadrzi operator v-V usmjere-
nog diferenciranja vektora jakosti polja po vektoru brzine v(t) =dr/dt, odreduje

brzinu neizravne promjene jakosti polja u vremenu. Taj skalarni operator u Kar-
tezijevim prostornim koordinatama opéenito izgleda ovako:

\7~§:i:(vx-7+vy v, ~R)~ T~£+]-£+R-ﬁ :vx~i+vy -ﬁJrvZ N
ov OX oy oz OX oy oz
Za rotirajuca fiksna elektri¢na i magnetska polja koja se mijenjaju samo
neizravno u vremenu otpadaju ¢lanovi 0H/dt i OE/ot pa stoga za njih vrijedi:
dE _OE dx OE dy OE dz_
dt ox dt oy dt oz dt
dH _oH dx oH dy oH dz_
d ox dt oy dt oz dt

vy v

(v-V)-E =rot(Exv)

(v-V)-H=rot(Hxv)

Za rotirajuéa i torzijski titrajuca hiperdinamicka radijalna osna polja
funkcionalno slozenih dvofaznih TVEM valova, s hvati§tima vektora jakosti po-
lja duz valne zrake (Z osi), ukupna brzina promjene u vremenu odredena je izra-
zima:

d—E:EJr(TJZ xE | d—HzﬁnL(Bz xH
dt ot dt ot

U njima je ®,=w,k=0¢/0t-k vektor kutne brzine postrani¢ne rotacije
vektora jakosti EM polja oko valne zrake.

Hiperdinamicko polje dvofaznih valova, ¢iji vektori jakosti polja u valnoj
fronti poprecéno titraju te istovremeno rotiraju ili torzijski titraju oko valne zrake
moze se u cilindri¢nim koordinatama predociti parom vektorskih izraza s medu-
sobno nezavisnim varijablama z i t, te polarnim kutovima ¢e i ¢n vektora jakosti
EM polja zavisnim o tim varijablama. Ti izrazi iskazani u opéem obliku jesu:

E[(DE (Z’t)’ Z’t:l = Ep (Z’t)'épE |:¢E (Z’t)]
Hlge (20).2t]=H,(2) € [on (2)]=H, (2.) Ec[ 0 (2.1)]

Pri tom se popreéno titranje vektora kombinira s rotacijom ili torzijskim titranjem.



E,(z,t)=E,-sin(w-t-k-z),H (z,t)=H,-sin(o-t—k-z) —harmonijsko titranje

. o, t—K -2+@, — jednolika rotacija oko valne zrake
Z,t)= . . —
e 7,-8in(w, t—k -z+¢,) — torzijsko titranje oko valne zrake
/4 2r o 2r @ 2r o
t)=¢(z,t)+— , k=—=— , k=—=—" , k =—=—+F
o (2) =0 (2.4)+5 PR G, 2 G,

Ukupna brzina promjene u vremenu vektora jakosti radijalnog osnog hi-
perdinamickog polja na promatranom mjestu z valne zrake u trenutku t u odreduje
se njihovim ukupnim diferenciranjem po vremenu na sljedeéi nacin:

dE d (E,-c ):6Ep B déc op, OE, _
p ~pE

. —~.8 . = 6 _+E -w. -€
dt  dt ot F P dep. ot ot ° Pt R
e @
dH d oH de,, op, OH
—=—(H, 8, ,)=—L6,+H . H__ 2§ +H w8, =
dt dt(””“) ot M de, ot ot oo E
B Wy
oH, _ L L
= p -ewE—E/,a)Z-epE Jerje: €, =€ 1€, =—€;
Pritomje w,(z,t)= 66% = a@% kutna brzina rotacije vektora polja

Pri diferenciranju popre¢nih vektora E i H osnih polja po dinamickoj po-
larnoj varijabli ¢(z,t) je uvazeno da pri njihovoj rotaciji ili torzijskom titranju oko
valne zrake iz jednog polozaja u drugi pripadni fluktuirajuéi jedini¢ni vektori e,e
I o1 = €y, za razliku od fiksnog osnog jedini¢nog vektora e, =k, neprestance mi-
jenjaju pravac djelovanja, ali pri tom oni uvijek ostaju medusobno okomiti.

Iz prethodnih izraza za odredivanja ukupne brzine promjene u vremenu
osnog hiperdinami¢kog EM polja je ocito da oni sadrze dva ¢lana (brzinu izravne
i brzinu neizravne promjene u vremenu) pa su prve dvije jednadzbe u svojem
izvornom obliku, koje u vremenskoj domeni sadrze samo jedan ¢lan (brzinu iz-
ravne promjene u vremenu), za ta polja nepotpune i stoga su ograni¢enog dosega.

6. Redefiniranje jednadzbi elektrodinamike u prostornoj domeni

Da Heaviside-Hertzove jednadzbe ni u prostornoj domeni nisu formuli-
rane dovoljno opcenito moze se uociti pri odredivanju ukupne rotacije i divergen-
cije vektora jakosti polja hiperdinamickih TVEM valova. Kod njih su, naime,
dinamicki polarni kutovi ¢e(z,t) i pu(z,t) vektora jakosti E i H prema horizontali
duz valne zrake zavisni o uzduznoj varijabli z i vremenu t, §to usloZnjava odredi-
vanje njihove rotacije i divergencije (diferenciranje slozenih funkcija [4]).



Zato je u krnjem sustavu vektorskih jednadzbi za hiperdinamicke TVEM
valove potrebno modificirati operatore prostornog diferenciranja (rot, div) tako
da se u Hamiltonovom operatoru V(nabla) u Kartezijevim i cilindri¢nim koordi-
natama podoperator parcijalnog diferenciranja 6/0z po uzduznoj varijabli z na-
domjesti podoperatorom ukupnog diferenciranja d/dz koji uvazava meduzavis-
nost dinami¢kih polarnih kutova ¢e(z,t) i pu(z,t) 0 varijabli z. Shodno tome za
proizvoljan putujuci ravan hiperdinamicki TVEM val koji se $iri duz Z osi vrijedi:

§=Rg —> 6[12‘?'1
0z dz

Tako modificiran operator nabla oznacen je indeksom "d" koji podsjec¢a
na ukupno diferenciranje po varijabli z. On zahvac¢a u zavisnost polarnih varijabli
9e(z,t) 1 pu(z,t) 0 varijabli z. To je, slikovito re¢eno, nuzan "SP2" u operatorskom
redefiniranju sustava vektorskih jednadzbi elektrodinamike! Na njemu zasnovani
operatori vektorske analize Div, Grad, Rot pisu se velikim pocetnim slovom

divV=vV.V > DiwV=V-V AU=(V-V)U > A U=(VeVe)U
rotV=vxV  — RotV=VgxV A-V:(V?)V - Ad-\7:(§d-§d)-\7
gradU =V-U — GradU =V,-U
da se time istakne razlika prema konvencionalnim operatorima div, grad, rot koji
se navode u udZzbenicima vektorske analize i matemati¢kim priru¢nicima te sa-
drze parcijalne derivacije po prostornim varijablama u odabranim koordinatama.
Oni su, naime, valjani samo ako su prostorne varijable (x,y, z ili p, ¢, z) u skalar-
nim komponentama vektorskih polja medusobno nezavisne!

Ukupna promjena u prostoru (rotacija) radijalnog osnog hiperdinamickog
polja u cilindri¢nim koordinatama odreduje se diferenciranjem na sljede¢i nacin:

L.~ 4 |, d6c 0p. | -~ (OE, . .
ROtE=VdxE=k-Ex(Eﬂ-epE)=kx 7;~epE+E/)~d;E~7; =kx| =28 . +E, k€ |=
E

oE

—__~.8 a
= oz 'eq)E_Ep'kZ'e)E

RotH = VaxH =K-Sx(H -6, )=Kx| 21 o2 =
OtH=V4gxH= EX( p-epH)_ X r +H ——— -€ Ky - =

oH -
—£.8,-H -k, €, ="
z

[ V4 Pl

Pritomje k,(zt)=—F=—"% | & =€. , €, 6 =—¢



Ona sadrzi doprinose promjene hiperdinamickog polja u prostoru od nje-
gove brzine izravne i brzine neizravne (kineti¢ke) promjene u vremenu.

Ukupna divergencija vektora jakosti osnog polja hiperdinamickog
TVEM vala u cilindri¢nim koordinatama odreduje se ovako:

d (k. de
DiVE=Vq4-E [k Ej (Ep-epE):k-[a—z"~epE+Ep~ d‘z’ ]:

Diferenciranje fluktuirajuc¢ih popre¢nih jedini¢nih vektora e, i e, polarnih
i cilindri¢nih koordinata po polarnoj varijabli ¢ te varijablama z i t prikazano je
u matematickom prilogu na kraju ¢lanka.

7. Klasi¢ne i modificirane jednadzbe elektrodinamike

Prethodno obrazloZenim modifikacijama operatora diferenciranja u vek-
torskim jednadzbama elektrodinamike u vremenskoj i prostornoj domeni:

"SP1": olot—d/dt i "SP2": 0/0z — d/dz — Rot, Div

dobiva se operatorski modificiran (poopcen) sustav potpunih vektorskih diferen-
cijalnih jednadzbi podesan za egzaktno opisivanje svih makroskopskih dinami-
¢kih 1 hiperdinamickih polja u praznom prostoru bez struja i naboja, ¢ija se hva-
tista vektora polja relativno translatorno gibaju prema mirnom promatracu. U u-
sporedbi s klasi¢nim jednadzbama one su mnogo bogatije i izgledaju ovako:

oB oH dB dH oH (df = ) —
I rotE=-"=—4 -2 = ROtE=———=—p ——=—p -| 4| — .V |-H
o M a a0 a ”0{ (dt dj }

ot
Il rotﬁ:a—D:gO-a—E = RotH—dD go-d—E & 8E (£'€dj'ﬁ
ot ot dt dt ot dt

. divD=¢,-divE=0 = DivD=4,-DivE=¢,(Va-E)=0

V. divB=p-dvH=0 = DivB=y,-DivH =4,-(Ve-H)=0



Za hiperdinamicke TVEM valove s rotiraju¢im ili torzijski titraju¢im ve-
ktorima polja iskazanim u cilindriénim koordinatama, koji se Sire duz Z osi, prve
dvije operatorski modificirane vektorske jednadzbe elektrodinamike jesu:
dB dH _ .{ﬁr ﬂ OE, "

ROtE:_E:_ﬂo'E_ Ho < H | = ot CetE @ €

— dD_  dE OE . =| OH, _ .
ROtHZEZSO'EZEO'{E-FO)ZXE:|=7P'QPH+Hp'a)z'e¢H

0 K= o9y K

ot &t - kutna brzina rotacije vektora oko valne zrake

o,(z,t)=

Zakljucak

Nacinjena analiza vektorskih diferencijalnih jednadzbi klasi¢ne elektro-
dinamike pokazala je da su one zalosno nepotpune i stoga su ograni¢enog dosega
u primjeni. Besprijekorne su za sva stati¢ka, kvazistati¢ka i dinamicka polja s
nepomic¢nim vektorima jakosti polja. Takva relativno mirujuc¢a dinamicka polja
dominantna su u fizici i elektrotehnici i mijenjaju se samo izravno u vremenu. Za
razliku od njih rotirajuca fiksna elektri¢na i magnetska polja za koja je 0E/ot=0
ili oH/0t = 0 mijenjaju se samo neizravno (kineticki) u vremenu pa se stoga mogu
nazvati kineti¢kim poljima.

Za egzaktno opisivanje i analizu funkcionalno slozenih hiperdinamickih
polja, koja se istovremeno mijenjaju izravno i neizravno u vremenu, potrebno je
na desnoj strani prve i druge jednadzbe elektrodinamike operator parcijalnog di-
ferenciranja po vremenu /6t nadomijestiti operatorom ukupnog diferenciranja po
vremenu d/dt da bi se na promatranom mjestu T(x,y,z) u trenutku t mogla ispravno
odrediti ukupna brzina njihove promjene u vremenu.

Za hiperdinami¢ka osna polja TVEM valova s rotiraju¢im ili torzijski ti-
traju¢im vektorima jakosti polja, kod kojih su pripadni dinamicki polarni kutovi
@e(z,t) 1 pu(z,t) u cilindricnim koordinatama zavisni o uzduznoj varijabli z i vre-
menu t, potrebno je u operatoru V podoperator parcijalnog diferenciranja 0/0z
nadomijestiti podoperatorom ukupnog diferenciranja d/dz, koji zahva¢a u medu-
zavisnost polarnog kuta ¢ o varijabli z, da bi se pri izracunu rotacije na mjestu
T(x,y,z) u trenutku t ispravno odredila ukupna promjena u prostoru vektora hiper-
dinamickog polja zbog njegove ukupne brzine promjene u vremenu.

Buduéi da suvremena racunala i napredni algoritmi omogucuju veoma
brzo ra¢unanje kvaterniona valjalo bi s tog aspekta preispitati u fizici i teoretskoj
elektrotehnici opravdanost povratka na, silom prilika, olako napustene egzaktne
Maxwellove kvaternionske jednadzbe koje bi prethodno trebalo napisati u suvre-
menoj simbolici fizikalnih veli¢ina i u racionaliziranom obliku. Pri tom bi trebalo



na nekoliko karakteristi¢nih primjera dinamickih i hiperdinamickih polja istraziti
da li se, u ¢emu i zasto rjeSenja dobivena iz operatorski modificiranih vektorskih
jednadzbi razlikuju od rjesenja dobivenih iz egzaktnih kvaternionskih jednadzbi.
MATEMATICKI PRILOG
Diferenciranje jedini¢nih vektora e, i e, polarnih i cilindri¢nih koordinata

Fluktuirajuée popre¢ne jedini¢ne vektore €, i €, kruznih polarnih i cilindriénih
koordinata te fiksne jedini¢ne vektore i, j Kartezijevih koordinata povezuju izrazi:

E‘_|:I Ij] * y

e, (p)=cosp-i+sing-]j
e,(¢)=—singp-i+cosp-j

Njihovim diferenciranjem po polarnoj varijabli ¢ dobiva se:

45 (qo):i-(COS¢-T+Singo~]):—sin(0~T+COSgo-j:é (p)
dep 7 de ¢
0:j—¢~é¢7(¢) dd¢ (—sing-T+cosg-j)=—cosp-T-singp-j=—¢,(p)

Za hiperdinamicka radijalna osna polja iskazana u cilindri¢nim koordinatama,
zbog zavisnosti polarne varijable ¢ o uzduznoj varijabli z i vremenu t, diferenciranje po-
preénih jedini¢nih vektora €, i ey, kao sloZenih funkcija po tim varijablama, ide ovako:

de de de,
eloen]-go e . Ge-galoen]-go P,
dz dp oz % oz dz  dz o dep oz € oz
de - de . Op de, dg, 09 _ 5 Op
_p:_.e Z,t :_"._:e , - _ -7
dt  dt ﬂ[‘/’( )] do ot ot ot dt & [o(20)]= do & A
8, &,
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DIFFERENTIAL EQUATIONS OF ELECTRODYNAMICS AND
THEIR MODIFICATION FOR HYPERDYNAMIC FIELDS

Abstract: Maxwell's exact equations of electrodynamics are presented in
two versions - in a difficult to review and unsuitable scalar form, and in
a clearer and more mathematically advanced quaternion form. Due to the
complex structure and painstaking calculation of quaternions, Oliver
Heaviside and Heinrich Rudolf Hertz replaced the quaternions with Max-
well's equations to calculate with simpler and more understandable vec-
tors and scalars. In addition to other simplifications, they formulated four
vector partial differential equations for electrodynamic fields, which are
equally accurate and much easier to solve than quaternionic ones. Due to
the simplifications made, they are incomplete and have a limited range in
use and apply to all static and dynamic macroscopic fields that are rela-
tively dormant and change only directly in time, which satisfies almost
all needs in physics and electrical engineering. It is necessary to modify
the operators of differentiation by time and by space variables (curl, div)
in order that these incomplete equations become valid for functionally
complex hyperdynamic fields, which change directly and indirectly (ki-
netically) in time. This gives generalized complete vector equations of
macroscopic electrodynamics that have a much greater range and cover
all the perceived needs in physics and electrical engineering.

Key words: Maxwell's equations, quaternion, vector, electrodynamics,
hyperdynamic field, direct change in time, indirect change in time, mod-
ification of differentiation operator
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