SVEUCILISTE U ZAGREBU
ELEKTROTEHNICKI FAKULTET - ZAGREB

Dr VLADIMIR NAGLIC

OSNOVI TEORIJE MREZA

ZAGREB,1988.






‘_’}:‘) i J‘ o :'. e i\"" Sy

SVEUCILISTE U ZAGREBU
ELEKTROTEHNICKI FAKULTET - ZAGREB

Dr VLADIMIR NAGLIC

OSNOVI TEORIJE MREZA

ZAGREB,1988,



Odobrenje Odbora za nastavu i izdavacku djelatnost Sveucilidta u Zagrebu
Broj 02-206/1-88 od 5. travnja 1988.

SREDISNJA KNJIZNICA
FAHUI,j ETA ELEKTROTEHNIKE
I RACUNARSTVA - ZAGREB

Inv. br. spE_3L504 Sign:

Cijena za studente Sveu¢ilista u Zagrebu
Din 8.800.—

Tisak: Sveu¢ili$na naklada Liber Zagreb, Trg Marsala Tita 14
Broj 1640/SL



PREDGOVOR

Ova su skripta namijenjena da posluZe kao udZbenik iz
istoimenog predmeta za studente trede godine smjera
"Elektrostrojarstvc i automatizacija" na Elektrotehni&kom
fakultetu u Zagrebu. SadrZaj im je zato koncipiran prema
vaZecem nastavnom programu (ETF-3) tako, da se na njih
moZe prema potrebi nadovezivati gradivo iz postojeéih
skripata V.pred ing., Miroslava Plohla: "Teorija &etvero-
pola". Procjenu, u kolikom stupnju mogu skripta "Osnovi
teorije mre¥a" poslu¥iti studentima ostalih smjero&a za
savladjivanje gradiva iz predmeta istog ili djelomi&no
bliskog podrué&ja, prepultam &itaocima.

Budu¢i da na naSem jezi&nom podru&ju ne postoji udZbe-
nik odgovarajude tematike, smatrao sam potrebnim, da iz
didaktiZkih razlcga detaljnije i preciznije obrazlaZem,
primjerima potkrepljujem i neke naizgled osnovnije pojmo-
ve i postupke, iako bih mogao smatrati da su studentima
veé poznati. Mislim da je na taj nadin uz vide teksta, a
na ustrb suhe saZetosti, s jedne strane safuvana cjelovi-
tost discipline koju pokriva ovaj naslov, a s druge omo-
guceno studentima laganije &itanje i usvajanje veéfeg bro-

ja novih koncepciija.

Ovom prilikom moram odati puno priznanje Ljubici Suraé
za paZljivost i veliki trud, koje je iziskivalo prekuca-
vanje veoma kempliciranog sloga. Isto tako rado istidem
i kvalitetnu izvedbu crteZa ing.Vesne 3tambuk. Cestu stru&-
nu razmjenu miZljenja sa svojim asistentom ing.Vladimirom
Cosidem biljeZim svakako kao pozitivan doprinos ovom izda-
nju. Svima im se zahvaljujem na suradnji.
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1.0VO0D
1.1. OSNOVNE KONCEPCIJE

Teorija elektri&kih mreZa je grana elektrotehnike kojoj
su objekti proucdavanja elektricke mreZe.

Pojam elekiridia mreda i ‘odnosno elektridki krug nije stran
polaznicima stru¢nog dijela studija elektrotehnike. Iako ova
dva naziva ne moraju nuZno biti sinonimi, u okviru ove knji-
ge oba fe se upotrebljavati alternativno, jer je tako u mo-
dernijoj literaturi uobiZajeno. Nastojat ¢e se medjutim, pod
naziv elektrifkih krugova svrstavati jednostavnije elektril-
ke mreZe, koliko tc bude moguée, obzirom da ne postoje oétfe
granice. Tako €emo npr. zvati one mreZfe, koje tvore samo je-
dan zatvoreni strujni tok. Naprotiv, pojam "mreZa" nositi ée
u sebi kompleksnrniiji karakter.

Skup elektri&kih naprava, koje su preko svojih prikljué-
nica elektrifkim vodifima medju sobom spojene, opéenito se
naziva elektrifkom mreZom. U elektrotehnici medjutim, ne bi-
ra se takav skup nasumce, niti se naprave medjusobno spajaju
na bilo kakav nafin i bez stanovitog razloga. Naprotiv, to
se radi svrsishodno s odredjenom namjerom, da bi ta elektriZ-
ka mreZa obavljala izvjesnu funkciju.

Iz toga preizlazi, da elektrifka mreZa u tehni&kim ob-
jektima ima ulogu nekog elektri&kog sistema. Samim tim, moZe
se mreZu i promatrati kao dio velike familije, poznate pod
zajedniZkim imenom sistemi. Taj se pojam namece sam po sebi,a
obuhvacda Ziroki spektar problematike s kojom se inZenjeri su-
srefu . Navodeéi primjerice fizikalne sisteme kao: hidraulié&-



ke, mehanifkog upravljanja, komunikacijske, radunarske, ra-
darsko-navigacione, kontrolne, kao i mno%tvo ostalih, u %i-
rem se smislu ne smiju izostaviti niti ekonomski sistemi,
biolo¥ki, itd. Iako su ti u vedini slu¥ajeva veoma sloZeni,
ipak se mnogi od njih mogu aproksimativno i simboli&ki pri-
kazati kao osnovni jednodimenzionalni sistem prema sl.1.1.1.
U najmanju ruku, svaki od njih ima takav elementarni sistem
kao komponentni dio.

oticaj odziv
A o] sistem | -

SLLit

Analiza i sinteza takvog osnovnog sistema, kada se on mo-
Ze predstaviti ekvivalentnom mreZom, sadrZaj su ovog teksta
u Sirem smislu. Kod toga se, kao 3to vidimo, oéerira s tri
klju&€na pojma: poticaj (pobuda, ulaz, signal), sistem (ekvi-
valentna mreZa) i odziv (izlaz). Upravo zbog veé nagla&ene
funkcionalnosti, korisno je sistem prema ovom prikazu sma-
trati cjelinom. To znafi, da ne treba na strelice poticaja i
odziva gledati kao na ne3to sasvim izvanjsko, Eto nema veze
sa sistemom. Isto tako, promatranje svega onoga ¥to sadrZava
pravokutna "kutija" nazvana (uZe) sistemom, kao nedto izoli-
rano od odziva i poticaja, moglo bi dovesti do krivih zaklju-
gaka. Takovom stavu prema cjelovitosti sistema nidta, me-
djutim, ne protivrjefimo, ako teoretski pretpostavimo sistem
bez vanjskih poticaja i odziva, ali s nekim unutra®njim ener-
getskim stanjem. Pokazat ¢e se naime, da je to stanje ekvi-
valentno poticaju, pa zato "ulazi u strelicu" poticajne funk-

cije.



MreZa, medjutim, kako ¢emo ju naknadno definirati, mo-
Ye biti i ono 3to simboliziraju strelice 1 ono Sto simboli-
zira kutija - svaka za sebe, ali i sve zajedno. Prema tome,
mi éemo mre¥u katkada istovremeno nazivati i sistemom, ali
samo onda kada ée biti razmatrana kao jedinstvena cjelina,
tj. sa stanovista odziva na poticaj.

Analiza sistema, bavi se odredjivanjem odziva, uz poznavanje
funkeija poticaja i sistema, Naprotiv, problem je sinteze konstruira-

ti sistem,uz zadane funkeije poticaja i Zeljenog odziva.

Zapravo, tehnika je u svom najutilitarnijem aspektu
vi%e okrenuta ka konstrukciji, odnosno sintezi fizikalnog
cistema, od kojeg o&ekujemo da “"vr3i odredjeni posao", ne-
go ka analizi veé postojefih sistema. Medjutim, dublje ra-
zumijevanje metoda za analiziranje postojeéih sistema, o&i~
gledno je preduvjet za sposobnost sintetiziranja novog sis-
tema, ili poboljSavanje konstrukcije veé izvedenog. Ova ¢e
knjiga uglavnom tretirati probleme analize, dok ¢e sinteza

biti zastupljena samo sporadiZno.

Postoji viZe na&ina analiziranja razli&itih tipova fi-
zikalnih sistema, ali ovaj veé najavljeni pristup preko ekvi-
valentne mrede, provoditi de se u svakoj prilici, jer je jed-
nostavan i opéenit . Taj se pristup sastoji od predstavlja-
nja sistema ekvivalentnom mrefom povezanih idealizirznih
elemenata, koji su u odredjenom odnosu s parametrima stvar-
nog fizikalnog sistema. Uvidom u tako kreiranu ekvivalentnu
mrefu, mogu joj se izravno pridruZfiti jednadZbe odgovaraju-
éih varijabli, koje u matemati®koj formi karakteriziraju i
time reprezentiraju originalni fizikalni sistem. RjeSenje
ovih jednadZbi daje odziv sistema na dane uvjete i potica-
je.

Prikazujuéi to korak po korak, dolazimo do slijedede
sheme: (1) izvesti odgovarajuéu ekvivalentnu mreZu; (2) na-
pisati jednad?be mrefe; (3) rije3iti te jednadZbe; (4) pri-
mijeniti rjedenje na stvarni fizikalni sistem. Kod toga tre-
ba napomenuti, da se tofke (1) i (4) kod elektriékih siste-
ma, najéefde prepustaju drugim disciplinama elektrotehnike,
a ne tretiraju se u okviru teorije elektri&kih mreZa.



Pristup preko ekvivalentne mreZe za rjeSavanje fizikal-
nih sistegg, prvotno je bio razvijen za analizuypravo elek-
tri¢kih krugova. U toj se namjeni pokazao naro&ito priklad-
nim. Medjutim, danas je veé dobro poznata opéenitost ove me-
tode, tako da se isto tako primjenjuje i na mnoge razli&ite
tipove fizikalnih sistema, Fizikalni sistem karakterizira po-
stojanje odredjenih jednadZbi sisfema, koje ga jednoznaéno
opisuju tj. predvidjaju njegov odziv na neki poznati poticaj.
Naprotiv, biolofki ili ekonomski sistemi ukljuduju u sebi i
stanovite elemente sludajnih procesa, pa su im time i odzi-

-vi predvidivi samo s izvjesnim stupnjem vjerojatnosti. To
ipak ne 2zna&i, da se i takvi tipovi sistema ne mogu rastaviti
na svoje komponente, kojih bi ponafanje bilo analogno fizi-
kalnim sistemima, pa se tako parcijalno i oni mogu analizi-
rati metodom mreZe.

Upravo zato, treba studirati tehniku analize mreZa sa
vrlo generalnog stanoviZta, te postupno sticati sposobnost
prepoznavanja osnovnih zajedni&kih zna&ajki unutar problema-
tike naoko nesrodnih podrué&ja.

Ovaj tekst nema pretenzije da ustanovljava neku opéeni-
tu i sveobuhvatnudefiniciju mreZfe, a koja bi bila prihvat-
ljiva za sve sisteme bez obzira na podru&je. StaviZe, ovdje
se nedemo upuStati niti u diskutiranje definicija poznatih
iz literature. Ipak, dr¥eéi se preuzete koncepcije opredi-
jelit €femoc se za jednu pojednostavljenu i osebujniju defini-
ciju po kojoj ... mreZa je geometrijska struktura medjusobno poveza-
nth idealiziranih eiemenata od kojih svaki reprezentira odredjeni mate-
matidki odnos izmedju dvije zavisne varijable.

Izmedju korica ove knjige pridriavat demo se tako izlo-
#enog tumadenja mreZe. Uz to, da bi precizirali granice po-
drudja naSeg uzeg interesa, dodavat ¢femo u toj definiciji
mreZi atribut "elektri&ka". U tom sludaju zavisne varijab-
le hit ée konkretno: napon i struja.

Ovako prihvadena definicija elektrifke mreZe, odigled-
no je prvi korak ka idealizaciji konkretne (realne) mreZe

elektriZkih naprava, opisane u samom po&etku ovog poglavlja.



Aksiomatski zasnovana teorija mreZa slufi se jo¥ apstraktni-
jom definicijom mre¥e, koristeéi topoloZki pojam linearnog
grafa.t

1.2. IDEALIZACIJA (MODELIRANJE) ELEKTRIEKIH MREZA

Veé u ovim uvodnim razmatranjima o koncepciji mreZe su-
sredemo se s pojmovima idealizacije, idealiziranih elemena-
ta, ekvivalentne mre%e i sl., pa je 1 tome potrebno odrediti
ufe znaenje u okvirima teorije elektriBkih mreZa. Kao i
svaka tehnidka disciplina, i teorija strujnih krugova teme-
1ji se na koncepciji idealizacije ili modaliranja. Releno je,
da za analiziranje nekog fizikalnog sistema moramo biti u
stanju da sistem opifemo kao idealizirani model, sastavljen
od medjusobno povezanih idealiziranih elemenata.

Realne elektri&ke mreZe u praksi, na&injene su od %ica,
svitaka, kondenzatora, dioda, prekida&a i ostalih brojnih
elektriékih naprava, koje jednim imenom moZemo nazivati kom—
ponente elektridkih mreZa.

TeSko da je ikada moguée pokazati na jednu komponentu’
i reéi: ovdje je otpor i nista drugo, ili induktivitet i
nista drugo, kapacitet i ni%ta drugo, itd. Neku takvu tvrd-
nju, ne bi se moglo postaviti &ak niti za ravan komad Zice,
jer i on ima raspodijeljenu induktivnost i kapacitivnost.
Ili drugi primjer: &ak i vrlo dobar kondenzator ima malo
otpornosti i induktivnosti. I.t.d.

Medjutim, prije nego bi matemati&ki metodi mogli biti
primijenjeni na takove mreZe, nufno je "prevesti" mreZu iz
svijeta materijalnih stvari u jedan idealizirani i jednostav-
niji svijet. Sredom, gotovo je uvijek moguée pretpostaviti
da su komponente sastavljene ili iz &istih otpora ili &istih
kapaciteta, ili &istih induktiviteta, ili idealnih energet-
skih izvora, itd. Naravno, to se smije u&initi ako je dopu-
stivo zanemariti razlike (za koje vjerujemo da su za anali-

+ Da bl o tome saznao viZe, zainteresirani &italac upuéuje
se na literaturu koncipiranu u tom smislu(41,42).



zu male), izmedju praktidkih i idealiziranih elektri&kih
mreZa.

Prelazeéi iz svijeta realnosti u idealizirani svijet
odbacujemo sve primjese sporednog i nevainog, a preostaju
esencijalna, elektri&ka svojstva. Proces tidealizacije ili
modeliraenja je redovno potreban u rjeZavanju bilo kojeg pro-
blema u nauci ili tehnici. Elektrotehnika ima sredéu da za-
htijeva relativno mali stupanj idealizacije.

Suprotan proces, realizacija vrada nas nazad u svijet
realnosti. Nakon #to je problem zjefen, mreZa konstruirana,
sve se mora opet sastaviti od materijalnih dijelova. Mate-
matidki se simboli moraju prevesti u bakar, pcluvodide,: od-
nosno u konkretne komponente mreZa. To katkada moZe, ali i
ne mora biti jednostavno. Stavife, nije uuvjek i mogude.

PokuZajmo npr. modelirati jednostavni svitak iz elek-
tri€kog zvonca, kod kojega je bakrena Zica namotana u mnogo
navoja oko stuplaste Zeljezne jezgre (sl. 1.2.1).

- W

sLL2.1
Znamo da ovakav svitak s jezgrom visokog permeabilite-
ta ima induktivnost kao primarno elektri&ko svojstvo. MoZe-
mo*li smatrati da je ta induktivnost konstantna usprkos
moguénosti magnetskog zasicavanja Zeljezne jezgre? Vjerojat=
no moZemo, jer daleko vedéi dio magnetskcg polja prolazi krcz
zrakl Nadalje, takav svitak pokazuje i svojstvo elektriéne
otpofnosti. Tome nije jedini uzrok "istosmjerna" otpornost
bakrene Zice, nego i energetski gubici u jezgri, dielektri-
kumu, i uslijed skin-efekta. Sve to u naSem procesu ideali-
zacije moZemo zamijeniti jedinstvenim ekvivalentnim otporom
RL serijski pridodanim induktivitetu L kao sigurno najsig-



nifikantnijem elementu. Za volju vede to&nosti trebalo bi
uzeti u obzir i kapécitivnost od zavoja do zavoja svitka,
koja time ulazi kao paralelni element CL u na3 model svitka.
Sve ostale karakteristike svitka, kao njegov fizikalni ob-
lik, armatura, i sl., za nas su od sporednog zna&aja. One ne
doprinose vjerojatno ni%ta moguénosti matematiike analize

svitka, na temelju dobivenog modela (sl. 1.2.2.a).

y
£ L
= 31
Ry Ry
-]
a) b) c)
siL2.2

Medjutim, standardni uvjeti upotrebe ovakovog svitka
(npr. niska frekvencija) dopuita odbacivanje zanemarivo male
kapacitivnosti 1z sklopa utjecaja na ponaSanje svitka, pa ide-
alizacija dovodi do pojedncstavljenog modela (sl. 1.2.2.b).

Iduc¢i u procesu modeliranja svitka ka odbacivanju sve-
ga nebitnog, a zadrZavajufi samo osnovne, neizbjieZne karakteri-
stike, moZe se u daljnjem koraku zanemzriti otpornost namotane
Zice. {itav se model svitka time svodi na samo jedan idealizi-
rani element, tj. induktivitet L (sl. 1.2.2.c). :

Iz prikazanog se vidi da niti jedan od ovog sugerira-
nog niza modela nije savrfen, ili &ak da je jednako dobar pod
svim okolnostima. Ipak, vodefi raduna o tome kod svakog od

njih, oni su podesni za matematidki tretman.

Ovo je samo jedan veoma jednostavan primjer procesa
idealizacije realnih fizikalnih naprava, a &itaoci su ve¢ upoz-
nati s time posredno, analizirajuéi nadomjesne sheme (tj. upra-
vo modele) transformatora, elektrid&kog motora, i niza drugih
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uredjaja. Modeli u teoriji mreZfa su sasvim analogni poz-
natim modelima klasi&ne mehanike, kao 3to su npr. Zestica
11i &vrsto tijelo.

Idealizirani elementi mreia, koje femo pobli¥e upoz-
nati u kasnijim poglavljima, su krajnje pojednostavljeni mo-
deli kojima aproksimativno prikazujemo svojstva prakti&kih
komponenata. Iako fizikalni fenomeni tih paprava mogu biti
samo aproksimativno prikazani, idealizirani elementi su po
definiciji preciznd matemati&ki karakterizirani. U teoriji
elektritkih mrefa mi se nefemo baviti izgradnjom adekvatnog
modela konkretnih naprava, veé¢ cemo studirati opca svojstva
veé predocenih mre¥a satinjenih od idealiziranih elemenata.
Pri tome ¢emo imati na umu, da je za neku fizikalnu mreZu,
moguce dobiti takav sukcesivni niz idealiziranih modela te
mreZe, da ponaZanje modela odgovara sve bolje i bolje ponaZa-
nju fizikalne mreZe. Analizom pak modela mreZe, moZfe se pred-
vidjeti ponaZanje fizikalne mreZe pod druga®ijim uvjetima, i
time kona&no, konstruirati bolje elektri&ne naprave.

1.3, KLASIFIKACIJA ELEKTRICKIH MREZA

Nakon #to smo na odredjeni na&in definirali mreZu
i njezine sastojke, a prije nego krenemo na prikazivanje
metoda analize mreZa, potrebno je specificirati one tipove
mreZa koje ¢e biti predmet analize. U ovom poglavlju pokuZat
demo dati izvjesne karakterizacije po kojima mo¥emo svrstati
mrefe u neke razrede. Dakako, ovo ne mofe biti niti potpuna,
niti jest jedinstvena klasifikacija mre%a, Ona €e jednim svo-
jim dijelom biti bazirana prema svojstvima elemenata u mre-
#i, ali e glavnina kriterija upuéivati na opéenitije proma-
tranje mreZe kao cjeline. Zato ¢e u centru paZnje biti kla-
sifikacija mreZa u smislu odnosa odziv-poticaj na razliditim
prilazima mreZe.



1.3.1. Koncentriranost (zbijenost) elektri&kih mreZa

U prethodnom smo odjeljku predutjeli jo¥ jedno u€inje-
no zanemarenje. Stfarno, ako se prisjetimo navedenog primje-
ra, onda je sigurno svaki milimetar Zice namotane u svitak,
doprinosic induktivnosti i otpornosti. Sli¢no je s kapacitiv-
nosti koja postoji izmedju svakog pojedinog navoja mnogo-
struko namotanog svitka.

Prema tome, otpor, induktivitet i kapacitet su kontinu-
irano rasporedjeni uzdu# Zice, a mi smo ih kod kreiranja mode-
la svitka smatrali koncentriranim ,zbijénim u posebne elemen-
te mrefe. Na sredu, mi mo¥emo i nadalje u ostalim primjeri-
ma ta svojstva mrefa smatrati koncentriranim, a da time u
nade predoavanje elektrickih mreZa ne unosimo znadajniju
pogrefku. Prvi razlog za to jest &injenica, da su mreZe sa
zbijenim elementima jednostavnije za razumijevanje i anali-
zu, a drugi, da se teorija mreZa s rasporedjenim elementima
zasniva upravo na onoj sa zbijenim. Naime, raspodijeljene
mrefe mogu se smatrati grani&nim prelazom beskona&nog niza
zbijenth mreZa, kojih dimenzije teZe k nuli. U ovoj tvrdnji
skriva se medjutim, i granica, do koje je proces sabijanja
dopusten. O&igledno je, kada se radi o veoma dugim linijama,
pri vrlo visokim frekvencijama prijenosa, dimenzije nado-
mjesnih elemenata se relativno povedavaju, pa aproksimaci-
ja u&injena koncentriranjem nije vife korektna. Za elektrié-
ne mrefe takvog karaktera kaZemo da su & raspodijeljenim (ili
distribuiranim) elementuma. U preostalom dijelu ove knjige, ti
¢e sluajevi biti %skljuéeni iz promatranja. Predmet anali-
ze biti e samo elektridke mreZe sa zbijenim (il7 koncentriranim)
elementima, dakle one, kojih su fizidke dimenzije zanemarivo male u

poredjenju s valnom dufinom primjenjenog elekiridnog signala.

1.3.2. Linearnost elektridkih mreza

Jedna od naj&eZ€e susretanih i najosnovnijih kategori-
ja po kojima svrstavamo elektrifke mreZe jest njihova Li-
nearmost , i protivno nelinearnost. Iako strogo gledano, u svi-
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jetu realnosti i ne postoji savrZeno linearan element ili 1li-

nearan sistem, sa stanoviita idealizacije mi mo¥emo zamisliti

njihov linearan model. Tim viZe to smijemo u&initi, jer se ve-
‘éina elemenata ili mreZa i ponaSa linearno u granicama iskori-
stivog podrufja promjene svojih gefinicionih varijabli.

U tvrdnju da.jc neki sistem, mreZa ili element (prema prikazu na sl.
1.3.1) linearan, bit demo najsigurniji, ako kademo da f mora biti line-
arna funkeija. Pri tome mislimo na sasvim preciznu matemati&ku
odredjenost pojma linearne funkcije.t

fix)

ix

51.1.3.1

Ovdje treba posebno naglasiti ¥to se sve"krije" u ulaz-
nom vektoru z i izlaznom f(x), ako je prikazani sistem upravo
elektrina mrefa prema dovde usvojenim postavkama. U tom slu-

t Ne ulaze¢i u detalje tumadenja i izvodjenja, ovdje demo samo
ustvrditi da je funkcija £ linearna:

1. ako su njezina domena i kodomena linearni prostori
preko istog skalarnog polja

2. ako je homogena |zna¥i za svako x u njezinoj domeni
i za svaki skalar o vrijedi f(ax) = af(z). -

3. ako je aditivna |znali za svaki par elemenata z 2Ty
iz njezine domene vrijedi £z +z,)= f(x1)+f(x2}ﬁ,

Posljednja dva uvjeta mogu se zamijeniti jednim ekvivalentnim
uvjetom = svojstvom superpozicije, koje je zadovoljeno ako za
svaki par skalara o, i a, i za svaki par vektora x, i =z

: : 1 2 1 2
u domeni vrijedi

f(qlz1+ azmz) - alﬂxj] + azf(xgj



T
&aju vektor z = [xltt), x2{t), cevr %X5(0), x (0), .. ] , mo-

ra u sebi sadrZavati sve poticajne funkcije u mreZi, u koje
spadaju pored aktivnih x(t), jo¥ i pofetna stanja x(0). Isto
tako u izlaznom vektoru f(x), moraju biti sve traZene odzivne
funkcije. Ako uz takvo gledanje funkcija f poloZi ispit line-
arnosti prema matematiZkim kriterijima za linearnu funkciju,

onda je ta mreZa linearna. U protivnom ona je nelinearna.

Uzmimo npr. sistem odnosno mreZu kojoj je izlazna funk-

cija definirana posve jednostavno

f(x)= A z

Domena i kodomena funkcije £ , neka je skup svih real-
nih n-tupla kao 8to je i ulazni vektor x sa svima gore nave-
denim svojstvima. Neka je 4 odredjena nxn matrica, koje su

elementi realni brojevi.+

Test provjere linearnosti ove mre?e proveden je sukce-
sivno na sl. 1.3.2. prema kriterijima za linearnu funkciju.

Iz tog prikaza slijedi da je navedena mreZa linearna.

¥ fix)sAx
-] —
o< flotx)e Adlx aclhy s
—_—— R e
=ef(x)
x4 1(xypx3) rAlxy+22)=
e
sAxpeAxg=lix)+l(xz)

51.1.3.2

¥ Da bi se razlikovali od skalara, simboli za matrice i vekto-
re bit ¢e u ovom tekstu tiskani kurzivnim (kosim) slovima
ili, gdje to ne bude moguée, podvufenim standardnim slovima.
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U praksi je ta provjera obi&no jednostavnija jer nam je
najdeiée poznat sastav mreZe, tj. karakter njezinih elemenata.
Nadalje, u najveéem broju sluajeva, mreZa je jednodimenzional-
na, odnosno prijenos je signala kroz mreZu od samo jednog ula-
2@ na samo jedan izlaz. Osim toga za takovu mreZu mo%emo lako
zamisliti, da nema u pofetku promatranja nikakvu energiju u
sebi, ili kako to druga¥ije kaZemo, da je njezino poéetno sta-
nje nula. Na taj se na&in ulazni vektor x svodi na samo jedan
&lan - poticajnu funkciju x(t), a izlaz postaje takodjer jedan
skalar - odzivna funkcija y(t). Naravno, u tom je slu&aju lak-
Se procijeniti da 1i je odziv proporcionalan poticaju, pa pre-
ma tome i dobiti odgovor na pitanje da 1li je mreZa linearna
ili ne. Na takovu d&emo situaciju naiéi kod definiranja linear-
nih elemenata mreZa. Tada ce ved koristiti slijededi zakljucak,
koji se nazire iz gornjih veoma opdéenitih postavki.

Funkcija, €ija je domena i kodomena skup svih realnih
brojeva, jest linearna funkcija, ako i samo ako je u obliku
y=f(x) = kx, gdje je k konstanta (tj. k nije ovisno o x). Dru-
gim rije&ima, funkcija je linearna » ako i samo ako je njezin
graf pravac kroz ishodilte Xy ravnine. (Treba uo&iti da funk-
cija oblika y=f (x) = kx+b, gdje je b konstanta razliXita od
nule, nije linearna funkcijal).

Glavnina nase paZinje u okviru ovog teksta bit €e pos-
vedena analizi linearnih mreZa, dakle onih kod kojih je odziv
linearna funkcija poticaia. Mora se priznati, da je njihov
tretman ipak daleko jednostavniji nego onaj kod nelinearnih
mreZa, koje éemo ponegdje izloZiti samo u osnovnim crtama. Bu-
duci da se veéina sistema odnosno mreZa, &ak i kod girokog
dijapazona promjena signala, ponaSa pribliZ¥no linearno, onda
su i rezultati dobiveni iz lineariziranog modela dovoljno blis-
ki stvarnom stanju. To su razlozi, da u okvirima opce teorije
mreZa i sistema, stavljamo tefi%te na studiranje upravo linear-
nih mreZa.



& 1% -

1.3.3. Vremenska invarijabilnost (nepromjenljivost)
elektri&kih mreZa

Zapofetu klagifikaciju nastavit demo prema karakteriza-
ciji, koja elektrléke mreZe 1 sisteme dijeli na vrammsk;nqmm~
mjenljive ( ili invarijabilne) i vremenski promjentjive (111 verija—
bilne).

Ova karakterizacija po&iva dobrim dijelom (ali ne bez
iznimke!) na odredjenom svojstvu elemenata od kojih je sastav-
ljena mreZa. Bududi da €e o tome svojstvu biti kasnije viSe re-
Eeno za *sada ustvrdimo, da elementi kojih parametri ne mijenja-
ju veli&inu tokom vremena jesu vremenski nepromjenljivi. U stva-
ri, sliéno kao kod linearnih elemenata, u fizikalnom svijetu
ne postoje potpuno vremenski invarijabilni elementi. Nakon do-
voljno velikeg vremenskog razdoblja parametri svake fizikalne
komponente moraju se promijeniti, u vedoj ili manjoj mjeri. Me-
djutim, za svrhu analize, ove se komponente najée$ée mogu mode-
lirati kao vremenski nepromjenljivi elementi kojima parametri
ostaju konstante, bar do one vremenske granice, koja nas zani-
ma. Nasuprot tome, elemente femo smatrati vremenski promjenliji-
vima, ako je promjena njihovih parametara dovoljno brza, dd
utjefe na ishod analize unutar tog promatranog vremenskog raz-
doblja.

Kao 3to je veé gore upozoreno, za definiranje vremenske
invarijabilnosti &itave mreZe odnosno sistema, ne smijemo se
zadovoljiti samo odredjivanjem, da 1i su sastavni elementi vre-
menski invarijabilni ili vremenski varijabilni. Zato femo to
sada postaviti u opéenitijem obliku pozivajuéi se na prikaz sis-
tema, tj. preko poticaja 1 odziva.

Sistem je vremenski nepromjenljiv, ako wvijek daje jednaki odziv
na zadani poticaj bez obaira kada je taj poticaj primjenjen.

Primjer na slijedeéoj slici 1.3.3. ilustrira ponadanje
jedne vremenski nepromjenljive mrefe u skladu s gornjom defini-
cijom.

Pretpostavimo da ako na sistem (i1i elektri&ku mreZu)

s nekim unutradnjim podetnim sanjem x (o) djeluje poticaj x(t),
dobiva se odziv y(t). Taj sistem €emo nazivati vremenski ne-
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x(t) yit)

x(t-T) yit-T)

51133

promjenljivim ako poticaj_x(t—T), uz isto po&etno stanje siste-
ma kao prije x(o), prouzroci odziv y(t-1) za svaki 120.

Dakle, kod takvih sistema, izvjesno kadnjenje istog ula-
za, jedino prouzro&i jednako zakasnjenje istog izlaza, bez pro-
mjene valnog oblika. Treba medjutim, naglasiti, da i ono isto
poZetno stanje sistema kakvo je bilo u t=0, za sluaj zakaZnje-
log ulaza, postoji tek od trenutka nastupa tog ulaza, tj. od T
vremenskih jedinica poslije t=0.

Definicija vremenski nepromjenljivog sistema, kako je
gore “"opisno" izloZena, mo¥e se jo¥ vife matematidki poopciti
po analogiji s definicijom linearnog sistema. To fe biti naro&i-
to korisno u slufaju kompleksnijeg unutra3njeg stanja sistema,
dakle s vi¥%e razlidito lociranih po&etnih energija, te s vise
poticéjnih funkcija na ulazu, odnosno viSe odzivnih na izlazu
sistema. Kako iz ovoga jasno slijedi primjena matri&ne notacije,
to ée procjena o vremenskoj invarijabilnosti sistema i€i slije-
deéim koracima.

Treba, naime, i ovdje pod pojam ulaza svrstati sve poti-
cajne funkcije, bilo da su to neki stvarno postéjeéi vanjski
ili unutra¥nji aktivni izvori, bilo ekvivalentni izvori zbog
podetnog stanja sistema (sl. 1.3.4.).
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Prema tome, vektor ¢e poticaja u sebi sadrZavati kako
x(t), tako i x(o) elemente, pa ga moZemo prikazati kao

X(t)

[}

T
S{E) % A(E) 2 (E) paas e (0) ity 0)gwss =
1 2 a b

S(t)xz(t) FlaBe

L}

gdje je S(t) jedini&na funkcija.*

Neka taj poticaj prouzro&i odziv sistema
T

Y(t) = f[X{t)]= S(t) [yl (£) ¥ (E) ... ]

= s(t) y(t) /1.3.2/

Razmatrani sistem bit ¢fe vremenski nepromijenljiv, ako
za 1(20) vremenskih jedinica pomaknuti poticaj X

XT[t)= X(t-1) = S(t-T)=z(t~-1) fE:3.3/

prouzroi isto T vremenskih jedinica pomaknuti odziv Y , tj.
prouzroé¢i odziv

YT(t] = Y(t-1) = S(t-1) y(t-1) /1.3.4/

t Prikaz te funkcije biti ée dat kasnije u poglavlju o tipi&-
nim valnim oblicima.
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Sistem koji ne zadovoljava ovaj uvjet jest vremenski
promjenljivi sistem. Treba napomenuti da linearne mre%e ne
moraju nuZno biti i vremenski nepromjenljive,kaoc i obrnuto.
.Glavnina razmatranja u ovoj knjizi biti e pod pretpostav-
kom vremenske invarijabilnosti, osim u sludajevima kada &e
to biti posebno nagla¥eno.

1.3.4. Pasivnost elektridkih mreZa

Podjela elektrikih mreZa na pasivne i aktivne, vr§i se
prema svojstvu kojega karakterizacija nije istog tipa kao
kod linearnosti i.vremenske invarijabilnosti. Tamo je opre-
djeljivanje bilo na bazi stanovitih relacija izmedju odziv-
ne i poticajne funkcije, koje su obje morale biti izra¥ene
definicionim elektri&kim velidinama sistema, dakle ili kao
naponi ili kao struje. pri odlu¥ivanju medjutim, da 1i je
neka mreZa pasivna ili aktivna, nije uobiZajeno mreZu pro-
matrati "sistemski" (poticaj-odziv), jer je ovdje relevant-
na elektrifka veli¢ina izvedena i od napona i od struje, od-
nosno procjena se vrii na bazi elektri&ne energije.

MreZe koje mogu vradati svoju prethodno primljenu elektridnu
energiju vanjskom svijetu, ali nikad u vedem iznosu rego &to su primi-

le, nazivaju se pasivne elektridne mrese.

Jedno od svojstava elektrilkih mreZa jest da mogu ili
upijati, ili uskladiStavati elektri®nu energiju. Fri tcme
izraz "upijati", treba zna&iti da je energija definitivno
preuzeta odnosno apsorbirana od mreZe, te da vife ne mo¥e bi-
ti raspoloZiva u svom elektri&kom obliku. Naprotiv, uskla-

distena elektriZka energija u mre¥i, mo¥e biti ili zadrZana

u onim elementima mreZe koji su neka vrsta energetskih rezer-
voara, ili u slu€aju potrebe vradena nekoj drugoj vanjskoj
mreZi. Time ona ostaje iskoristiva u svom elektri&kom obliku.

Zamislimo elektri&ku mre%u sa&injenu od proizvoljno
povezanih razli&itih zbijenih elemenata. Neka je ta mreZa
(simboli&ki) smjeStena u tzv. crnu kutiju, sa dvije priklju&-



nice izvulene izvan kutije.+ Te dvije priklju&nice predstav-
ljaju jedini prilaz mre%i, i sva elektrifka mjerenja kao i
priklju&ivanja na ostale mreZfe, mogu se vr¥iti samo na tom
prilazu. Stoga se moZe govoriti jedino o naponu izmedju tih
?rikljuénica i struji preko tih priklju&nica, ako je na njih
priklju&ena bilo kakva vanjska mreZa. Da bi postavili for-
malnu definiciju pasivne mreZe, neka su polariteti napona
(u) i smjerovi struje (i) na prilazu promatrane mreZe (M)
upravo kao na prikazu sl.1.3.5.

ift)

VANJSKA

3 REZ
MREZA uft) rEea

irt)

S1.1.3.5

Ako sa E(t) oznadino sveukupnu mreZi izvana isporuenu
energiju do nekog vremena t, M d&e biti pasivnma mrefa ako vri-
jedli:

E(t) = J u(e)i(t)de’ > 0 /1.3.5/
ili &
E(t) = tf ulE )4t )aet+ E(t0)= w{to,t]+E(tD) 2 0
o]

za svaki pcéetni trenuteak to' za sako vrijeme t = to’ te za
bilo kakve valne oblike napona i struje na prilazu.

T Za kutiju kaZemo da je crna, da naglasimo nemogucénost uvida

Eto se nalazi unutra i $ta se u njoj dogadja.
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Kao %to je vidljivo, u drugom obliku gornje definicije, sa
E(to) oznadili smo energiju uskladiftenu u mreZi u trenutku
tOlr a sa W(to,t) energiju predanu mreZi od vremena t0 do
vremena t.

Mre%a koja ne zadovoljava taj uvjet, tj. za koju je

E(t) < 0 , naziva se aktivna mreZa.

Da bi ovu definiciju pasivnosti poopé¢ili na mreZe sa
vide prilaza (parova priklju&nica) preko kojih se energija
mo¥e mre?i izvana dostavljati, uvest demo matriéni prikaz
za napone i struje. Kao %to smo veé u dosadadnjem izlaganju
&inili, bit ée za n prilaza mreZe
u (t) [ul(t),uztt),.-.,un(t)]T,a

[0 @]

(t)

Po analogiji sa gornjom definicijom za jedan prilaz,
mreZa sa n prilaza bit fe pasivna ako vrijedi

t
E(t) = J u (t’) i(t)at’ 2 0 Ji3.67
-0
Iz jednakosti /1.3.5/ odnosno /1.3.6/ za pasivnu mreZu,
suma uskladi&tene energije u t0 i energije isporufene mreZi

od to do t, ne smije biti negativna.

U ovoj ¢ée knjizi biti analizirane kako pasivne tako i

aktivne mreZe.

1.3.5. Recipro&nost elektrié&kih mreZa

pPosljednje svojstvo koje demo spomenuti u ovoj klasikfi-
kaciji, a po kojem se jo¥ mogu dijeliti elektrilke mreZe,
jest njihova reciprodnost odnosno nereciprodnost. Buduci da de
ovo svojstvo, kasnije kod izlaganja teorema mreZa biti pre-
cizno definirano, ovdje ¢emo se zadovoljiti samo s opisnom

karakterizacijom.

Za mre3u se kaZe da je reciprodna, ako u sludaju medjusobne zamje-

ne prilasa poticaja i odziva, odnos izmedju poticaja i odziva ostaje

nepromijengjen.



Tako npr. prema slici 1.3.6.a) pretpostavimo mreZu u
crnoj kutiji s pofetnim stanjem nula. To fe znaéiti, da u
trenutku poetka promatranja, u mreZi nema uskladiStene
energije. Neka je poticaj napona ul(t) na prilazu 1-1', a
odziv struja i,(t) na kratko spojenom prilazu 2-2' ove mre-
Ze. Na sl. 1.3.6.b),na istu je mreZu sada primijenjen po-
ticaj u obliku napona na prilazu 2-2’, koji je u prethod-
nom slud¢aju bio kratko spojen. Odziv ¢fe biti struja na
kratko spojenom prilazu 1-1’, na kojem je u prethodnom
sludaju bio primijenjen poticaj. Uz smjerove struja i na-
pona prema slici,promatrana mreZa bit ¢e reciproé¢na, ako
uz u2{t)= ul(t} slijedi i, (t)= i,(t). To mora vrijediti
za bilo koji par prilaza mreZe (ovdje specifiéno oznaenih
s 1=1! i 2=27%),

1 !
to—] < : c .
o MREZA iatt) Ty MREZA (
uy 1 1y "'2 t)
e | 4 M
T 2 v >
a) b)

51136

Ako mreZa ne zadovoljava ovaj uvjet ona je nereciproé&-
na. Nas ¢e u analizi mreZa zanimati kako reciproéne, tako i

nerecipro&ne mreZe.
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1.4. VARIJABLE ELEKTRICKIH MREZA

Prema dosad izloZenim stavovima, elektrifke mreZe dobi-
vaju se medjusobnim povezivanjem zbijenih elemenata. Tipi&-
ni elementi su otpori, kapaciteti, induktiviteti i transfor-
matori. To znadi da elementi mogu imati dvije prikljué&nice
(dvopolni element kao npr. otpor) ili viZe od dvije prikljud-
nice (n-teropolni element kao npr. transformator ili tran-
zistor). U skladu s iznesenim svojstvom zbijenosti, slijedi
da je kod elemenata s dvije prikljufnice struja koja ulazi
u jednu od priklju¥nica jednaka u svakom trenutku onoj ko=
ja izlazi iz druge prikljuénice.

Zato demo smatrati, da su definicione varijable mreZa
struja i(t) koja prolazi kroz dvopolni element mreZe i napon
na njemu u(t). Analogno kod n~teropolnih elemenata, biti ce
to struja koja prolazi svakom priklju€nicom i napon na svakom
paru prikljuénica.

Izuzetno e u nekim sludajevima biti potrebno posluZiti
se i s drugim varijablama, koje su u odredjenom fizikalno-
-matemati&kom odnosu s naponom i strujom, kao 35to su elek-
tri¢ki naboj, magnetski tok, energija i snaga. Sve cemo ih
zajedno smatrati osnovnim (zavisnim) elektridkim varijablama mre-
Ze, a svaka fe od njih biti funkcija (nezavisne) varijable
vremena.

Oslanjajuéi se ponovno na usvojenu definiciju elektri&-
ne mrefe, odredimo znadenja jos nekih pojmova s kojima
opisujemo mre%u, ali koji se za razliku od elektritkih va-
rijabli mogu smatrati topolofkim varijablama mreZe. Tako ce
dvopolni elementi kao sastavni dijelovi elektriéne mreZe
biti nazivani grane mrede, a prikljuénice tih elemenata J&voro-
vi (Svori¥ta) mrefe. Termini “"grana" i "&vor" su zapravo nedto
opéenitiji pojmovi od "element"” i "prikljudnica", kao 3to
ée se kasnije pokazati. Ipak, poznavajuci njihovu suitinu
mogu se &esto i naizmjeni&no upotrebljavati. Slika 1l.4.1.
je shematski prikaz jednog primjera elektri®ne mreZe. Ova
ima &etiri &vora (ozna&ena su (:),(:),(:) i (:)} i Sest gra-



& Y e

na (ozna&%enih s 1, 2, 3, 4, 5 1i6).

SL1& 0

Treba napomenuti, da sa stanovi$ta oblika mreZe, nijé
pogrefno smatrati grane 5 i & jednom granom u kojem slu&aju
otpada iz prikaza &vor (:). Kasnije demo vidjeti, da se po-
jam &vora u opéenitijem smislu, upravo pridruZfuje prikljué-
nici koja je zajedni&ka skupu viZe od dva elementa.

Ako se sad vratimo na elektri&ne varijable kojima éemo
najcesce opisivati mreZu, onda ¢e to biti napon grane 1 stru-
ja grane. Tako je na primjer 13, struja grane u grani 3, a
u; napon grane na grani 3.

1.5. REFERENTNA USMJERENJA (REFERENCIJE)

AkO se ponovno pozovemo ra primjer mreZe sa sl.l.4.1.
vidi se da smo uz navedene elektridke varijable ucrtali iz-
vjesne smjerove odnosno polaritete. Buduéi da smo sasvim
proizvolijno struji i3 dali smjer od &vora (:) do &vora (:),
a naponu u, dodijelili pozitivni polaritet uz &vor (:), ovo
se stanje moZe podudarati sa stvarnim stanjem u grani 3,
ali istim pravom mo%¥e biti i obrnuto. Stavife, to se stanje
moZe u istoj mreZi u jednom trenutku vremena poklapati s
pretpostavljenim smjerovima au drugom biti upravo obrnuto.
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Da bi dobili ispravne rezultate u analizi mreZe, mi moramo
neprestano slijediti trag stvarnog stanja u mreZi, pa sto-
ga moramo imati jedan &vrst oslonac, prema kojemu ¢e se to
stanje odredjivati.

To drugim rijefima zna¢i da mi dogovorno pridruZujemo
granama mrefe odredjene referentne smjerove za struje i referent-
ne polaritete za napone , pa s tima usporedjujemo stvarne smje-
rove i polaritete. Stvarni susmjerovi ili prethodno poznati
odnosno zadani, ili su to oni koji proizlaze kao rezultat

analize mreZe.

Biti precizan u tumaenju ovih konvencija o referent-
nim usmjerenjima od vrhunske je vaZnosti za svakog inZenje-
ra elektrotehnike, jer je bez toga nemoguée pratiti pona-
Sanje %ak i veoma jednostavnih elektri&kih mreZa. Upravo
zbog toga definirat éemo referencije na primjeru prema sl.
1:5.1.

3

-

SiL1.5.1

Na ovoj je slici prikazan samo jedan dvopolni element
mrefe bez obzira na prirodu njegova ponafanja. Prema tome
on mo¥e biti otpor, kapacitet, dioda, ili bilo koji drugi
element sa dvije prikljué&nice ovdje oznafene s A i B. Upra-
vo zato moZemo ga opdenito nazivati granom. Referentni su
smjerovi isto oznaleni na slici: s plus i minus simbolima
uz priklju&nice A odnosno B za napon, a sa strelicom usmje-
renom od A prema B za struju.



Uz tako odabrana referentna usmjerenja smatrat e se
po ve¢ ustaljenom pravilu, da je napon grane "u"pozitivan u
vremenu t, tj. u(t) > 0 kada je elektri&ni potencijal
uA(t) od A u &asu t,veéi od potencijala uB(t) od B u ¢&asu t.

Kod toga trebaju oba ova potencijala biti mjerena u
odnosu na istu referentnu tofku, pa vrijedi

u(t) = u, (£) - uB{tJ> 0

Nadalje, smatrat de se da je struja grane "i" pozitivna
u vremenu t, tj. i(t) > 0, kada isti tok pozitivnih naboja
u &asu t ulazi u granu kod A i izlazi kod B.

Pri analizi mreZe mi referentna usmjerenja stavljamo
proizvoljno, pa stoga oni ne mogu biti pokazatdlj stvarnih
smjerova fizikalnih velidina u granama. Tek zajednidka po-
stavka u(t) > 0 ili i(t) > 0, skupa s referentnim usmjere-
njima, zna&i podudarnost stvarnog stanja i referencija.

Iako su u principu, referentni smjerovi za struju gra-
ne neovisni o referentnim polaritetima za napon grane, uo-
bifajeno je da orni budu povezani na na&in kako je to udi-
njeno na sl.1.5.1. U tom sludaju vidimo da pozitivna stru-
ja ulazi u granu ked prikljuénice ozna&ene s plus predzna-
kom, a napusta granu kod priklju¥nice s minus predznakom.
Tako odabrane referencije nazivaju se pridrufena referentna
usmiererja, 1 tal de princip ozna&avanja biti provodjen kroz

a¥enc. Zate de katkeda dewvalino dati npr. samo referent-
ne smierove struje, pa da se uz po¥tivanje pridruZenosti,
referentni naronski polariteti automatski znaju.

Kasnije demo vidjeti, da se toj konvenciji neéemo pri-
klaniati, ako ne postoji takav izraz za identifikaciju dvo-
pclnog elementa, koji stavlja u odnos obje definicione vari-
jable. Ta ¢e situacija npr. nastupiti kod idealnih izvora.
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1.6. KIRCHHOFFOVI ZAKONI

Elektri&ke varijable (struje, naponi, ...) 1 topoloZke
varijable (&vorista, grane, ....) elektri&kih mreZa, kako
smo ih skupnim imenom nazvali u poglavlju 1l.4., povezuju me-
djuscbno osnovni postulati elektri¥kih mre%a - Kirchhoffovi
zakoni. Studentima vi$ih godi¥ta dobro su poznata dva Kirch-
hoffova zakona, koja €e ovdje biti postavljena na uobidaje-
no pojednostavljeni na&in. Kasnije u tekstu, profirit cemo
te postavke do mnogo opéenitije formulacije.

1.6.1. Kirchhoffov zakon struje (KZIS)

Kirchhoffov zakon struje (u daljnjem tekstu skracdeno
KZS) , odnosno katkada u literaturi zvan i prvi Kirchhoffov
zakon, razmatra strujne prilike u mrefama za koje tvrdi sli-
jedece:

Algebarska swna svih struja grana, koje se sastaju u bile kojem
Svoridtu neke elektridke mreie sa zbijenim elementima, jednaka je nuli
u svakom trenutku.

Pri tome izraz "algebarska" zna¢i,da moramo sve struje
kojima je referentni smjer prema &voriStu uzeti s jednim
predznakom, a one kojima je referencija usmjerena od évoris-

ta treba uzeti u sumiranju s protivnim predznakom.

Kojem od ovih smjerova dati pozitivan predznak, a time
onom protivnom negativan, ponovno je stvar dogovora, sliéno
kao kod dodijeljivanja predznaka smjerovima struja grana.
Drugim rije¥ima,pri analizi neke mrefe potrebno je pridruzi-
ti promatranom &vori¥tu jednu referentmu orijentaciju dvoridta,
koja mo¥e biti "uperena" alternativno ili prema &voriStu ili
od &voriita. Te su referentne orijentacije crtkano oznalene
samo uz &vorove (:),(:), iC:)odabranog primjera strujnog
kruga na sl.l.6.1. Dalje kod pisarnja jednadZbi Kirchhoffovog
zakona struje slijedimo uobidaienu logiku - slaganje je “"pozi-
tivna" pojava, a neslaganje "negativna". Prema tome, struje
grana kojih se referentni smjerovi podudaraju s referentnon
orijentacijom &vori%ta na kojeg su prikljucene, ulazi u jed-
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nadZbe KZS sa predznakom “"plus". Obrnuto, struje grana ko-
jih su referencije protivne od odabrane orijentacije &vo-
ra, ulaze u jednadZbe s predznakom "minus”.

Y
i
[
i
s

|
.

SL16.1

Tako npr. za elektri&ki krug prema sl.l.6.1. K2S pri-.
mijenjen na &vor (:) tvrdi da je za svaki t

1)(8) + 1,(€) = ig(t)= 0 /1.6.1/

budu¢i da se referentni smjerovi struja i, i i, podudaraju
s odabranim referentnom orijentacijom &voriita (:), dok se
referentni smjer struje 13 ne slaZe s tom corijentacijom.
Analogne, piSuéi jednad¥fbu KZS za &vcrifte (:)dobiva se

iZ(t) = i,(t) - iS(t} =0 /1.6.2/

JednadZbe kao 5to su /1.6.1/ ili /1.6.2/, dobivene na
osnovi KZS za razlidite &vorove, nazivat e se i jednadibama
Zvorova,

Ovdje treba napomenuti, da se referentne orijentacije
CvoriSta kod analize mreZa uglavnom ne ucrtavaju veé se
"drZe u glavi".Nepotrebno je, naime, ugro¥avati preglednost
sheme suviSnim crteZima, kad se mo¥e jednostavno zamisliti
da su sve orijentacije &vorova usmjerene npr. od gvora!



Tada €e u svakoj jednadibi KZS, struje koje odlaze od dvora biti
zastupljene s pozitivnim predznakom, a one koje dolaze u dvor s nega-
tivnim predznakom. Taj ¢e princip, da je "prava", "pozitivna"
orijentacija ona od &voriSta, biti gotovo dosljedno provo-

djen u daljnjem tekstu.
Prema tome bi i jednadZiba /1.6.2/ onda izgledala ovako:

—iztt) + i, (t) + igl(t) =0 /1.6.3/1‘

Na kraju treba naglasiti da su jednadibe KZS linearne
homogene algebarske jednadibe s konstantnim koeficijentima. Nadalje
KZS je u potpunosti rezultat konfiguracije mreZe, tj. nadi-
na na koji su najrazli&itiji elementi mreZe medjusobno pove-
zani, ili kako se to u teoriji mreZa kaZe, on je baziran na
topologiji mrefe. Iz toga slijedi da je K28 meovisan ¢ prirod:i
elemenata mre3e, tj. on se moZe primjenjivati na sve mrezZe s
koncentriranim elementima, bilo da su oni linearni ili neli-
nearni, vremenski konstantni ili vremenski varijabilni. Ko-
nadno, mofe se reéi, da KZS izraZava fizikalnu ¢injenicu
odr3anja naboja u svakom Zvoridtu. Naime, iz tog zakona proizlazi
da strujanje elektriciteta u elektriZkoj mre%i ima karakter
nestla¥ivog strujanja, tj. da u svakom trenutku mora iz pro-
matranog &vora toliko elektriénog naboja otidéi, koliko ga
je u taj &vor uslo.

1.6.2. Kirchhoffov zakon napona (KZN)

Prije nego predstavimo ovaj zakon, potrebno je opisati
pojam put , odnosno njegovo zna&enje u okviru teorije elektrié&-
kih mreZa. Ako promatramo elektri&nu mreZu kao skup grana
povezanih u &voriStima, onda put tvori onaj dio grana i &vo-
ri¥ta, koji se dobiva polazedi od jednog &vori%ta, nizajuci
redom jednu ili viZe grana, i na kraju zavr3avajuéi u dru-

+ Iz ovoga je proizvoljnost odabiranja orijentacije &vorista
o&igledna, jer ako vrijedi jednad?ba /1.6.2/, mora vrije-
diti i kad ju pomnoZimo s (-1), pa dobijemo jednadZbu
v Ol T U



gom &voriitu. Put kod kojega je polazno &voriste ujedno i
zavr&no &voridte, naziva se zatvoreni put. Iskusniji &italac
vjerojatno vedé intuitivno osjeda bliskost pojma zatvoreni
put, s onim 3to je navikao susretati pod nazivom petlja.
Ovo potonje, medjutim, bit e kasnije preciznije definira-
no.

Kirchhoffov zakon napona (u daljnjem tekstu skraceno
KZN) odnosno katkada u literaturi zvan i drugi Kirchhof fov
zakon, razmatra naponske prilike u mrefama za koje tvrdi

slijedede:

Algebarska suma svih napona grana, koje se nalaze dui bilo ko-
jeg zatvorenog puta neke elektridke mreie sa zbijentm elementima, jed-

naka je nuli u svakom trenutku.

Nije potrebno ponavljati ono veé re€eno kod izlaganja
KZS, na ovom istom mjestu. Po analogiji s tim, kod primjene
KZN u analizi mre¥e, potrebno je pridruZiti promatranom
zatvorenom putu jednu referentnu orijentaciju zatvorenog puta. o&i-
gledno, ova orijentacija moZe biti alternativno ili u smi-
slu okretanja kazaljke na satu, ili protivno od smisla okre-
tanja kazaljke na satu. Te su referentne orijentacije crtka-
no oznadene samo uz zatvorene puteve I i II odabranog pri-
mjera strujnog kruga na sl.1.6.2. PiZudi algebarsku sumu
koja izraava K2ZN, pridruZujemo plus-predznak onim naponi-
ma grana kojima su se pozitivni referentni polariteti nasli
uz rep strelice referentne orijentacije promatranog zatvo-
renog puta. Obrnuto, naponi grana kojima se pozitivni refe-
rentni polariteti nalaze uz vrh strelice referentne orijen-
tacije zatvorenog puta, ulaze u jednadZbu KIZN s predznakom
"minus". Logika ovakovog postupka narolito je evidentna,ako
je prikaz mreZe dat s pridruZenim referencijama.

Tako npr. za elektri&ki krug prema sl.l.6.2.a), KZN

primipnjen na zatvoreni put I tvrdi da je za svaki t
—u4(t) + u5(t)— us(t) =0 /l.6.4/

buduéi da su pozitivni referentni polariteti grana 4 i 6

uz vrh strelice referentne orijentacije zatvorenog puta I,
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a pozitivni referentni polaritet grane 5 nalazi se uz rep
strelice referentne orijentacije tog zatvorenog puta.

Analogno pi%ucéi jednadZbu KZIN za zatvoreni put II pre-
ma sl.1.6.2.b), dobiva se

—ul(t) - u3(t} - uq(t) + us{t} =0 /1.6.5/

JednadZfbe kao &to su /1.6.4/ ili /1.6.5/, dobivene na
osnovi KZN za razlidite zatvorene puteve, nazivat c¢e se i
JjednadzZbama petlji.

Tzbhor smisla okretanja referentne orijentacije nekog
zatvorenog puta, u principu je posve proizvoljan. Medjutim,
jednostavnije je pretpostaviti da svi promatrani zatvoreni
putevi imaju referentne orijentacije u istom smislu, npr.
kao okretanje kazaljke na satu. Po analogiji s onim Sto je
o sli%nom izboru redenc kod KzS, moZe se takova orijentacija
(uvjetno) smatrati "pravom", odnosno "pozitivnom". Vidjet
ée se kasnije (naro¥ito kod razmatranja dualnosti), da je
spomenuto opredjeljenje u nekim sludajevima korisno. Odlu-
&iv&i se za to, svi bi &lanovi u jednadZbi /1.6.5/ promije-
nili predznak, pa bi dobili za zatvoreni put II, s protivnom
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referentnom orijentacijom, jednadZbu KZN u obliku

ul(t)'+ u3(t) +u,{t) - ug(t) =0 /1.€.6/

Bez ponavljanja posebnih obja¥njenja, i za jednadibe
KZN se moZe reéi, da su to linearne homogene jedncdiLe s konstant-

nim koeficijentima, te da su neovisne ¢ prirodi elemenata mreic.

1.7. VALNI OBLICI

Elektri&ke varijable mreZa napon {(u) i struja (i) kao
funkcije vremena (t), redovno €e u analizi mreZa biti pred-
stavljene u obliku matemati&kih formulacija. Ove su formu-
le upravo aproksimativni modeli stvarnih valnih oblika tih
elektrigkih velidina, u istom smislu, kao ¥to su elementi
idealizacije stvarnih komponenata mreZa. Kompletan matema-
ti&ki opis nekog napona ili struje zahtijeva specifikaciju
¢itave vremenske funkcije, tj. u(t) za svaki t, odnosno
i(t) za svaki t. Drugim rije®ima, potrebno je ili tu funkci-
ju imati prikazanu tabelarno (pored svake mogude vrijednosti
za t, njoj odgovarajuéa vrijednost npr. u(t)), ili imati
pravilo koje omogudava izradunavanje u(t) za svaki moguci t.
Ovdje se susredemo s potrebom dvostruke notacije kada je
rije® o valnim oblicima, veé prema tome, kako taj pojam
shvacdamo.

Naime, ako pod tim podrazumijevamc Zitavu funkciju
napona u, dakle primjerice ono $to kao kompletan valni oblik
vidimo na ekranu osciloskopa, onda demo to nazivati valnim
oblikom napona, i oznadavati kao u ili u(-). Rko, pak, misli-
mo samo na odredjenu (momentalnu) vrijednost napona za nekc
posebno vrijeme t, onda ¢femo to oznacavati kao u(t). Vrati-
mo li se na gore spomenutu tabelu, tada bi u(-) odgovaraio
&itavoj tabeli, a u(t) jednom njezinom retku. Razlika izme-
dju te dvije koncepcije oznadavanija, biti ¢e moZda uo&ljivi-
ja na primjeru iz sl. 1.7.1.

Iako je vaZno usvojiti postojanje ove distinkcije,mi
se nedemo toga striktno pridrZavati. Doslovno naglaZavanje
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te razlike u svakoj prilici, dovelo bi do veoma dugih i za-
mrZenih redenica, a &esto je iz teksta lako zakljuditi na
koju se varijantu konkretno misli. Na mjestima gdje bi se
mogla o&ekivati dvojba u tom zaklju&ivanju, nastojat cemo

istaéi pravilan oblik.

U ovom éemo poglavlju definirati samo neke vaZnije val-
ne oblike, koji se &e3cfe susredu u elektrotehnidkim proble-
mima.

Kao prvi primjer navest demo eksponencijalni valni oblik.
PridrZavajuéi se uvodno iznesenih razlika izmedju valnog
oblika i vrijednosti funkcije u nekom trenutku t, morali bi
za ovaj primjer definiciju postaviti na slijededi na¢in.

Valni oblik f(-) kojega ¢femo nazivati eksponencijalnim

definiran je kao

ot

f(t)= K e za svaki t SLeTlif

K i ou tom izrazu predstavljaju neke konstantne brojeve.

Uz o realno i negativno taj je valni oblik - opadajuéa,
a uz o realno i pozitivno - rastuca funkcija vremena.
Ako je o = 0, postaje f£(t) = K 3to je najjednostavniji val-
ni oblik tj. konstanta. Primjer eksponencijalnog valnog obli-
ka prikazan je na slici 1.7.2.
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Definirajmo nadalje veli&inu T = 1/|o|. Uz o < 0 ovu
veli&inu zovemo vremenska konstanta eksponencijalno opadajuceg
valnog oblika. U tom je slu&aju prema izrazu /1.7.1/,
£(T) = K/e, 3to pribli¥no iznosi 0,377 K. Drugim rije&ima, po
isteku vremena jednakog jednoj vremenskoj konstanti, eksponen-
cijalno opadajuéa krivulja dosi¥e otprilike 38% svoje pocetne
vrijednosti (u t=0). Buduéi da ve¢ nakon Cetverostruke vremen-
ske konstante ordinata te krivulje pada na ispod 2% polazne
vrijednosti, zakljudujemo da je taj valni oblik nakon vrlo
kratkog vremena prakti&ki jednak nuli. Naj&eZce je, naime,
veli&ina vremenske konstante tek mali dio sekunde.

Ne samo da eksponencijalni valni oblik vrlo &esto su-
srefemo u prirodi, nego je i za nas veoma interesantan zbog
niza korisnih svojstava. Ako, naime, deriviramo izraz 5 et e B

po vremenu dobivamo

4

at) ot
dt

(Ke = gKe eds2d

8to je opet isti valni oblik kao i prije deriviranja, osim
razlike u mjerilu. Sli&no,ako integriramo eksponencijalni val-
ni oblik u granicama od nekog t_ do t,dobivamo



t ;
; x etar =-§-e”t+ K, F1.. 039

)

%to se grafi&ki, prema prvotnom obliku, razlikuje samo za
konstantu. S elektrotehnilke tofke gledi¥ta to znadi, da
eksponencijalni signal prolazeéi kroz pojadalo, derivator
ili integrator zadrZava u suStini isti valni oblik. Posebno
u elektridkim krugovima, &esto femo se susretati s linearnom
kombinacijom eksponencijalnih wvalnih oblika razli&itih para-

metara, primjerice kao

4t -t

+ e za t > 0

fe(t) =1 - 2e

Treba uo&iti da takav valni oblik (sl.1.7.3) ako
t -+ » ne teZi ka nuli.

SL123

KruZne funkcije sinus i kosinus bliske su nam iz tri-
gonometrije. IzraZavaju vertikalnu i horizontalnu projekciju
gibanja tofke po jediniénoj kruZnici, u ovisnosti kutne pro-
mjene pravca koji spaja tu to&ku i ishodifte. Valni oblik ka-
rakteriziran tim funkcijama zovemo jednim imenom sinusoida, i

definiran je kao
f(t) = A cos (wt +4) za svaki t /l1.7.4/

Konstanta A naziva se amplituda sinusoide. Konstanta
w naziva se (kutna) frekvencija a mjeri se radijanima u sekun-
di. Konstanta ¢, mjerena u nekim od kutnih jedinica naziva
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se faza sinusoide. Sinusoidalni valni oblik prikazan je na
slici 1.7.4.

Acos fuwlef)
| . r3r
;" .
A
/ 3 !
7]
SIL7. ¢
Buduéi da se sinus i kosinus medjusobno odnose prema
relacijama cos(a- 1/2) = sin ¢ i  sin(a+ 7/2) = cos a, ofi-

to je da se valni oblik izraZen kosinusnom funkcijom prema
/1.7.4/ moZe izraziti i ekvivalentnom sinusnom funkcijom, ali
s drugadijom fazom. Naravno, vrijedi i obrnuto! Upravo zato,
opravdano je obje forme nazivati jednim imenom - sinusoida.

Sinusoida i (prethodno izloZena) eksponencijalka u
bliskom su "srodstvu", buduéi da pripadaju skupini funkcija,
po kojima se odvijaju mnogi procesi u prirodi! Tako uz pomoé
poznate Eulerove formule et x o cos x + j sin x slijedi:

(ijt+ e—jmt)

1
cos wt 5

/1.7:5/

sin wt %7

3 (ejwt _ e—gwt)

Ovi €e nam izrazi biti &esto potrebni u analizi mreZa.

PotraZimo sada najmanji pozitivni broj T takav, da
bude cosw(t+T) = coswt za svaki t. Ako si pomognemo grafié&-



kim prikazom to zna&i, da pomifucéi sinusoidu iz svog osnovnog
poloZaja du% vremenske osi, treba odrediti broj vremenskih je-
dinica, koji je ta sinusoida prefla do svog prvog potpunog pre-
klapanja s onom osnovnom. Za analiticko dobivanje rezultata
treba gornji zahtjev rastaviti po adicionom teoremu, pa dobi-

vamo:
cos wt cos wT - sin wt sin wT = cos wt

Ova e jednadZfba biti zadovoljena za svaku vrijednost
t, samo ako je: cos wl=1 i sin wT = 0. Odavde slijedi da
mora biti wT = kx27 , odnosno T = kx 2n/w, gdje je k bilo
koji cjelobrojni viSekratnik. No, budué¢i da traZimo najmanju
pozitivnu vrijednost za T, mora biti k upravo jednak jedinici.

Zato je:

_2n
T = = /1.7.6/

Ova je velidina poznata pod imenom period sinusoide.
Za vrijeme T sekundi sinusoidalni val prodje kompletan jedan
ciklus svih svojih vrijednosti, pa zatim drugi ciklus opiSe
za slijedeéih T sekundi, itd. Broj tih ciklusa u jednoj sekun-
di je prema tome 1/T, 8to s pomoéu /1.7.6/ iznosi

4 ¢ /1.7.7/

1 _w
T 2n
Veli&ina f poznata je kao(numerié&ka) frekvencija si-
nusoide, u sus$tini isti pojam kao i w, od koje se razlikuje
samo za faktor 2m. Jedinice s kojima se mjeri f su periodi/se-

kundi, odnosno "herci" (Hz).

Veé spomenuta srodnost sinusoide i eksponencijalke,
ofituje se i u sliénosti ponaSanja pri prolazu takvih signé-
la kroz idealni derivator ili integrator.

Buduéi da vrijedi

é% (cos wt) = -w sin wt = wcos(wt + % ) X T B



t
J cos wt'dt' = 2 8 sin wt - £ 3 sin wt_ = 1 cos (wt- %] + K
¢ w w o w o
o

7 4 W s I 4

vidimo da deriviranjem ili integriranjem sinusoidalnog valnog
oblika, dobivamo opet sinusoidu iste frekvencije. Ta je &inje-
nica jedan od bitnih razloga Ziroke primjene sinusoidalnog val-

nog oblika u elektrotehnici, a posebno u elektrilkim mreZama.

Daljnji valni oblik, vaZan u elektri¢kim mreZama,karak-
terizira odredjena kombinacija eksponencijalke i sinusoide.
To je tzv. prigufena stnusoida, koju definiramo izrazom

f(t) = A et cos (wt +¢) za svaki t f1aTo10f
U ovom su izrazu A, ¢ i ¢ realne konstante, s tim da jo3$ mora
biti ¢ < 0. (Opdéenito gledano, moZe postojati i wvalni oblik
f(+) ako je o 2 0, no tada on nije priguSena sinusoida). Pri-
gufena sinusoida prikazana je na sl. 1.7.5. Treba zapaziti da
funkcija +A e °t stalno ograni¢ava prostor osciliranja, te se

naziva anvelopa priguSene sinusoide.

A cmcosfarhfj,b"a
\\\
M
= &t
o 8 ANVELOPA: Ae’ ' ,G<0
s
-~
—————— t
0 e ———————
J’/ w
/’/
//,
s
rd

51175
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Nije te¥ko ustanoviti da se i ovaj valni oblik moZe
prikazati kao linearna kombinacija eksponencijalki, ali s
kompleksnim eksponentima. Tako dobivamo slijedec¢u formu izra-
za /1.7.10/.

tel =3 [e: IR, o o1 e | 1917

Za sve do sada nabrojene Valne oblike dade se na-
slutiti da logidki proizlaze jedan iz drugoga, te da se svi
mogu obuhvatiti jednim jedinstvenim matematickim izrazom.
Ovdje, medjutim, to nije bila svrha. Zato su ti valni oblici
izlagani parcijalno, na naéin kako se s njima najc¢eSce susre-
éemo u analizi elektridkih mreZa.

U ovu grupu valnih oblika, mogu se svrstati i neke
druge kombinacije, kao npr. produkt sinuscida razlicitih
frekvencija

£(t) = A cos wlt cos mzt /1.7.12/

Valni oblici takove funkcionalne ovisnosti nastaju u
elektri&kim mreZama gdje je zastupljena modulacija.

Ne ulazeéi u detalje moZe se redi, da su ti uglavnom
ekvivalentni odredjenoj sumi sinusoida koje nemaju iste frek-
vencije, a to se naziva treptaj. Valni oblik prema /1.7.12/
identi&an je tako slijedecem treptaju

£(t) = 2 cos (w —wz}t + % cos (w1+w2)t £1:7:337

[ &

1

Jedan takav treptaj skiciran je na slici 1.7.6. Iz
njega je vidljivo da i taj valni oblik ima anvelopu, koja na
neki nadin oblikuje - "modulira" oscilacije.

U nastavku izlaganja tipi&nih valnih oblika, bit ¢e
zastupljeni oni, za koje je karakteristi&no ponaSanje ba¥ oko
vremena t= 0. U analizi mreZa, taj je trenutak najcée3ée refe-
rentan, jer s njim obi¢no identificiramo po&etak nama intere-
santnog zbivanja u mreZi.® (Npr. trenutak priklju&ivanja mre-
e na energetski izvor, preklapanja neke sklopke u mreZi, i
sl.). Druga je osobenost predstojeéih valnih oblika da su sa-



mi po sebi jednozna¥ni, odnosno nisu zavisni o parametrima,
kao §to je to bio sluaj kod prethodnih. Zato fe svaki od
njih nositi pored imena i vlastiti simbol.

Kao prvog iz te grupe valnih oblika izabrali smo
jedinidni uspon (jedini&na “rampa" funkcija). Njegov ¢e simbol
biti r(+), a opisat cemo ga izrazom:

0 za t<0

r(t) = { P i ey O [ 1 4
t za t=20

Kao 3to se vidi (sl.1.7.7) kod tog valnog oblika, po-
slije vremena t= 0 uspinje se pravac s nagibom od 45° prema
pozitivnoj vremenskoj osi. Koeficijent smjera jednak mu je
jedinici, po &emu je i &itav valni oblik dobio ime.

rit)

Si.1.7.7



S pomoéu funkcije jediniénog uspona mogu se opisati i
sliéni valni oblici, kod kojih se pravci nakon "koljena" u
t= 0 uzdiZu s nekim drugim koeficijenéom smjera K # 1. U tu
svrhu dovoljno je jedini&ni uspon pomnoZiti s odgovarajudom
konstantom K, koja moZe biti i negativna, pa dobivamo

f(t) = K r(t) /1.7.15/

Jednako prikladno moZemo izraziti i wvalni oblik, koji
ima isti tok kao jedini&ni uspon, ali kojemu koljenc nije u
t=0 veé u nekom drugom trenutku t = 1. Drugim rijedima, traZi-
mo izraz za isti valni oblik rT('], samo koji stalno zakadnja-
va za T vremenskih jedinica iza r(°). Nije teZko ustanoviti da
je medjusobni odnos izmedju takva dva valna oblika prema jed-
nadzZbi

ﬁ{t} =¥t =1) /1.7.16/

Ako je 1> 0, onda r. zaostaje, kasni iza r, dok u

slu¢aju 1 < 0, r prethodi, nastupa prije r.

Navedene &injenice d&esto koristimo u situacijama, ka-
da moramo matemati¢ki formulirati neki sloZeni valni oblik,
ako je on odredjena kompozicija poznatih valnih oblika. Tako
npr. &italac moZe provjeriti, da je trokutasti valni oblik f,
prema slici 1.7.8 , ekvivalentan kombinaciji jedinié&nih uspo-
na prema slijedecem analiti&kom izrazu

fl(t] = £lE)y = 2rit=1) % ¥{e=2)

fife)

51.1.7. &



Razmotrimo svojstva valnog oblika, nazovimo ga za
sada S(+), koji bi se dobio jednostrukim deriviranjem po vre-

menu funkcije jedini&nog uspona r. Postavljamo zato slijedede

d —
3¢ r(t) = s(t) /1.7.17/
i inverzno
€
r(t) = [ s(t’)dt’ . /1.7.18/

-0
Treba zapaziti da smo u izrazu /1.7.18/ uzeli simbol -« za
donju granicu, da bi naglasili integraciju preko ¢itave pro-

Slosti signala.

Rezultat navedenog matemati&kog postupka postaje ja-
san, veé vizuelnim grafidkim deriviranjem jediniénog uspona.
Do t=0, naime, nagib od r(-) jednak je nuli, a za svaki t>0

jednak je jedinici.

Prema tome, definirat c¢emo valni oblik kpjega zovemo
Jedintdni skok (jedini&na funkcija, step-funkcija), a kojega cemo

pisati sa S(-) slijedec¢im izrazom

0 za £t<0
St} = /1.7.19/
1 za t> 0

U raspravljanje o vrijednosti funkcije jediniénog sko-
ka bas u trenutku t=0, nije potrebno ulaziti, jer to premaSuje
svrhu ove knjige. Za daljnju primjenu u analizi mreZa, slobod-
no je smatrati da S(+) ima vrijednost 0, 1 ili ne3to trede
izmedju 0 i 1, veé prema potrebi konkretnog problema. Jedinié&-
ni skok prikazan je grafi¢ki na sl. 1.7.9.

Jedini&ni skok od izuzetne je vaZnosti u teoriji elek-
tri¢kih mreZa,i to ne samo kao konkretan valni oblik nekog
signala. Naime, mnoZenjem sa S(t) neke funkcije, kojoj se kon-
tinuitet njezinog djelovanja produZuje i preko t = 0 u nega-
tivno podru&je vremena, "briZemo" postojanje te funkcije za
svaki t< 0. Za t> 0, medjutim, ona ostaje netaknuta u svojem
izvornom obliku. To svojstvo znatno upro¥dava rjeSavanje pro-
blema iz elektri&kih mreZa, jer omogucdava primjenu prikladnih



s(t)

s.L1L29

operatorskih metoda.

Sli&éno kao kod jedini&nog uspona, mnoZenije jedini&-
nog skoka s nekom konstantom K 2 0, ne mijenja mu valni ob-
1lik =za t<0, ali fiksira konstantnu vrijednost valnog ob-
lika na velié&inu K, za svaki t> 0. Naravno, i translatiranje
valnog oblika S uzdu? vremenske osi, provodi se posve analog-
no izrazu /1.7.16/ kod jediniénog uspona.

Grafi&ki prikazi nekih valnih oblika, ukazuju veé na
prvi pogled, da ih je moguce raZ&laniti na sastavne dijelove,
koji su izra¥eni funkcijom jedini&nog skoka. Tako npr. valni
oblik prema sl.1.7.10 predstavlja sintezu funkcija jedinic-
nog skoka, za koju vrijedi slijedeca jednadZba

fz(t} = 25(t) + S(t-1) - 35(t-2)

fet)

SL1.7 10
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Sasvim tecretska analiza mreZa zahtijeva katkada pri-
mjenu funkcije, koja je aksijalno simetridna slika jedini&nog
skoka S(t) oko ordinatne osi, dakle funkcije S(-t). Slika
1.7.11 grafi&ki prikazuje tu funkciju, kojoj je radi opéeni-
tosti pridodat eventualni vremenski pomak za neki T > 0.

S(&-1)

e ———————

sSLLzn

Prisjetimo se da smo razmatranje funkcije jedinié&nog
skoka zapo&eli deriviranjem funkcije jedinié&nog uspona. Kre-
nimo sada istim putem dalje, pa potraZimo vremensku derivaci-
ju jedini&nog skoka. To, medjutim, nede biti onako jednostav-
no kao u prethodnom sludaju. Naime, funkcija jedini&nog skoka
ima diskontinuitet u t= 0, pa joj derivacija u toj to&ci nije
na uobidajeni na&in definirana. Zamislimo, za prvi &as, valni
oblik koji bi tim postupkom trebali dobiti, i nazovimo ga
§(<). Postavljamo zato slijedece

L s(e) = 8(b) ol 1Y

dt
i inverzno

£ .

sS(t) = Soos(t’)at’ FleT2L)

Ovim izrazima jedino tvrdimo, da kada deriviramo a
zatim integriramo, dolazimo nazad na polaznu todku. Razmotri-
mo nadalje, vjerodostojnost ovih jednadZbi, na primjeru sl.

1.7.12.
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CrteZ na sl. 1.7.12.a)prikazuje valni oblik, donekle
sli¢an jedini&nom skoku, ali s "kosim &elom". To zna&i, da
ta funkcija ima i kona&ne derivacije u svakom vremenskom in-
tervalu. Slika 1.7.12.b) prikaz je diferencijalnog kvocijenta
tako modificiranog jediniénog skoka. Vidimo, da smo dobili
kao rezultat valni oblik u formi pravokutnog impulsa, sa Si-
rinom A i visinom 1/A. Povr8ina ispod impulsa iznosi tako
Ax1/A= 1. Ovaj valni oblik &esto se javlja u analizi mreiZa,
pa ¢emo ga posebno nazivati: pravokutni jedinidni impuls. Ozna-

¢avat €femo ga s pa(t), a definirati slijededom jednadZbom

0 za t<0
py () = { 3 za 0<t < H 22
0 za t>2¢

Treba zapaziti da se p&[t) izraZava s pomocdu jedi-

ni&nog skoka na slijedeéi naéin

pﬁ(t) = 8(8) ; S(t-4) za svaki t [/1.7.23/

Provedemo li grani&ni prelaz pod uvjetom da se A od &e-
la polazne funkcije pribliZava nuli, tada ¢e visina izvede-
nog pravokutnog impulsa teZiti u beskonaénost, a njegova 8i-
rina prema nuli. Povr$ina mu, medjutim, ostaje stalno jedna-
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ka jedinici. Nekoliko sekvencijalnih koraka tog procesa gra-

niénog pribliZavanja, prikazuje sl.1.7.13.

\ll-

n=

§L17213

U kontinuitetu takvog suZavanja impulsa i rasta nje-
gove visine, moZemo na kraju prihvatiti zamisao, o posto-
janju impulsnog valnog oblika u t=0 beskona&ne visine a bez

Zirine, kojemu je povr#ina jednaka jedinici.t

Tako uvodimo valni oblik kojega zovemo jedinidni tmpuls
(jedini¢na impulsna funkcija, Diracova delta funkcija), ozna-
gavamo ga s §(+), i prikazujemo prema sl.l.7.14 Za nafe po-
trebe dovoljno je, ako ustvrdimo da 6 ima slijedeca definira-
juéa svojstva:

§(t) =0 za t #0 J1.7.24/

+£

J d(t)dt =1 za svaki £>0 £1: .25/
=

Za svaku funkciju f(t) koja je kontinuirana u t=0 vrijedi:

+ Diracova delta funkcija je anomalija u strogo matematidkom
smislu tog pojma. Gornji, "slikoviti" pristup nije stoga u
potpunosti matemati&ki rigorozan. Potvrda njegovih argume-
nata medjutim, mofe se naéi u naprednijim raspravama na ba-
zi svojstava Schwarzove distribucije.
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+E
S f£(e)é(t)dt = £(0) za svaki £>0 15267
=5

E10]

SLLZ. K

Svojstvo funkcije jediniénog impulsa navedeno izrazom
/1.7.24/ tvrdi, da ako bilo koju kontinuiranu funkciju £(t)
pomno%imo s 6(t)i to sve integriramo preko podru&ja koje sa-
drZava t = 0, onda je vrijednost tog integrala "uzorak" funk-
cije £(t) u trenutku t=0, tj. £(0). Tako npr. ako je
£(t) = sin (ut + 7), onda je vrijednost integrala /1.7.24/ jed-
naka f(0) = sin(n/4) = 0,707. Ovim svojstvor "uzimanja uzoraka"
neke funkcije s pomocu jediniénog impulsa, &esto se sluZimo u
teoriji elektri&kih mrezZa.

Ako deriviramo valni oblik K S(t) umjesto jedinié&nog
skoka S(t), tada dobivamo rezultat K &§(t). Oblik te funkci-
je, ne treba zami$ljati druga¢ijim nego same & funkcije, jedi-
no treba znati da je sad povrSina ispod te krivulje impulsa
Kxl, U grafi&kom prikazu korisno je tada, brojem pored strelice
i duZinom strelice, naglasiti velidinu K. Upravo kao i kod osta-
1lih valnih oblika, jedini&ni se impuls moZe po volji pomicati
izvan ishodi%ta du% vremenske osi. Tako npr. derivirajuéi val-
ni oblik prema sl. 1.7.10, dobivamo niz impulsa prema slijede-

cem izrazu
£4(t) = 28 (t) + &6(t-1) - 36(t-2)

Taj valni oblik prikazan je na sl. 1.7.15.
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Ovaj primjer vrijedi zapamtiti, jer se lako primje-
njuje na svaku funkciju koja ima konaZne skokovite diskonti-
nuitete, ali je u ostalim podru&jima derivabilna.

f310)

SL17.15

Nastavljajuéi istom logikom kao u dosadainjem postup-
ku, mo¥emo zamisliti i valni oblik koji nastaje kao rezultat
deriviranja jedini&nog impulsa. Postavljamo zato slijedede

d '
I 8(8) = &' (%) /1.7.27/
i inverzno
t
§(t) = J &' (¥)at’ _ /1.7.28/

Tako dobiveni valni oblik moZemo uvjetno nazvati
dublet. Oznalavatl femo ga s 6’(-), a prikazivati prema sl.l.7.16.

Nakon ovoga vi¥e nije teZko zakljuliti da se daljnjim
uzastopnim deriviranjem jedini&nog impulsa dobivaju triplet,
kvadruplet, itd., koji se katkada zajednilki nazivaju singularne
ﬁmkmﬁe.Naravno, svi oni-imaju uglavnom teoretski znaaj, pa
se u potanje analiziranje njihovih svojstava nedemo upuitati.
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SILL7.16

Svi ovi valni oblici (jediniéni uspon, skok i impuls),
isto su samo apstrakcije, modeli signala koje proizvode fizi-
kalni generatori u praksi. Tako je primjerice jedini&ni impuls,
aproksimacija za impuls kratkog trajanja i velike velidine.
Cesto primjenjivani (u instrumentima naro&ito) "pilasti” gene-
rator, u stvari proizvodi sukcesivni niz funkcija jedini&nog
uspona, itd.

Osim navedenih wvalnih oblika, ne treba zaboraviti, da
postoji jo¥ velik broj koje nismo spomenuli, a koje isto tako
moZemo u elektrotehnici susresti. Posebnu vaZnost zadobivaju

sve vife tzv. diskretni signali, no njihova obrada zahtijeva

poseban tretman.



2. ELEMENTI ELEXTRICEKIH MREZEZA

U dosada¥njim razmatranjima, nije nas se ticalo 3to
se nalazi u granama neke mreZe. Da bi kompletirali opis mo-
dela elektridkih mreZa kojega izgradjujemo, moramo jo$ "oza-
koniti" postojanje izvjesnih elemenata s takvim svojstvima
koji uzimaju u radun glavninu poznatih elektrickih fenomena.

2.1. DVOPOLNI ELEMENTI
2.1.1. Otpor

Dvopolni element mreZe nazivamo otporom, ako se u sva-
kom trenutku t, napon na njegovim priklju&nicama u(t) i stru-
ja kroz njega i(t), nalaze u medjusobnom odnosu koji je odre-
djen krivuljom u ravnini i-u. Tu krivulju nazivamo karakteristi-
kom otpora u &asu t.

Simbol za otpor, koji demo nadalje koristiti, dat je
na slici 2.1.1.a), a jedan opfeniti primjer karakteristike ot-

pora na slici. 2.1.1.Db}.

i)

uft)

a) b)

slan

Ako je,medjutim, otpor linearan, onda je njegova ka-
rakteristika pravac kroz ishodiste doti&éne ravnine. Ovo izrav-
no slijedi iz diskusije o linearnosti mreZa provedene u prvoj
glavi ovog teksta. Nagib pravca karakteristike u toj ravnini,
mjera je velidine linearnog otpora, tj. parametra otpornosti R.
Prema tome, sl. 2.1.2 prikazuje karakteristike dva velidinom

razli¢ita linearna otpora.
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§1.21.2

Ako je pak otpor linearan, no uz to i vremenski pro-
mjenljiv, onda mu je karakteristika pravac kroz ishodilte
i-u ravnine, koji u razli&itim trenucima vremena ima razlié&i-
ti nagib (S81.2.1.3).

502123

Tipi&an primjer vremenski promjenljivog linearnog ot-
pora je model rotacionog potenciometra s kliznim kontaktom
(Ss1.2.1.4.a)). Okretanjem npr. kliznog kontakta kona&nom brzi=
nom lijevo-desno od nekog srednjeg poloZaja za isti kut, mi-
jenja se tokom vremena otpornost R izmedju vrijednosti R-AR
i R+AR. Podrudje promjene karakteristike kod toga, prikazuje
slika 2.1.4.b).
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o R-4R

Lean

st2.1.4 L4

Buduéi da Eemo u ovom tekstu, gotovo iskljuéivo, raz-
matrati mrefe s linearnim vremenski nepromjenljivim otporima, ustano-
vit demo i matemati&ku definiciju takvog otpora prema slijede-

éim izrazima:

u(t) = R i(t) J2:1.1/
i(t) = G u(k) J2:). 27
gdje je
cbl 2137
~ R

Novouvedeni parametar G nazivamo elektridkom vodljivoddu.

_ Dva vrlo karakteristigna primjera ekstremnih veli&ina
otpornosti (R = 0 i R = ») ovog tipa otpora, su tzv. kratkospoj-
na grana i prekinuta (otvorena, "y praznom hodu") grana. Shematski prikaz
i karakteristika za svaki od ovih sludajeva dati su na sl.2.1.5.

b . ;
w0 § 7 u [ 10
i i
0 0 o
KRATKO-SPOJNA GRANA PREKINUTA GRANA
da) b)

S 2.1.5
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2.1.2. Induktivitet

Dvopolni element mreZe nazivamo iZnduktivitetom, ako se u
svakom trenutku t, njegov magnetski tok ¢ (t) i struja kroz
njega i(t), nalaze u medjuscbnom odnosu koji je odredjen kri-
vuljom u ravnini i-¢. Tu krivulju nazivamo karakteristikom induk-

tiviteta u trenutku t.

Simbol za induktivitet, koji ¢emo nadalje koristiti,
dat je na sl.2.1.6.a), a jedan opdeniti primjer karakteristi--
ke induktiviteta na sl.2.1.6.b). )

ift)

uft) 3 det) g

al b)

51216

Ako je,medjutim, induktivitet linearan, onda je njego-
va karakteristika pravac kroz ishodi%te doti&ne ravnine. Na-
gib pravca karakteristike u toj ravnini, mjera je velid&ine
linearnog induktiviteta tj. parametra induktivneét:i L. Prema
tome, sl.2.1.7 prikazuje karakteristike dva velidinom razlidi-

ta linearna induktiviteta.

¢

vedi L

manji L

51.2.0.7



Ako je pak induktivitet linearan, no uz to i vremenski
promjenljiv, onda mu je karakteristika pravac kroz ishodidte

i- ® ravnine, koji u razli&itim trenucima vremena ima razliéit

nagib.
Buduéi da ¢emo uglavnom analizirati mreZe.s linearnim
vremenski nepromjenljivim induktivitetima, definirat d¢emo takav induk-

tivitet na slijedeéi naé&in.

Iz karakteristike slijedi
d(t) = L i(t) ' /2.1.4/

Diferenciranjem ovog izraza po vremenu dobiva se

4 o ol 0
3t d(t) = It L i(t)
Buduéi da je u(t) = dé(t)/dt , a L konstanta, ostaje
- d i(t) :
u(t) = L —zg— /2.1.5¢7
a iz toga
1 t
i(t) = i(o) + 4 /[ u(th)at’ 720146
o

Katkada je korisno u analizi uvesti novi parametar sa

zna¢enjem po definiciji

réogt £3.1597
kojega nazivamo reciprodnom induktivnosti.

Time izraz /2.1.6/ prelazi u

t
i(t) = dle) +T J un(tf)dt’ - 2a X5 8
o]

2.1.3. Kapacitet

Dvopolni element mreZe nazivamo kapacitetom, ako se u
svakom trenutku t, njegov uskladiSteni naboj g(t) i napon na
njegovim priklju&nicama u(t), nalaze u medjusobnom odnosu ko-

ji je odredjen krivuljom u ravnini u-q. Tu krivulju nazivamo
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karakteristikom kapaciteta U trenutku t.

. simbol za kapacitet, koji cemo nadalje koristiti, dat
je na slici 2.1.8.a), a jedan openiti primjexr karakteristike
kapaciteta na sl.2.1.8.b). '

I

+
-]-EI’H
uft) qflt) .
-[- o

al b)

51218

Ako je, medjutim, kapacitet linearan, onda je njegova
karakteristika pravac kroz ishodi&te doti&ne ravnine. Nagib
pravca karakteristike u toj ravnini, mjera je velidine linear-
nog kapaciteta tj. parametra kapacitivosti C. Prema tome,
sl. 2.1.9 prikazuje karakteristike dva veliZinom razli&ita li-

nearna kapaciteta.

51.2.1.8
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Ako je pak kapacitet linearan, no uz to i vremenski
promjenljiv, onda mu je karakteristika pravac kroz ishodiste
u-q ravnine, koji u razli&itim trenucima vremena ima razlilit
nagib.

Buduéi da demo uglavnom analizirati mreZe s linearnim
vremenski nepromjenljivim kapacitetima, definirat demo takav kapaci-
tet na slijededi na&in.

Iz karakteristike slijedi

g(t) = C ul(t) J 2197
Diferenciranjem ovog izraza po vremenu dobiva se

d w B
at g(t) = T e wiGE)

Buduéi da je i(t) = dg(t)/dt, aC konstanta,ostaje

i) = ¢ Sglel /2.1.10/
a iz toga
t
u(t) = ufe) + 3 / i(t’rat’ J2:%e11/)
(o]

Katkada je korisno u analizi uvesti novi parametar za
koji po definiciji vrijedi

1

S K e /22327

Ovaj parametar S koji je reciprofna kapacitivnost, na-
ziva se &esto i elastancija. Time lizraz /2.1.11/ prelazi u

t
u(t) = ulo) + s [ i(t’)dt’ /21137
o

2.2. SPOSCDNOST MEMORIRANJA NEKIH ELEMENATA

. Treba podvuéi da navedene definicije elemenata vrijede
jedino uz naponske i strujne referencije kako su date na she-
mama elemenata.

Promjenivsi bilo strujnu bilo naponsku referenciju nuZ-

no se mijenja i predznak u odgovarajucem izrazu.

Kao &to vidimo, lako je konvergirati odnose napon-stru-

ja za jedan element (otpor), dok za ostala dva to ne mora biti



tako jednostavno. Pogledajmo npr. kako to izgleda kod induk-
tiviteta. Napon na njemu ,ovisi o derivaciji struje. Medjutim,
slijede¢i dijagram pokazuje familiju krivulja struije, od ko-
jih svaka moZe biti struja u induktivitetu. Naime, prema sva-
koj od tih krivulja dobili bi isti napon na induktivitetu,

jer u svakom strenutku sve imaju istu derivaciju (sl1.2.2.1).

l ift)

A il

>

0 fe ‘\

-

5t.2.2.1

5

Prema tome, uz odredjeni napon, mi ne moZemo sigurno re-
€i koja od ovih krivulja predstavlja struju u induktivitetu sve
dok nije zadana i velidina struje u jednom odredjenom trenutku.
Tek ¢e to odrediti tod&ku (iO u tD) na odgovarajudoj krivulji i
tako fiksirati struju. Nije bitno koja je ta odabrana velidina
struje. Medjutim, nas obi&no interesira stanje u mre?i poslije
nekog narofitog dogadjaja, npr. nekog otvaranja ili zatvaranja
sklopke. Budu¢i da je vremenski podetak promatranja nama proiz-
voljan, mi obi&no izabiremo da taj pofetak koincidira sa spe-
cificiranom velidinom struje. ProglaZfavamo dakle da se taj pole-
tak zbio u t=0, te da je tada bila struja u induktivitetu i (o).
DrZeci se takve konvencije obrat u-i ovisnosti kod induktivite-
L di(t)/dt izraz

ta daje iz ul(t)

t
JSou(t’)dt’ + i(o)
(o]

B

i(t) =

Kako se u ovom izrazu grani¢ni prijelaz vr&i pribliZa-
vanjem od pozitivnih vrijednosti vremena trebali bi mo%da pi-
sati umjesto i(o) + i(o+), %5to se &esto i &ini.



Ponegdje netko ovu vrijednost u t=0 ne napife u tim
inverznim relacijama, pa ostavlja samo integral. Takav izraz
je nekompletan i moZe dovesti u zabludu. Tako neki, kad im
je zadana eksplicitno funkcija napona kao npr. u(t)= sinwt,
oni integrirajuc¢i dobivaju samo -'% cos wt, %to sigurno nije
to€no jer manjka konstanta integracije, koju odredjuje upra-

vo ovaj &lan i(o ).

StaviZe, u mnogim slu¥ajevima nede nam napcn biti za-
dan na tako jednostavan nadin, za sve t od 0 do «. MoZda de
analiti¢ki izraz za u(t) biti u svakom intervalu vremena dru-

ga¢ija funkecija, kao na primjerima s1.2.2.2.

/—

a) b)

51222

U svim tim sluCajevima, za to&nost je neophodno uzima-
ti u obzir i struju na rubovima tih intervala.
JoS je ne8to, s tim u vezi, vaZno zapaziti. Relacije

u(t) = 4L{E) ioi =c9glE)

definiraju - prva funkciju lgja izraZava u(t) u-ovisnosti o
derivaciji struje i,tj. u(t) = £, (3}

- druga funkciju koja izraZava i{t) u ovisnosti o
du
...._}.

derivaciji napona u,tj. i(t) = fz{dt
Osnovno je ustanoviti da su obe te funkcije linearne!
To se dade strogo matematidkim metodama dokazati, ali je i

otigledno,
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Medjutim, izrazi

1 t
i(t) =1(0) + ¢ S ou(eh)dte’
o

t
[ i(t")ae’
o

u(t) = ufo) +

(o]lad

koji definiraju - i(t) kao funkciju i(o) i valnog oblika u(t)
u intervalu[p,t] , te
- u(t) kao funkciju u(o) i valnog oblika i(t)
u intervalu[p,t] .

jesu linearne funkcije samo ako su i(o) odnosno u(o) jednake
nuli!
Daquf ako je u prvom slugaju i(o) = 0, onda je
i(e) = £/ u(t}dt]linearna funkcija, a analogno je i u dru-
gom sludaju. h ;
To fe postati narodito vaZno kasnije, kad cdemo vidjeti da
ée se neke definicije ograniéavati na uvjet da promatrana mre-
¥a ne sadr¥i poletnih energetskih stanja. Zato kaemo da cu induk=
tivitet i kapacitet elementi s memorijom. Struja i napon na njthovim pri-

kljudnicama ovise T O valnim oblicima © o podetnim stanjima.

Jo% ne&to slijedi iz gornijih jednadZbi. Dok je struja
kontinuirana, tj. dok skokovito ne mijenja svoju vrijednost,
napon na induktivitetu ima konadnu vrijednost. Ili gledajudi
obrnuto, struja u induktivitetu bit ce kontinuirana, sve dok
napon ostane u kona&nim granicama. To zna&i da de veli¢ina stru-
je u trenutku "nula plus" biti iste vrijednosti kao u trenutku

“pula minus" sve dok imamo posla s konalnim vrijednostima napona.

To se obidno izraZava postavkom: ako je napon agnnﬁéen,struja

u induktivitetu ne moie se momentalno promijenitt.

Kako ta postavka vrijedi samo dok je napon kona&ne vrijed-
nosti, Sto je slutaj u najveéem broju problema, to demo druk-
&ije sluajeve diskutirati kad do njih dodjemo.

Ovo %to smo govorili za induktivitet vrijedi posve ana-

logno za kapacitet samo zamjenom rije&i struja <+ napon. Bu-
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duc¢i da se radi o istim matematifkim operacijama, sada ce
napon na kapacitetu biti kontinuiran, sve dok struja ostaje
u kona&nim vrijednostima. To se obi&no izra¥ava postavkom:
ako je struja ogranidena, napon (ili naboj) na kapacitetu ne moZe se
momentalno promijeniti. Slufajeve kad se radi o neograni&enim,
dakle, beskona&nim promjenama napona ili struje, costavljamo
za kasnije.

2.3. VISEPOLNI ELEMENTI MREZA

Pod pojam viSepolnih elemenata mreZa stavljat €emo one
koje imaju viSe od dvije prikljuénice. Broj prikljuénica
onih elemenata koje ¢emo mi obuhvatiti u ovom tekstu, ne pre-
lazi nikada ¢etiri. Treba napomenuti, da smo u ovoj podjelil
izostavili izravne energetske izvore, iako su i oni elementi
mreZa s dvije odnosno &etiri prikljudnice. Oni ée , medjutim,
biti prika‘:ani u zaseknom poglavliu.

2.3.1. Vezani induktiviteti (transformator)

Taj je element kcmbinacija induktiviteta koji su poveza-
ni djelomi¢no zajedni€kim magnetskim tokom. Inale, taj je ele-
ment u stvari pojednostavljeni model fizikalnog transformatora,
dakle, bliskih magnetski spregnutih svitaka. Zato se vezani
induktiviteti katkada jednostavnije i nazivaju transformatorom,
iako kao linearan element ne smiie nikako biti brkan s fizikal-

nim transformatorom, pogotovo onim sa Zeljeznom jezgrom.

Svojetvo je tog elementa, da se pojavljuje napon na jednom paru nje-
govih prikljulnica, ako varira struja u vremenu, kroz drugi par prikljudni-
ea. Ovaj se efekt ne moZe opisati ni s jednim od onih spomenu-
tih dvopolnih elemenata, pa niti s njihovim kombinacijama.

Polazna postavka za dobivanje naponsko-strujnih ovisnosti,
kojima ¢emo analitilki definirati vezane induktivitete, bit
¢e proporcionalnost magnetskog toka svakog od induktiviteta
sa strujama kroz te induktivitete.

Upravo analogno kao kod jednog induktiviteta, za dva
linearna i vremenski nepromjenljiva induktiviteta, koji su



na spomenuti na¢in magnetski vezani, treba da vrijedi u
svakom trenutku:

& (k)

1 L

iltt) + M iz(t} F2e3nld

11 12

o, (t) = M i 123024

21 (t) + L

2 1 22 i7(t)

U ovim su relacijama ¢1 i ¢2 magnetski tokovi jednog i

drugog induktiviteta , kroz koje protifu struje i, odnosno iz.

1
Ne ulazeéi u fizikalna razmatranja, zbog linearnosti treba
Lll’ L22‘ M12 3 le, prihvatiti kao konstante proporcionalnos-

ti izmedju odnosnih velidina.

Ako primijenimo Faradayev zakon na ove jednadZbe tj.
deriviramc 1i po vremenu oba toka, moramo dobiti napone na

prikljuérnicama oba induktiviteta

d¢1(t) diltt) diz(t]

Hle) seege— Wy e Wl g £33
d¢2(t) dil(t) di2(t)

48 = —gg— My @ R e (238

Ako bi se posluZili energetskim odnosima, moglo bi se
dokazati da uvijek mora biti

Nl2 = M21 =M F2:3 57

Zbog lakSeg oznafavanja pojednostavnimo i indekse L-kon-
stanti , pa piSemo nadalije

L =L

by =& 22 2

11 17

Odbacimo 1li naglafavanje samih po sebi razumljivih ovis-
nosti o vremenu, ostaju na kraju definicione jednadZbe vezanih

induktiviteta (ili jednostavnije refeno - transformatora)



di, di,
u, = L, — + M —= #2.3.6/
1 bt dt J
di di
u, = M it fis il 753471
dt dt

Ove jednadibe smatrat ¢emc nadalie postulatima, ko-
ji odredjuju ponafanje napona i struje u sludaju dva magent-
ski vezana induktiviteta. Takva definicija tcg elementa mre-
e vrijedi same za referencije prema shemi transformatora
koja je prikazana na sl.2.3.1. Ove smo referencije, naime,
imali predutno u vidu kod provedbe gornijeqg izvoda jednadZbi

transformatora.

1 7 i
+ + +
L] L]
uy ] E Ly u2 uz
o 0
M
a) b)

S1.2.31

Kao i kod prije opisanih elemenata mre?a, i ovdie
¢e nromjena naponske ili strujne referencije na bilo kojem
od incuktiviteta, imati za posljedicu promjenu predznaka u

odgovarajuéim &€lanovima jednadZbi /2.3.6/ i /2.3.7/.

Vidimo da je ovaj element karakteriziran sa tri para-
metra umjesto s jednim kao to je do sada bio sludaj. Ti su
parametri dvije samoindukcije L, i L,, te jedna medjuindukeci-
ja M. Parametar samoindukcije je isto %tc i prije definirani
induktvitet pa je prema tome uvijek pozitivna veli&ina. Me-
djuindukcija je medjutim, mjera napona koji se moZe proizve-
5ti na jednom paru priklju€nica, zbog strujnih promjena na
drugom paru. Nasuprot samoindukciji, to je alagebarska veli&i-

na, koja moze imati pozitivnu ili negativnu vriiednost.

Pravi predznak od M, odredjuje oznaka to&ke na she-
mi koja se stavlja uz jednu od priklin&nica svakog para.

Stoga jednostavno utvrdimo:
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M de biti pozitivan ako su t jedna i druga strujna referencija
okrenute 1li obje prema todkama ili obje od todaka svojih induktiviteta.

M de biti negativan ako je jedna strujna referencija okrenuta
prema todki, a druga od todke svoga induktiviteta.

Dok opéenito piSemo samo medjuovisnosti struja i napo-
na transformatora, nije potrebno poznavati poloZaj tolke na
priklju&nicama u shemi. To postaje aktuelno tek kada uvrita-
vamo numeridke vrijednosti. Zato jednadibe /2.3.6/ i /2.3.7/
vrijede uz strujne i naponske referencije prema sl.2.3.l1l.a)
bez obzira na poloZaje tofaka uz krajeve induktiviteta. Medju-
tim, uz to¥ke kao 5to su ucrtane ba¥ na toj slici, a prema
gornjem pravilu slijedi da je M>0, pa bi jednadZbe upravo
izgledale ovako:

di1 di2
u, = Ll I + | M| I /2.3.8/
di di
SNDRE T it S e /2.3.9/
2 gl - 2 dt il

Ukoliko bi npr. poloZaj tofaka bio kao na shemi slike

2.3.1.b), vidimo da je referentni smjer struje i, prema

tofki, dok je smjer struje 12 upravljen od tocke i"izlazi" iz
todkom oznadenog kraja induktiviteta). Koristeéi gornje pra-
vilo slijedi da je u ovom primjeru M<0 , pa jednadZbe trans-
formatora piSemo ovako:

e 0 M| -j% f2.3.10)
di di

- Im| T}c + L, —a% /2.3.11/

uy = L) 3%

)

Moramo medjutim, spomenuti i drugi uobi&ajeni naéin oz-
na¥avanja. Kod toga je M uvijek pozitivan kao i L. Medjutim,
predznak ispred &lana sa M u jednadZbama mora biti prilagodjen
u ovisnosti o smjeru strujnih referencija prema tockama.

O%igledno je medjutim, da su obe konvencije ekvivalent-
" ne, samo ova druga zahtijeva poznavanje poloZaja tofaka joS
kod pisanja opfenitih u-i jednadZbi. Kod uvrStavanja numerig-
kih vrijednosti, uvritavaju se tada samo pozitivni brojevi.
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U dokazivanju ispravnosti ovako postavljenog modela fi-
zikalnom transformatoru dalje ne éemo ulaziti.

Poznavanjem osnovnih elektromagnetskih zakona iz teoret-
ske elektrotehnike, i smjerova namatanja odredjuje se poloZaj
tofaka. Iz ovoga, te iz odnosa todaka prema smjerovima struja
moZe se sve navedeno verificirati.

U sloZenijim situacijama magnetskog vezanja induktivi-
teta, katkada je potrebno upotrebiti ne jedan nego viSe paro-
va todaka. Tada smo prisiljeni tim "to&kama" dati razlidite
oblike radi sigurnog identificiranja odgovarajucdih parova. Ta-
ko npr. u sl.2.3.2 kruZni simbeli ukazuju na vezu izmedju
induktiviteta 1 i 2, trokutasti izmedju 1 i 3, a kvadratiéni
simboli odredjuju vezu izmedju 2 i 3.

51232

Ovu magnetsku vezu definirale bi jednadZbe oblika

_ s | 2 3
¥y =Ly Fe T ode Y s EE
ai, di, di,

u, =Ly g ¥ Lox 3 * L23 At (353523
ai, ai, ai,

%3 31 dt 32 dt 33 dc
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Za odredjivanje predznaka &lanova u ovim jednadZbama
morali bi poznavati, pored gornjeg rasporeda simbola magnet-
skih veza, i referentne smjerove struja i napona, koje si
¢italac moZe za vjeZbu sam zadati. Dalje se postupa shodno
usvojenim pravilima. .

Treba zapaziti da naponsko-strujni odnosi za veéi broj
magnetski vezanih induktiviteta, postaju donekle pregledniji
ako se pi%u u matri&noj formi. Tada npr. izrazi /2.3.12/ po-

staju
Uy Ly L2 Ly 1y
u,| = [L,, Liys Tugs Eld_t 1y /2.3.13/
Uq L3 L3z k33 i3
Skraceno to pifemo kao
w =53 ¢ /2.3.14/
at 7 3%
gdje je
I L2 L3
L o= by, By iy oI
L3y Ly, L33

tzv. matrica indukiivnosti, koja Jje uvijek simetri&na, jer je

le = L21’ itd. Iz toga slijedi, da fe trostruko vezani induk-
tiviteti biti odredjeni za Zest umjesto s devet parametara.

Katkada ¢e u analizi zatrebati i invertirana matrica L

i T /2.3.16/

koju onda nazivamo reeiprodnom matricom induktivnosti.

Vratimo se sada na linearne vremenski invarijabilne
dvostruko vezane induktivitete, da bi odredili mjeru ja&ine

utjecaja magnetske veze.

Za to €e nam posluZiti omjer apsolutne vrijednosti me-



djuinduktiviteta i geometrijske sredine dva samoinduktivi-

teta. Tako dfemo definirati koeficijent vezanja jednadibom

/2.3.17/

I

172

Taj koeficijent ne moZe biti negativan, i ne zavisi o
odabranim referencijama induktiviteta.

Ako su dva induktiviteta veoma udaljeni u prostoru,
medjuinduktivitet je veoma malen te je velidina k blizu nule.
Ako su pak induktiviteti tijesno jedan uz drugoga (kad su npr.
dva svitka namotana oko iste jezgre), vedi dio magnetskog to-
ka zajednicki je za oba, te se k pribliZava jedinici. Anali-
zirajudéi energetske uvjete moZe se pokazati, da je koefici-
jent veze k prema gornjoj definiciji, uvijek manji ili maksi-

malno jednak jedinici

k=M /2.3.18/
VI L,

Ova se konstatacija pi%e ekvivalentno i na slijedeéi nalin:

L.L, - M2

32 /2.3.19/

v
(=]

Nema zapravo fizikalnog transformatora, koji bi bio tako gra-
djen da mu je koeficijent veze jednak jedinici, iako se je
toj vrijednosti veé vrlo pribliZilo. Medjutim, u teoretskom
modelu mi dopuStamo moguénost postojanja takvog transformato-
ra, pa ga tada nazivamo savrdenim (perfekinim) transformatorom.

Treba naglasiti, da je savrdeni transformator istovr-
stan element mreZfe kao (nesavr¥eni) transformator odnosnoc
dvostruko vezani induktiviteti, s jedinom razlikom da njego-
vi samoinduktiviteti i medjuinduktivitet zadovoljavaju uvjet

LE, M we a1 ke aiMe oy /2.3.20/
o
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Energetska razmatranja pokazuju, da su vezani indukti-
viteti (pa i ovi s k=1), linearan element u kojem se dodule
ne gubi ni%ta od primljene elektri&ne energije, ali koji mo-
Ze uskladiStavati elektriénu energiju. Drugim rije&ima, ana-
logno induktivitetu,i transformator je bez disipacije (rasi-
panja) energije, ali je element s memorijom.

2.3.2. Idealni transformator

Iako bi slidnost naziva mogla unositi zabunu, idealnt
transformator nije istovrstan element mraeZe kas upravo navede-
ni transformator (kojega je zato bolje zvati - vezani induk-
tiviteti). To ¢e se ubrzo pokazati kod iznoZenja definicije.
MoZe se ipak reéi da oba imaju isto porijeklo., Naime, i ide-
alni transformator i vezani induktiviteti su dva razlidita
modela istog fizikalnog transformatora, kojeg primjenjujemo
u energetici i komunikacijama, jedino su kao osnovna obiljei-
ja karakterizacije svakog od tih modela, uzeta dva razlidita
svojstva fizikalnog transformatora. Oba, inade, imaju dva pa-
ra prikljuénica, ali idealni transformator po ponaSanju ima
jo& i svojstva idealnih konvertora, na 5to ¢e kasnije biti
posebno ukazano. Osim toga, u teoriji elektriékih mreZa ide-
alni transformator koristimo prema potrebi za odjeljivanje
pojedinih strujnih krugova.

Ponafanje elementa mreZa kojeg zovemo idealni transfor-
mator, definiramo slijededim jednadZbama izmedju dva napona
na parovima prikljuénica i dvije struje kroz njih. Pri tome
treba smatrati da im referencije odgovaraju onim, ucrtanim
na simbolu idealnog transformatora, kcji je dat na slici
2.3.3.a)

uz{tJ =n ul(t} 12,3214

. T L
i, (£) = -3 11(1'-)- /2.3.22/

gdje je n realan broj, a nazivat cdemo ga omjerom transformiranja.
Za referencije i raspored to&aka prema sl.2.3.3.a) n je ujed-
no i pozitivan broj, dok je za referencije 1 raspcred tolaka
na shemi 2.3.3.b) n negativan broj.
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® °
uy E u
- I:n
fn>g)

a)
512313

"Ovo ée biti definicione jednadibe i simboli koje cemo
upotrebljavati u okviru ovog teksta. Inafe se katkada upo-
trebljava i alternativna shema prema slici 2.3.4,koja viZe
asocira na fizikalni transformator. Naime, ovdje je broj n
prikazan kao omjer,%to navodi na pomisao o omjeru broja za-

voja.

i1 ideal 12

+0

np:ng

51.2.3.4

Ako je dakle
/2.3.23/

vrijede uz referencije i raspored tofaka prema sl.2.3.4 jed-



nadZbe koje odredjuju odnose napona i struja

ul{t} n,
u, (€) = n, 12.3.24/
il(t) n,
- = - — /2.3.25/
121125 nl

Nije potrebno nagla3avati da su ta dva na&ina pdkaziva-
nja idealnog transformatora potpuno ekvivalentna. Iako nije
neophodno, na simbol se katkada stavlja i oznaka "ideal".

Idealizacija realnog transformatora s pomoéu ovakovog
modela, korisna je ne samo zbog svoje zadovoljavajudée tofnos-
ti za izvjesne svrhe. Idealni transformator u odredjenoj kom-
binaciji s elementima otpora, induktiviteta i kapaciteta ula-

zi u nadomjesnu shemu kojom cjelovitije modeliramo realni.

Razmotrimo veé spomenuto svojstvo konverzije. Pretposta-
vimo, da je linearni otpor R prikljufen na prilaz (:)—(:)
idealnog transformatora kao na sl.2.3.5.a).

C) i i2 () C) i

- + +

uy E uz R =5 uy Reky

al b)
51.2.15

Uz pretpostavljene referentne smjerove struja i referent-

ne polaritete napona vrijedi za napon u, -

/2.3.26/



Ako supstituiramo ovaj izraz u jednadZbe F2. 3207 A

/2.3.22/, i potraZimo u, u ovisnosti od i1 imamo

[2.3.27/

2

1 1 1
u—;u——HRi—n—z Ril

Vidimo da je jednadiba /2.3.27/ definirajuca karakteri-
stika linearnog otpora. To znadi da se na prikljucnicama
(:)-(:D ove mrezZe, "osjeca" otpor s parametrom

ey
Ry = — R /2.3.28/

Prema tome,mreZa na sl.2.3.5.b) ekvivalentan je prikaz
mreZe na sl. 2.3.5.a) sa stanovidta priklju&nica (:)- (:) .
Ovim sklopom idealni transformator prilagodjava velidinu ot-
pora, na vrijednost koju Zelimo imati na ulaznim priklju&ni-
cama.

Za razliku od vezanih induktiviteta, idealni transforma-
tor niti rasipa (disipira) energiju niti ju uskladi¥tava. To
je dakle linearan vremenski nepromjenljiv element, ali bez

memorije.

2.3.3. Girator

Drugi element mrefe koji ima svojstvo konverzije, ili

neke vrsti "pretvorbe", jest tzv. girator. I on je u stvari
model za odredjenu mreZu fizikalnih komponenata, koja kao
cjelovita naprava, uglavnom pokazuje ista elektri&ka svoj-

stva. Slié¢no se ponaSaju i neke mikrovalne strukture.

Girator predstavljamo u elektridkim mreZama simbolom
prema sl. 2.3.6. Za napone i struje giratora, vrijede sli-
jedede definicione jednadZbe

uy (8) = r i,(t) /2.3.29/

]

u2(t} -r il(t] /2.3.30/

gdje je r realna konstanta, koja moZe biti ili pozitivna ili
negativna. MoZemo ju nazivati omjerom zakretanja. Iz tih je
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jednadZbi vidljivo, da girator stavlja u medjusobni odnos
struju koja pripada jednom paru priklju&nica, i napon na dru-
gom paru prikljuénica.

51.2.2.6

Interesantno ponafanje pokazuje girator promatran kao

dvopol na prilazu @-@ ;» ako je na prilazu @-— @ za-

kljuden linearnim kapacitetom, kao ¥to prikazuje sl.2.3.7.a).

uj > ( u ==L == u Lekv

al b)
§1.2.37

Uz pomoé jednadZbi giratora i linearnog kapaciteta za ovu
mreZu vrijedi da je

u =r 12 =r (-C E-} /2.3.31/

Buduéi da je u, =-r 11, slijedi



di ‘ai
- d (. I - o

uy =-rCgp T i) =rC 3F =Ly T (EsARR

Vidimo, da je girator u spoju s linearnim kapacitetom
kao dvopol na prikljuénicama@— ® ekvivalentan linearnom
induktivitetu, kojemu je velidina

L, =rlc /2.3.33/

ekv

Prema toj teoriji, ako nismo u stanju realizirati od-
govarajuéi svitak (3to se &esto moZe dogoditil), treba ga
nadomjestiti kondenzatorom u spoju s giratorom.

Iz jednadZbi giratora slijedi, da je on linearan vre-
menski nepromjenljivi element mreZe. Linearan je, jer su mu
naponi grana linearne funkcije struja grana.

Nadalje, energetska bilanca pokazuje, da girator niti
apsorbira niti predaje energiju vanjskom svijetu, Za razliku
od idealnog transformatora, girator nije recipro&an u smislu
onoga &to je refeno u prvoj glavi.

2.3.4. Negativni konvertor

Slijede¢i element mreZe kojega femo uvesti u tu famili-
ju jest negativni konvertor. To je model naprave koja je dosta
ucbidajena u telekomunikacijama, a realizirana je obi&no sklo-
pom tranzistora, te R i C komponenata.

Definirat €emo negativni konvertor slijededim izrazima:

u, (€)= k u, (8) | /2.3.34/

]

1,(8) =k 1, (¢) J2:3.38)
Ovdje je k realna konstanta koju nazivamo omjer konvertiranja.
Interna je jo¥ podjela negativnih konvertora prema tome, da
1li je k pozitivan ili negativan broj. Ako je k pozitivan

radl se o strujne invertivnom tipu negativnog konvertora. Nai=-
me, kao to se vidi iz jednadZbi, ako se i, poklapa sa svojim
referentnim smjerom, onda je i 12 u ovom referentnom smjeru.
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Znaéi, struja je "invertirana" nakon prolaza kroz negativni
konvertor. Napon se, medjutim, nije invertirao.

Ako je naprotiv k negativan radi se o naponski inverti-

om tipu negativnog konvertora. Tada se, naime, napon "in-
vertira", a struja ne! Negativni konvertor obiéno se ne ozna-
¢ava u mreZama simbolom nekog posebnog cblika. Zato ¢emo kao

opfeniti simbol koristiti shemu &etveropola prema sl.2.3.8.

B _—— Tl T

+ +
NK

uy u:

= 2k =

e —_—
51.2.3.8

Kada ovaj element zaklju&imo na jednom paru priklju&ni-
ca s nekim drugim pasivnim elementom, dogadja se nedto vrlo
interesantno na drugom paru priklju&nica. Ako npr. prikljuéi-
mo induktivitet L na“izlaz"<:)— (:D negativnog konvertora
(sl.2.3.9.a)) onda imamo

ai,
u, = - L Y /2:3.36/

Prema jednadZibama za negativni konvertor slijedi

di, di,
u, =+ |k| uy =4 |k| (L g5 ) =ztlk| D (& [k] g5 =
ai
= - K%L _d_tl 123801

Dobili smo na "ulaznim" prikljuénicama@- @ ekvivalent-
ni induktivitet (Lekv = —k2L) koji je negativan prema onom ko-
jim je konvertor zakljuen. Odatle i naziv.

Sli&no ponafanje slijedilo bi, ako bi zaklju&ni element
bio umjesto induktiviteta - otpor ili kapacitet. Negativni



O ——
+ » +

NK
uy u 31 =P Loxs-¥2L

t| k|
% = -

a) b)
51239

konvertor zakljufen s R ekvivalentan je otporu -R ako je
k=1, itd.

Prema Eome, uvodjenje negativnog konvertora znatno pro-
giruje izbor elemenata koje ugradjujemo u elektrifke mreZe,
jer je sada moguée radunati i s negativnim R, L i C elemen-
tima. Provodjenje dokaza, da je negativni konvertor linearan

i aktivan element, preporufa se &itaocu za vijeZbu.

2.3.5. Operaciono pojacalo

Kao posljednjeg iz ove grupe viSepolnih elemenata mre-
?a opisat demo operaciono pojadale. Napredak u tehnologiji
integriranih krugova omoguéio je proizvodnju komercijalne
verzije tog elementa, koja je na$la primjenu u velikom broju
elektroni&kih uredjaja. Pouzdana i jeftina, operaciona poja-
¢ala, neizbjeZna su komponenta u analognim racunarima, aktiv-
nim filtrima i brojnim drugim mreZama posebne namjene. To je
svakako jedan od razloga da se i u teoriji mreZa sve Ce3ce

tretiraju kao poseban element mreZa.

Ovdje cemo ga definirati u standardnoj tipizaciji, kao
tzv. operaciono pojaZalo s diferencijalnim ulazom, za kojega su sim-
bol i referencije dati na sl. 2.3.10.
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51.2.3.10

Vidimo da ovaj element odredjuju dva ulazna napona uy

te jedan izlazni napon u,_. Treba jo¥ zapaziti, da

e By iz
su sva ta tri napona mjerena u odnosu na zajednic¢ku ("ne-

gativnu") referentnu prikljué&nicu.

Naponsko-strujne ovisnosti koje definiraju operaciono
pojadalo izra%ene su jednadZbama ‘

i (€) = o ; i,4t) =0 /2:3.38/
ug,(t) = A [uz[t) - ultt)] /2.3.39/

U ovom izrazu, A je pozitivna konstanta koja teZi besko-
nanoj velidini, (u praksi je to iznad 20000), $to zna&i da
razlika napona na ulazu treba konvergirati ka nuli. Iz toga
slijedi, da je to posebno upotrebljiv element za postizavanje
visoke osjetljivosti, a uz odredjenu povratnu vezu izmedju
ulaza 1 izlaza, pokazuje visoku stabilnost rada.

Buduéi da prema definiciji, ne teku struje preko ulaznih
priklju¥nica, moZemo smatrati da taj element ima beskonacéni
ulazni otpor. Izlazni je napon, medjutim, neovisan o izlaznoj

struji, pa zato moZemo reéi da ima izlazni otpor jednak nuli.

vidimo nadalje, da izlazna struja nije ogranidena u ovom
modelu operacionog pojadala. Naravno, struja se mora pokora-
vati naponsko-strujnim odnosima, koje namece prikljuZak na iz-
lazu. Tako npr., uz navedene referencije i uz linearan otpor



- 73 =

R priklju&en na izlazu, slijedi relacija

— 3
Ly ™= E Ny /2.3.40/

Osnovno je, medjutim, svojstvo operacionog pojadala da
primjenom odgovarajucih krugova u povratnoj vezi, moZe obli-
kovati svoj odziv. Odatle potjefe i naziv "operaciono”, jer
mu izlaz moZe biti prema potrebi derivacija ili integral ula-
za, a izvodive su 1 neke druge operacije.

Tako npr.sl.2.3.1l1 pokazuje realizaciju jednog integra-
tora upotrebom operacionog poja&ala. Analiza se te sheme po-
jednostavnjuje aproksimacijom da su naponi na ulaznim prikljud-
nicama operacionih poja&ala jednaki nuli.

R2 IC[
_W.__
e is0 i=0
— WA ® ®

G> —AAWW— ——
is0 + i=0 +

¢ +
Yyt “h Uiy

sL2.3.1

Primjenjujuéi KZS na &voridta (:) i (:), imamo

u u
-R£1-+-§P-= 0 /2.3.41/
1 2
' ub duiz
E;*C 2 =0 /2.3.42/

Eliminirajudi Uy iz jednadZbe /2.3.41/ i uvritavajuéi
tou /2.3.42/ slijedi



R2 duiz
- R1R3 uul + C gt ] /2343
i konacno
Ry : e
uiz(t) = uiz(o) + ﬁ;§;E ; uul{r ydt /2.3.44/

Odabiranjem takvih vrijednosti parametara da bude
RZ/R1R3C = 1, dolazimo do krajnje jednostavnog izraza, koji

opisuje integrirajudu funkciju prikazanoy sklopa.

U svjetlu uvodno iznesenih definicija o linearnosti i
pasivnosti mrefa, moZemo konstatirati, la je operaciono poja-

&alo linearan i aktivan element mreZa.

2.4. NEZAVISNI IZVORI

U dosada3njem prikazivanju elemenata mreZa, vecdina ih
je bila pasivna. Oni koji to nisu bili, rkili su aktivni na
jedan prividno skriven na&in; osnovno im ponafanje nije bilo
iskljuivo u smislu predavanja snage svijetu izvan njihovih
prikljuénica. U ovom poglavliju uvodimo nove elemente - izvo-
re - koje “emo prema tom nafelu smatrati: aktivnim, jer su
oni sposobni da snabdijevaju vanjski svijet s energijom.
Treba, medjutim, imati u vidu, da u odredjenoj situaciii,

takvi izvori mogu i primati eneraiju od »Hstalog dijela mrezZe.

Najprije ¢emo izloZiti nezavisne iz re,za razliku od
zavisnth izvera, koje €femo kasnije spomenuti. Ovaj atribut ne-
zavisnosti ¢esto ¢femo izostavljati kao izlisan, upravo zato,

§to femo izri¢ito nagla3avati zavisnost kad o njoj bude rije&.

Tip izvora koje ¢femo ovdje najprije razmatrati bit de
nezavisni izvori, buduci da njihova izlazna karakteristika
nije zavisna o obje elektrifke varijakle mreZa. S obzirom na

broij priklju¢nica, nezavisni izvori su dvopoli.



2.4.1, Naponski izvor

Dvopolni element mreZe nazivamo nezavienin napongkim fzvo=
rem, ako taj na svojim priklju€nicama odrZava napon odredje-
nog valnog oblika u_(*), nezavisno od njemu prikljufene vanj-
ske mreZe. Zna&i, bez obzira na struju i(t) koja tele kroz
taj izvor(koja jeste zavisna o vanjskoj mreZi) napon na nje-

govim priklju€nicama ostaje ug(t).

Simbol za naponski izvor, koji <emo nadalje koristiti,
dat je na slici 2.4.l.a). Vidimo da na tom simbolu nije
ucrtan referentni smjer struje, jer naponski izvor i nije de-
finiran strujom. Ako je specificirani valni oblik ug(‘} napon-
skog izvora konstantan (t.j. ne zavisi od vremena), onda se
naziva konstantnim ("istosmjermim") napcnskim izverom i oznafavamo

ga simbolom prema sl. 2.4.1.b).

Prema gornjoj definiciji, naponski izvor ima karakteri-
stiku u ravnini i-u, koja je u trenutku t pravac paralelan
sa i-osi uz ordinatu velidine ug(ti (sl1.2.4.1.c)). Upravo
zato, naponski izvor moZemo opcenite smatrati nelinearnim ot-
porom, bududi da za bilo koji ug(t) # 0, pravac karakteristi-
ke ne prolazi kroz ishodiite. Naponski izvor je vremenski va-
rijabilan ukoliko u_ nije konstanta, odnosno vremenski inva-

rijabilan ako je ug konstantan.

Ako je napon uq naponskog izvora identicéki jednak nuli,
onda je taj element efektivne jednak kratkospojnoj grani. Ovu
¢injenicu potvrdjuje istovetnost njihovih karakteristika
(Si.2.1.5.a)).

uglt)

ug ft) Ug -

a) b) <)

51.2.¢41



U fizikalnom svijetu, kao i kod ostalih elemenata mre-
Za, ne postoji stopostotan pandan naponskom izvoru. Medju-
tim, neki se uredjaji (npr. elektroenergetski generatori,
akumulatorske baterije) do izvjesnog stupnja strujnog opte-
refenja pokoravaju prili&no dobro njegovoj karakteristici.

2.4.2., Strujni izvor

Dvopolni element mreZe nazivamo nezavisnim strujnim izvcrom,
ako taj odrZava struju odredjenog valnog oblika ig{'} preko
svojih prikljuénica, nezavisno od njemu prikljuéene vanjske
mrefe. Znadi, bez obzira na napon u(t) na njegovim prikljué-
nicama (koji jeste zavisan o vanjskoj mreZi), struja koja
tefe kroz taj izvor ostaje ig(t).

Simbol za strujni izvor, koji ¢emo nadalje koristiti,
dat je na slici 2.4.2.a). Vidimo da na tom simbolu nije ucrtan
referentni polaritet napona na prikljuénicama, jer strujni
izvor i nije definiran naponom. Karakteristika strujnog izvo-
ra u trenutku t u ravnini i-u, je pravac paralelan s u-osi

uz apscisu veli&ine ig(t) (S1.2.4.2.b)).

0

o ':gf”

a) b)
51.2.4.2

Prema tome, strujni izvor moZemo opcenito smatrati neli-
nearnim otporom, koji je i vremenski promjenljiv ako ig ni-

je konstantan.
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Ako je struja ig strujnog izvora identi&ki jednaka nu-
1i, onda je taj element efektivno jednak prekinutoj grani.
Ovu &injenicu potvrdjuje istovetnost njihovih karakteristika
(s1.2.1.5.b)). |

2.5. EKVIVALENTNI DVOPOLI

S prethodnim poglavljem zaklju€ili smo prikaz dvopol-
nih elemenata i ukazali na njihova elementarna svojstva. Pri-
je smo veé utvrdili, da svaku granu u zadanoj mreZi odredju-
ju karakteristike elemenata u grani, 5to se kona&no svodi na
odnos izmedju napona grane i struje grane. Ove napone 1
struje nazvali smo elektriékim varijablama mreZa.

S obzirom na sve ove do sada upoznate pojmove iz teori-
je mreZa, ovdje ih je prikladno profiriti s pojmom ekvivalentno-
sti dvopola.

Dvopole demo smatrati ekvivalentnima, ako su im identidne karak—

teristike u smislu napona i struja na prilazima (parovima prikljudnical.

Oovdje ¢emo prikazati najjednostavnije i zato najvise
upotrebljavane forme ekvivalentnih strujnih krugova. To de
biti tzv. Théveninov © Nortomov ekvivalentni strujni krug, koji su
posebni primjeri ekvivalentnih dvopola. Inade termin ekviva-
lentan , €esto se upotrebljava za naznaku &injenice, da raz-
li¢ite mreZe imaju istu elektridku karakterizaciju u odnosu
na pripadne naponske i strujne varijable.

Pogledajmo npr. slufaj kombinacije idealnog nezavisnog
naponskog izvora i idealnog linearnog vremenski nepromjenlji-
vog otpora R. Mnogi fizikalni izvori, kao primjerice akumula-
torska baterija, moZe biti prikazana serijskim spojem tih
elemenata. Pokazuje se ponekad prikladnim, uvodjenje jedne
druk&ije ali ekvivalentne predodZfbe za tu napravu, gdje ce
fungirati nezavisni strujni izvor. Oba su prikaza shematski
data na sl. 2.5.1,
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> e e oy

9

TERET CD ig* g ug R u TERET

a) b)
51.2.51

Ako potraZimo karakteristike za te dvopole, naravno, uz
neki prikljueni "teret", dobit ¢femo da za oba izgleda prema
slici. 2.5.:2,

1
By @
9 RI
Q \

51.2.5.2

KaZemo, da su ova dva kruga ekvivalentna jer imaju jed-
nake karakteristike. Ako piSemo Kirchhoffov zakon napona za
unutrasnju konturu kruga prema sl.2.5.l.a) imamo jednadZbu

u=u_ - Ri i I

Analogno, pi%uéi Kirchhoffov zakon struja za &voriSte na
krugu prema sl.2.5.2 imamo jednadZbu
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124521

Buduéi da je i & ug/R, obje su jednadZbe iste, pa su za-

to i predstavljene istom karakteristikom u i-u ravnini.

Serijski spoj naponskog izvora i otpora R prema
s1.2.5.1.a) naziva se Théveninov ekvivalentni krug. Paralel-
ni spoj strujnog izvora i otpora R prema sl1.2.5.1.b) naziva

se Nortonov ekvivalentni krug.

Razmotrimo sada linearni vremenski nepromjenljivi induk-
tivitet, s pofetnom strujom i(o) = 0. Neka je tome induktivi-
tetu paralelno prikljuen nezavisni strujni izvor, kao sto
je prikazano na sl. 2.5.3.a). PotraZimo ovom spoju ekvivalen-

tan krug sa stanovi¥ta ekvivalencije dvopola.

+
-

 Qetfr 3

a) b)
51.2.513

Primjenjujuci KZS na paralelni spoj induktiviteta i
strujnog izvora, slijedi da je struja kroz induktivitet L

jednaka

L 55+ 4 /2. 5.3/

Napon na priklju&nicama ovog spoja u(t) jednak je napo-

nu na induktivitetu L, odnosno

dip
W= Lo /2.5.4/

Uvritavajudi jednadzbu /2.5.3/ u /2.5.4/ imamo
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ai dig
u=1L It + L 3T T Y + ug S 20551

Dobiveni rezultat pokazuje, da je napon na priklju&nica-
ma u(t) jednak sumi napona na istom induktivitetu L kroz ko-
jega bi prolazila struja i(t), i napona u (t) kojega bi npr.
proizvodio naponski izvor takav, da je UVlek

/2.5.6/

To drugim rijedima znac&i, da se paralelni spoj prema sl.
2.5.3.a) moZe nadomjestiti s ekvivalentnim serijskim spojem
istog induktiviteta L i nezavisnog naponskog izvora ug, prema
s1.2.5.3.b).

Iz /2.5.6/ slijedi i inverzija, tj. da bi ovi spojevi
bili ekvivalentni, mora i strujni izvor ig{t} (sl.2.5.3.a)
u ovisnosti od naponskog izvora ug(t} (sl.2.5.3.b) biti jed-
nak

i

1
g L

i
0

ug(t'}dt' F255 T

I ovi se spojevi na sl.2.5.3 nazivaju Nortonovim (a)
odnosno Théveninovim (b),jednakopravno kao analogne kombina-
cije otpora i izvora u primjeru na sl. 2.5.1.

Razmotrimo jednadZbu /2.1.6/ koja tvrdi da je za svaki
t 2 0, struja u grani s linearnim vremenski nepromjenljivim
induktivitetom L suma od dva &¢lana. Prvi je struja te grane
i{o) u t = 0, tj. pofetna struja u induktivitetu. Drugi je
€lan struja grane s induktivitetom L u nekom vremenu t, ako
u t=0 , taj induktivitet ima po€etnu struju jednaku nuli.

Ako slijedimo razmiSljanja iz proslog primjera, dolazi-
mo do zaklju&ka. Induktivitet s podetnom strujom i(o) ekvivalentan
Jje paralelnom spoju istog induktiviteta s podetnom strujom jednakom nult
i izvora konstantne struje velidine i(o) (S1.2.5.4).

Ovaj se vrlo koristan rezultat &esto koristi u metoda-
ma analize mreZa koje ¢emo kasnije upoznati.
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+ +
INDUKTIVIIET
u L gl io) u CD ifo) L 3 BEZ POLEINE
STRUJE
—b o
a) b)

51254

Za slijedec¢i primjer uzmimo linearni vremenski nepro-
mjenljivi kapacitet, s poetnim naponom u(o) = 0. Ako je to-
me kapacitetu serijski prikljulen nezavisni naponski izvor,
imamo spoj prema sl. 2.5.5.a). PotraZimo ovom spoju ekviva-
lentan krug sa stanovista ekvivalencije dvopola.

11r
‘-.

I

qri/;m'

51.2.5.5

i
’
l c
u u CD ;,-c%f c
t
a)

b)

Primjenjujuéi KZN na serijski spoj kapaciteta i napon-
skog izvora, slijedi da je napon na kapacitetu C jednak

U. = u —uq 2587
Kroz ovaj serijski spoj tefe ista struja i(t) kao i kroz
kapacitet C, odnosno i



du

i [&
i=C3p £2.5.9/

Iz jednadZbi /2.5.8/ i /2.5.9/ slijedi

du dug
i=ggr~Cqe =dp- i /2.5.10/

Dobiveni rezultat pokazuje, da je struja i(t) Jjednaka
razlici izmedju struje krez isti kapacitet C koji bi bio pod
naponom u(t), i struje ig(t) koju bi npr. proizvodio strujni

izvor takav, da je uvijek

du
ig4C = 72450304

To drugim rijeCima zna¢i, da se serijski spoj prema
sl.2.5.5.a) moZe nadomjestiti ekvivalentnim paralelnim spo-
jem istog kapaciteta C i nezavisnog strujnog izvora ig pre-
ma sl. 2.5.5.b).

Iz /2.5.11/ slijedi i inverzija, tj. da bi ovi spojevi
bili ekvivalentni, mora i naponski izvor u_(t) (sl.2.5.5.a))
u ovisnosti od strujnog izvora ig(t} (s1.2.5.5.b)) biti jed- -
nak

u
g

ie>

1 o2
= [ i (t")at' /2.5.12/
(& o
o g
I ovi se spojevi na sl.2.5.5 nazivaju Theveninovim (a),
odnosno Nortonovim (b), jednakopravno kao analogne kombinaci-

je u pro$lim primjerima.

Razmotrimo jo$ jednadZbu /2.1.11/ koja tvrdi da je za
svaki t > 0 , napon grane s linearnim vremenski nepromjen-
ljivim kapacitetom C suma od dva ¢lana. Prvi je napon te gra-
ne u(o) u t=0, tj. pofetni napon na kapacitetu. Drugi je &lan
napon grane s kapacitetom C u nekom vremenu t, ako u t=0, taj

kapacitet ima pocetni napon jednak nuli.

Primjenjujuéi prethodno izloZeno u ovom poglavlju, dola-
zimo do zakljuéka. Kapacitet s podetnim naponom u(o) ekvivalentan

Je sertjskom spoju istog kapaciteta s podetnim naponom jednakim nuli <



1zvorom konstantnog napona velidine ule) (S1.2.5.6).

+ -
cC==
u C==:u (a) u
wo—1%
= =
a) b)
S1.2.56

Ekvivalencija u svim ovim primjerima, specijalan je slu-
&aj Thévenin - Nortonovog teocrema ekvivalencije mreZa, koji

ée kasnije biti opdenitije izloZen.

2.6, ZAVISNI IZVORI

U elektrotehnici postoje i naprave, koje niti pribliZno
ne mogu biti nadomje3tavane modelima, sastavljenim iskljuci-
vo od elemenata mreZa, koje smo do ovog mjesta prikazali. Za-
to je potrebno uvesti jedan novi tip elemenata koji je neza-
mijenjiv kod modeliranja takvih elektroni&kih komponenata kao

to su npr. vakuumske cijevi ili tranzistori.

Te femo elemente nazvati zavisnim izvorima, a negdje se
nazivaju i upravljanim izvorima. S obzirom na broj priklju&-
nica, zavisni izvori su &etveropoli. Zato pokazuiju sli¢na svoj-
stva s do sada upoznatim fetveropolnim elementima mreza, ko-

je &ak mogu u odredjenim kombinacijama i nadomjesdtavati.

Po definiciji je zavisni izvor element mreZe koji ima
dvije grane, gdje je uvijek grana 2 ili naponski ili strujni
izvor, dok je grana 1 kratkospojna grana ili prekinuta grana.
Valni oblik izvora u grani 2 je funkcija ili napona prekinu-
te grane 1 ili struje kratkospojne grane 1. Drugim rijedima,

izvor u grani 2 je zavisan (ili upravljan) od napona ili stru-
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je druge grane, tj. grane 1.

Iz ovog se moZe lako ustanoviti, da imamo &etiri mo-
guée kombinacije, iz koje slijede &etiri glavna tipa zavis-
nih izvora.

Karakterizacija svakog od tih, bit e data na slijede-
¢éim slikama 2.6.1 do 2.6.4.

2.6.1. Strujno zavisni strujni izvor

: i
ugs0 )"fl uz oo U . ; .
a = l_ =+ PPrlyjenosni omler
1 struija

J
LY

51.2.61

2.6.2. Naponski zavisni strujni izvor

ir=0 iz

[
(8]

uy G)nuf uz q = ... Prijencsna vodljivest

e
—

-1

51.2.6.2

2.6.3. Naponski zavisni nanonski izvor

iy=0 iz
+ *
u = Ez prijenosni omjer
ur ur " .o
ﬂ * b napona

51.26.2
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2,6.4. Strujno zavisni naponski izvor

= -0

+ +
%

uga0 riy u2 I = 3= eee prijenosna otpornost
1

5L 2.6.¢

2.6.5. Mre¥e sa zavisnim izvorima

Ove &etiri vrste zavisnih izvora bit d¢e linearni vremen-—
ski nepromjenljivi elementi, ako su koeficijenti a,g, u, ¥
konstante. Takvi de samo biti razmatrani u ovom tekstu, budu-
éi da se veéina elektronidkih komponenata (narofito pri ma-
lim promjenama signala) dade s njima zadovoljavajuée modeli-
rati. Ne odstupajuéi znatno od takvih uvjeta rada i uz rela-
tivno nisko frekvencijsko podru&je poticajnog signala, mogu
se tranzistor i vakuumska trioda nadomjestiti mreZama prema
sl. 2.6.5 1.2.6.6,

BAZA KOLEKTOR  RESETKA ANODA

v
+

|
i (Do wg  Qew

EMITER KATODA

5. 2.6.5 51.2.6.6

ovi su primjeri znatno pojednostavnjeni, jer im je pr-
venstvena svrha prikaz modeliranja uredjaja upravo sa zavis-
nim izvorima, zbog &ega su ti elementi i uvedeni u teoriju
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elektridkih mreZa. Ta se uloga zavisnih izvora veoma razli-

kuje od uloge nezavisnih izvora, koji reprezentiraju gene-

ratore signala - ulazne poticaje u mrezZe.

Uvodjenje zavisnih izvora omogudava simuliranje nekih

pojava, %to se s drugim elementima ne bi moglo postidi. Ta-

ko npr. razmatrajmo krug prema slici 2.6.7.

me

u O R

51.2.6.7

Primjenimo 1i KZS na &vor (:) imamo

iR = (1 - a)i f2wB: 17

Odnos napona i struje na ulazu tog dvopola je prema to-

u =R iR = (1 - a)R1i 2627

Zavisni izvor (uz a > 0) uzrokuje dakle, da se ovakav

dvopol ponaSa kao negativan, a u ovom primjeru i linearan ot-

por. U vezi s usvojenom definicijom za otpore, ovaj bi u rav-

nini i-u imao karakteristiku prema sl. 2.6.8.

R=<0 g

51.2.6.8



2.7. SNAGA I ENERGIJA

Koncepcija energije odnosno snage, nalazi se u najosnov=
nijim postulatima fizikalne znanosti. Ovdje ¢femo se
ukratko osvrnuti samo na one aspekte tih pojmova, koji su u

vezi s linearnim elementima elektri&kih mreZa.

Opée definicije koje se odnose na energiju u elektril-
kim mreZama veé smo (uzgred) spomenuli u odjeliku 1.3.4 o
pasivnosti elektriZkih mreZa. Preglednosti radi, mi ih ovdje
ipak eksplicitno navodimo.

Osnovnu fizikalnu &¢injenicu u ovom razmatranju o snazi
i energiji u elektridkim mreZama interpretirat femo slijede-
¢im rijedima.

Trenutna snaga koja wi~zi u dvopol jednaka je produktu napona i
struje na prilazu teg dvopola, s tim da su im referentna usmjerenja pri-

drufena.

To je shematski prikazano na sl. 2.7.1.

ife)

L
bt}
GENERATOR uty ——>| ovoroL
? i A
S51.2.7.1

Ako s p(t) oznad¢imo ovu, u svakom trenutku t dodjeljiva-
nu snagu od generatora (ili ostalog "vanjskog" dijela mreZe)

dvopolu, onda vrijedi izraz

p(t) = u(t) i(t) 12507
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O¥¢igledno je, da se promjenom bilo koje od referencija
napona ili struje, mijenja i predznak odnosno referencija sna-
ge p(t).

Trenutna snaga p(t) bit ¢e izraZena u vatima, ako je na-
pon u(t) izraZen u voltima, a struja i(t) u amperima.

Bududi da je energija (u diaulima) integral snage, to je energi-
Ja koju je genmerator dostavio dvopolu od trenutka t, do trenutka t (il
koja je u tom vrememskom intervalu udla u dvopol), jednaka po definieciji

t t
Wit ,t) 4 J p(ef)dt’ = [ u(e)i(t’)dt’ /2.7.2/
to to

Vratimo se sada s ovih opéenitih tvrdnji na elemente
mrefa i odredimo njihovo ponafanje u odnosu na snagu i ener-
giju.

Razmotrimo najprije slu&aj, da je ovaj dvopol grana u ko-
joj se nalazi samo linearan vremenski nepromjenljivi otpor R
(s1.2.7.2)

+
T — |

512712

Buduéi da je karakteristika tog elementa u dvopolu data
s u=Ri , onda je dodijeljena energija dvopolu u intervalu od

to do t, jednaka prema /2.7.2/

t
2
WR{to,t) = tf Ri% (¢")ae’ /2.7.3/

o
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Buduéi da je i(t) realna funkcija vremena, integrand
je uvijek pozitivan, 8to znafi da je energija stalno u tom
intervalu (t - ts > 0) ulazila u dvopol. Smjer snage se da-
kle uvijek poklapa s referentnim. Drugim rijeima, otpor je
apsorbirao, "potroZio" tu koli&inu energije, jer smjer toka
snage nikad ne moZe biti obrnut. Po zakonu o odrZanju ener=-
gije ona ne moZe biti nikad uni$tena, pa bi bilo pravilnije
reéi da je ona "elektri&ki izgubljena". To treba interpreti-
rati tako, da je elektri¥ka energija transformirana u neki
neelektri&ki oblik, odnosno u ovom konkretnom sluaju = u

toplinsku energiju.

Pretpostavimo sada, da je grana u ovom dvopolu sastav-
ljena (umjesto od otpora), od linearnog vremenski nepromjen-
ljivog induktiviteta L ili linearnog vremenski nepromjenlji-
vog kapaciteta C. Uz standardne referencije kao prije vrije-
di, da je dostavljena energija induktivitetu odnosno kapaci-

tetu prema izrazu /2.7.2/ jednaka

i
hL(t sE) = f { iL ——7}1 dt' = [ L i’'di' =
o A
t i
o o
1 L
3 L (i°- i, ) /2.7.4/
odnosno
t u
Wb(t ) = [Jul(C ——T)dt’ = f Cu’du' =
o
t u
o o
X 2 _ .2
" C (u uo) 727457

Kod toga su i i io struje kroz induktivitet L u trenu-
cima t i to' odnosno u i u, naponi na kapacitetu C u trenu-
cima t i to’

Dobili smo rezultat, da u toku nekog vremenskog inter-
vala dostavljena energija ovim elementima moZe biti pozitiv-
na ili negativna , veé prema velidinama struja odnosno napona



na krajevima tog intervala. Prema tome smjer stvarnog toka
snage u odnosu na taj dvopol, moZe biti u smjeru referentnog,
ili protivno od referentnog usmjerenja snage. MoZemo redi,
da ovi elementi (induktivitet i kapacitet) mogu energiju i
primiti od vanjskog svijeta, i vratiti ju nazad. Ovi elemen-
ti dakle, wuskladiStavaju 1ili spremaju elektrinu energiju. Oni

su elektridni rezervoari ili spremmicl elektridne energije.

Ako se trenutak t, upravo poklapa s poletkom promatranija
i prikljufenja induktiviteta, koji je u tom t0=0 bez podletne
struje {10(0) = 0), onda iz /2.7.4/ slijedi da je

: !
hL(t) =35 L 17 (8) L2 T e

energija induktiviteta L u bilo kojem trenutku t. Bez obzira
na smijer struje!WL(t) > 0 ako je i(t) # 0.

Isto tako, ako se trenutak t, upravo poklapa s podetkom
promatranja i priklju&enja kapaciteta, koji je u tom to=0
bez po¢etnog napona (uofo) = 0),onda iz /2.7.5/ slijedi da
je

wolt) = < ¢ ul(e) 12777

c 2
energija kapaciteta C u bilo kojem trenutku t. Bez obzira na

polaritet naponatwc(tj > 0 ako je u(t) # 0.

Nakon ovih pasivnih elemenata mre?a, razmotrimo energet-
sku raspodjelu prema sl. 2.7.3, da bi utvrdili smijer toka sna-
ge za nezavisni izvor (ovdje npr. naponski). Iako to moZe bi-
ti vidljivo i iz sl. 2.7.2, ovdje ¢emo izvod dosljedno prove-
sti,

U jedan dio mreZe stavljamo samo naponski izvor ug(t),

a u ostali "vanjski svijet" linearni vremenski neoromjenljivi

otpor (R > 0).

Time je ovaj sistem zatvoren, i nekog trecdeg "vanjskog

svijeta" u elektridkom smislu vi%e nema!
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Za oba dvopola, prema referencijama njihovih napona i
struja stavljene su (crtkano) i referencije ulaznih snaga
prema definiciji datoj u po&etku poglavlja. Te snage iznose

za izvor ... p_ = u_i /2.7.8/
za otpor ... p =ui /2.7.9/

Suma ovih snaga mora biti jednaka nuli, jer po zakonu
o odrZanju energije, ne moZemoc imati ni vifak ni manjak ener-

gije u zatvorenom sistemu

Pg +p=20 /2.7.10/

Budu¢i da je u= Ri, onda uz /2.7.9/ imamo
Py * Ui =p, + (Ri) i =0 Foutiny
a iz toga na kraju

p == RJi {2712/

Rezultat da je ulazna snaga za dvopol s izvorom negativ-

na zna¢i, da je stvarni smjer toka snage izlazni, odnosno ka-
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ko se moglo i o&ekivati,u smjeru pune strelice na slici
2.7.3.

Prema tome, moZemo (slikovito) reéi da izvor "prima ne-
gativnu energiju" iznosa
P
w(to,t) = —tf Ri"(t")at’ f2s 13/
o
To je isto, kao kad kaZemo da "predaje pozitivnu energi-
ju” WR(to,t} otporu R prema /2.7.3/. Po aspolutnim iznosima

obje su dakako jednake.

Citaocu se ostavlja za vje¥bu da slidan radun provede

za dvopol prema primjeru na slici 2.6.7.



3. JEDNADEZBE PETLJI,JEDNADEZBE
CVOROVA T JEDNADZEZTBE STANJA

Veé se je iz dosadaZnjeg toka analize mreZa moglo za-
klju&iti, da postoje dva skupa osnovnih postulata. Jedan se
sastojao od utvrdjenih naponsko-strujnih odnosa u razli&itim
granama mreZe. To je sistem jednadfbi kojeg odredjuje ponaZa-
nje elemenata na priklju&nicama, te se mogu smatrati karakte-
ristikama grana. One mogu biti linearne ili nelinearne, a
prodiskutirane su u drugoj glavi ovog teksta. Drugi skup os-
novnih postulata proistide iz primjene Kirchhoffovih zakona
struje i napona. Kao 8tc je veé u prvoj glavi reCeno, oni se
mogu svesti na dva sistema jednostavnih linearnih algebarskih
jednadZbi. U jednom od njih varijabkle su struje u granama, dok

su u drugom to naponi na granama.

Metodi¢nost kod primjene ova dva skupa osnovnih postu-
lata u analizi mreZa, evidentna je kod rjeSavanja dosta jed-
nostavnih mreZa s malobrojnim varijablama, a naro&ito ako su
karakteristike grana linearne i vremenski invarijabilne. U
sluajevima mreZa kompleksnije topoloSke konfiguracije s veli-
kim brojem varijabli, jednadZbe osnovnih postulata treba upotpu-
niti s novim saznanjima, da bi put ka rjeSenju mreZe bio Zto
izravniji i sigurniji.

Nag je krajnji cilj,da uspijemo odrediti za sve grane
neke mreZe valne oblike napona i struja. Katkada se to ukratko
naziva - rije#fiti mre¥u. Za to nam treba biti poznato:

- topoloZka konfiguracija mreZe, tj. sve grane i &voris-
ta , kao i nad¢in njihove medjusobne povezanosti

- "sadrZaj" grana, tj. vrsta i parametri idealiziranih
elemenata u granama

- eventualno postojanje ili nepostojanje (u trenutku
t=0 po&etka naseg promatranja mreZfe) po&etnog stanja
mreZe. To se stanje odnosi na skup struja u granama
s induktivitetima, te napona na granama s kapacitetima,
sve u &asu t=0.
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Ovime bi mreZa bila definirana i dalje preostaje "rje-
Savanje" mreZe po tom modelu metodama koje su prikazane u
predstojedem tekstu.

Pretpostavimo da analiziramo mreZu s ukupno Nb grana.
To znadi da treba odrediti N, napona grana i Ny struja
grana. Karakteristike grana ("sadrZaj grana", skup elemena-
ta u granama) snabdijevaju nas s ukupno Ny jednadZbi. S druge
strane postoji viSe nego Nb petlji (zatvorenih putova, zatvo-
renih kontura) i viZe nego Nb'évori§ta. Na taj na&in, primje-
na K2S i KZN na sve &vorove i petlje dat ée nam vi¥e nego Nb
jednadZbi. Bududi da imamo samo 2Nb varijabli, neke od ovih
jednadZbi moraju biti redundantne.

To zna&i da su suvidne, da nam ne daju nikakvu novu
informaciju o mreZi, odnosno da su linearno zavisne © onim
preostalim neredundantnim jednadZbama.

Da bi se kod svake analize odmah mogao napisati skup
upravo oncliko neredundantnih jednadZbi koliko ima varijabli
odnosno nepoznanica, potrebno je najprije obnoviti iz matema-
tike pojam linearne ovisnosti sistema simultanih jednadZbi.
Prisjetimo se: jedan skup jednadZbi bit de linearno zavisa, ako naj-
manje jedna od ovih jednadZbi moZe biti izrafena kao linearma kombinaci-
Ja ostalih.

Primijenimo li ovo naelo (ne provodedi ovdje &itav ma-
tematidki dokaz), na skup linearnih jednadZbi KZS napisanih
za sve &vorove, te na skup linearnih jednadZbi KZN napisanih
za sve petlje, dolazimo do slijedeéih rezultata.

~- Za mre3u koja ima ukupno Nb grana T ukupno HU dvorova najvedt
broj linearmo nezavisnih jednadibi Kirchhoffovog zakona struja
iznost N v—I.
= Za mre3u koja ima ukupno Nb grana 1 ukupno ”v Svorova najmanji
broj linearno nezavisnih jednadZbi Kirchhoffovog zakona napona
18108t ."u’b = (Nv =1},
Proceduru,po kojoj se sistemati&no odabiru é&vori3ta i
petlje da bi se na njih primijenili KZS i KZN, postupno Eemo
otkrivati u tekstu kojl predstoji.
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3.1, JEDNADZBE PETLJI

Razmotrimo najprije Kirchhoffov zakon struja (KZS). Na-
§1i smo da ima N, -1 nezavisnih jednadZbi od ukupno Ny struj-

nih varijabli.

Bududéi da je obié&nc Ny
go jednadZbi, takav sistem ne bi bio jednozna&no rje3iv. Ako
mi, medjutim, znamo vrijednosti Nb- {Nv—l) struja u granama
(po volji odabranima), onda sve preostale struje mogu biti
jednozna&no odredjene u ovisnosti od ovih poznatih.

>>N_, te ima viSe nepoznanica ne-

No, sjetimo se, da je broj N - (N _-1), upravo broj neza-
b v P J

visnih jednadZbi Kirchhoffovog zakona napona (KZN).

DoduSe, ove jednadZibe imaju za varijable napone na gra-
nama, kojih je isto Nb - koliko ima i grana.

Ako mi uspijemo izraziti ove varijable napona na grana-
ma u ovisnosti od N, - (N _-1) strujnih varijabli onda imamo
isti broj nepoznanica i jednadZfbi, pa je rje¥enje sistema mo-

guce. To je u osnovi put rjefavanja koji slijedimo.

Proceduru ¢emo ilustrirati pomodu primjera na sl.3.1.1.
Ukupno je Nv=4 gvora i Nb=6 grana na toj mreZi.

Si. 201
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Prema poznatom ima N = 1 =4 -1 =3 nezavisne jednadZbe
Kzs i Nb~{Nv-l) = 6-(4 - 1) = 3 nezavisne jednadZbe KIN.

Naponski izvor u seriji s Ry ra&una se kao jedna grana.
Ako ih ra&unamo kao dvije grane tad je N =7, ali sad ¢e biti
i jo¥ jedan &vor na spojiStu izvora sa R,. U tom je slu&aju
Nv= 5, iz %ega slijedi opet isti broj Nb-{Nv—l} =7 =(5=-1) = 3,
kao broj nezavisnih jednadZbi KZN.

Primijenimo 1i Kirchhoffov zakon struja na évorove(:),

(:)i (:), dobivamo da se sve struje u granama 2 , 4 i 5, mogu
izraziti u ovisnosti od struja grana 1, 3 i 6.

Imamo za &vorove

% cijmitiy =0 7 iy =i - i) /3.1.1/
“igml,4lg =0+ i, =i - dg 8127
ijtig-ig = 0 =+ ig=ig - i I35 L3/

Na slici 3.1.1. tri kruZne strelice u oknima, pokazuju
orijentaciju petlji koje smo izabrali za pisanje jednadZbi pet-
lja po KZN. No, zamislimo mi sada, da su ove strelice kruZne
struje petlji, sa referencijama istim kao okilazni smjerovi

petlja - dakle tzv. konturne struje.

Usporedjenje sa slikom pokazuje, da su te struje petlja
identi&ne sa strujama grana 1, 3 i 6. Sve dakle ostale struje
u granama mogu biti izraZene u ovisnosti od ovih struja pet-
1ji, odnosno konturnih struja. Ovaj skup jednadZzbi, koji pove-
zuje struje u granama sa strujama petlji, nazivaju se negdje

mrefnim transformacijama.

Napi¥imo sada jednadZbe KZIN za ova tri okna, koja su ozna-
&ena na slici. Pretpostavivii da su naponske referencije uz re-
pove referencija struja u granama (pridruZfeni referentni smje-

rovi) dobivamo:

u, - u, - ug =0 /3.1.4/
u, + uy mou, =0 f3..1.57
u, +ug +ug = 0 /3.1.6/
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Kao slijedeéi korak, treba uvrstiti odnose struja-napon
prema elementima grana, da bi se izrazili naponi na granama u
oviénosti o strujama u granama. Ako upotrebimo jo¥ jednadZbe
nreZnih transformacija, ostaju kao nepoznanice jedino struje
petlji. .
Tako dolazimo do slijedecdeg sistema jednadZbi:

t

d . 1 r oo -
iyRyug + Iy g (g7 b)) - o [ (gm1)ae’ - uglo) = 0 /3.1.7/

d ,. . . _
L, 3% (ig-i,) + Ryij = Ry(ig=i3) =0 /3.1.8/
1 t
-1 e - ’ =
R4{16 13} + cs c,.; (15_ illdt + usto} + st.s 0 /3.1.9/

Ako skupimo poznate &lanove na desnu stranu i malo sredi-
mo, ostaje

di1 1 t d13 1 t
— LA e =
LRy + Ly gE too [ Lat - Ly g -5 [ 164t
50 5 0
= ug + us(o) 13110/
dil di3
- L2—d—£-+ (R3 +R4)i3+L2—a-F~-R416 = 0 e % o %

t t
1 1
- —=— [ i.dt R,i, + (R,+#+ R.)i_ + = [ 1 dt’ =
CS = 1 473 4 6°76 CS 8 [
e us{o} 13027

Razmotrimo oblik ovih jednadZbi. To su obi&ne linearne di-
ferencijalne jednad?be s tri nepoznate struje petlji. Ako su na
ovaj na&in poredani &lanovi, onda kaZemo da je jednadZba u
standardnom obliku. RjeSavanje ovakovih jednadZbi moZe se pro-
voditi na viZe nadina, no obi&no to zahtijeva dosta vremena. U
ovom momentu, mi pretpostavljamo da se rjeSenje moZe nadi. Iz
toga slijedi, da €e te tri struje petlji biti poznate za svako



vrijeme t. Budu¢i da se ove struje u granama mogu izraziti u
ovisnosti o strujama petlji, to i one postaju sada poznate.
Karakteristike grana, omogudavaju tada odredjivanje i napona
na granama, te je tako rjeSavanje mreZe sada kompletirano.

Potpuno je svejedno, koje smo tri struje u granama iza-
brali, da bi izrazili preostale tri pomoéu njih. Medjutim,
zbog postojanja izvjesne simetrije u jednad¥bama, obi¥no se
odludujemo za one konturne struje, koje se podudaraju s pet-
ljama po kojima piZemo jednadZbe KZN. Toga €emo se obi&no i
ubuducée drZati.

Opisani put rjeSavanja (naziva se i analiza petlje),
je opfenita procedura koju moZemo slijediti za svaku mre3u.
Medjutim, mora se obratiti paZnja na dvije specifi&ne situ-
acije. To su sludajevi prisustva strujnih izvora u mrezi, i

prisustva zavisnih izvora u mreZi.

Iako niti jedan od ovih slu&ajeva, ne komplicira situ-
aciju do te mjere da stvara nepremostive poteZkofe, mi Eemo s
pomocu primjera dati ilustraciju tih sludajeva da bi se uo&i-
le posebnosti koje iz njih ipak proizlaze.

Izabrat €emo jednu mreZu kojoj, samo zbog jednostavnosti,
stavljamo otpore u sve grane. Naime, ono &to ¥elimo pokazati,
ne ovisi o sastavu elemenata u granama (S1.3.1.2.a).

gns

a) b)
51.2.1.2

e i e ——
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Ovdje je opet 6 grana i 4 &vora, Sto znac¢i da preostaju

3 nezavisne jednadZbe KZN.

Izaberimo struje petlji tako, da je struja od strujnog
izvora identiéna s jednom od struja petlji.

To uvijek moZe biti uradjeno za svaki rjeSivi problem.
Da bi to u€inili vidljivijim, moZemo ovu mreZu nacrtati i

prema sl.3.2.1.b).

Sa ovakvim izborom petlji, struje petlji su identi&ne sa
strujama u granama i,, 12, ij. Ako napifemo naponske jednadZbe
i u isto vrijeme uvrstimo naponsko-strujne relacije od pojedi-

nih grana, moZemo pisati

Rlil + R4(11-13) + Rs(il—izl + ug =0 /3.1.13/
R5(12—il) + Ryi, + R6(12-13) =0 /3.1.14/
Ry(i3-1)) + Rg(iz=i,) + Raiy =0 /3:1.15/

Ovdje imamo 3 jednadZbe, u kojima izgleda da ima 4 nepo-
znanice, i to tri struje petlji i jedan napon preko strujnog
izvora kojega smo oznad&ili s ug. Medjutim, sjetimo se da Jje i1
identi¢na s ig koja je poznata, Sto ostavlja samo tri nepozna-
nice. Nadalje, posljednje dvije jednadibe ne sadrZavaju ug'
samo 12 i 13 su nepoznate u tim jednadZbama. NapiSemo 1i ih u

standardnom obliku, rezultat ¢e biti

(R2 * R ® Rﬁ)i2 - R613 = RSi = R.1i /3l 26/

5 1 57g

+ (R3+ R i 7 i s O 1 A

1 4~g

]
el

=R.3

6l + RG}i3 = R4i

4
Ovo su dvije jednadZbe sa dvije nepoznanice i mi ih moZe-

mo rijefiti. Kad jednom imamo rje¥enija za i2 i 13, treba ih

substituirati u prvu jednadZbu, i dobiti napon na strujnom iz-

voru.

Kad ne bi izabrali petlje na taj nadin, da se strujni iz-
vor pojavljuje u samo jednoj petlji, onda se nepoznati ug po-
javljuje u viZe nego jednoj jednadZbi. To ne bi dopustilo ovo
gornje pojednostavnijenje.
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Dakle, kada je strujni izvor u mreZi, rjeZenje se pojed-
nostavnjuje time, 8to se smanjuje broj jednadZbi koje treba
rijefiti, za kolidinu prisutnih izvora struje.

Razmotrimo sada modifikacije jednadZbi petlja, kada su
prisutni zavisni izvori. Primjer prema slici 3.1.3 je katodno
sljedilo s dodatnim elementima u katodnom krugu.

v

\.
O‘M
~AWA,
k]
-'én

51.213

U ovoj mreZi ima Nb=4 grane, dok je broj &vorova Nv=3'
tako da preostaju dvije nezavisne jednadZbe KZN.

Izabrav8i za struje petlja one koje su na slici naznade-
ne sa strelicama, moZemo za njih napisati jednadibe KZN, i
istovremeno "u glavi" substituirati relacije u-i od pojedinih
grana.

Rezultat ¢e biti

£
3. ' : s
Ri + G Z; i)dt’ + uy (0) + R (i +iy) =0 /3.1.18/
Ryi, + Reli) +d,) +u, =0 {31190

Sada treba izraziti napon zavisnog izvora, koji je zadan

kao u, = uug, u ovisnosti od struja il i i2. Iz slike vidimo
da je
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= iy

odakle imamo

+ ug - Rk(i1 + 12) =0 /3.2.20/

v =1

g = Ut Ry + 1) /3.1.21/

2

odnosno napon na prikljuénicama zavisnog izvora
u, = u[ul + R (1, + izq /3.1.22/

Uvrstavajudéi /3.1.22/ u /3,1.19/ i malo sredjujuéi dobi-
va se kona&no

t
: 1 " _
(R + Ry + T 438+ Ridy = cug (o) /3.1.23/
Ry (u + 1)) + [Rk{u + 1) + Ra]iz = —py, /3.1.24/

Ovo je tra¥eni skup jednadibi. Vidimo da prisutnost zavis-
nog izvora ne poremeduje znatno proceduru kod pisanja jednadZbi
petlja. Postoji samo jedan dodatni zahtjev za izraZavanjem napo-
na (ili struje) zavisnog izvora u ovisnosti o strujama petlja,

8to se naj&edcde jednostavno izvodi.

3.2. JEDNADZBE CVOROVA

Vratimo se opet na razmatranje jednadZbi Kirchhoffovog
zakona napona. Rekli smo da ima ukupno Nb—(Nv-ll nezavisnih jed-
nadZbi KIZIN, za Nb varijabli uz Nv &vorova. Ako znamo vrijednosti
za'Nb - [Nb - {Nv—l)] = Nv-l varijabli, preostale mogu biti
jednozna&no odredjene u ovisnosti od ovih poznatih. Sjetimo se
da je Nv- 1 broj nezavisnih jednadZbi Kirchhoffovog zakona

struja.

No, ove jednadZbe KZS same po sebi ukljuuju Ny, varijab-
1i, ali kao struje grana. Ako bude moguée izraziti ovih Nb
strujnih varijabli u ovisnosti od N -1 naponskih varijabli bit
€e isti broj i nepoznanica i jednadZbi.
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Procedura je dakle posve slidna onoj, koju smo proveli za dobiva-
nje sistema jednadibi petlja. Tada smo substituirali jednad3be KZS (pi-
sane kao mreine transformacije) zajedno s odnosima napon-struja u grana-
ma u jednadZbe KZN. Sada za dobivanje sistema jednadZbi Zvorova obrdemo
postupak, i substituiramo jednadibe KIN zajedno s odnosima napon—-struja
u granama, u jednadibe KZS. Ilustrirat €emo problem na slijedeéem
primjeru (sl.3.2.1).

(D

@

S51.3.2.1

Brojedi ugl u seriji s R, kao jednu granu imamo pet gra-
na i tri &vora. Izaberimo jedan od &vorova (bilo koji) kao
referentni dvor. Razmatrajmo zatim napone izmedju referentnog &vo-
ra i svakog od onih ostalih tako, da je pozitivna naponska re-
ferencija uvijek na drugoj strani od referentnog &vora. Ove
napone nazvat demo naponima &vorova.

Bilo koji napon grane moZe se tada napisati kao razlika
izmedju dva napona &vora. Jedan od ova dva mo¥e biti i refe-
rentni &vor, tako da napon grane postaje jednak naponu ¢&vora
(osim moZda po predznaku). U gornjem primjeru, uzevii kao re-
ferentni évor.® imamo:

napon grane 2 = = napon grane 1 = napon &vora
napon grane 4 = - napon grane 5 = napon &vora

I
I

napon &vora @ - napon &vora

n

napon grane 3

Ovi izrazi, koji povezuju napone grana i napone &vorova
nazivaju se katkada &¢vorne transformacije.
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Napifimo sada jednadZbe K2ZS, kojih treba biti Nv-1=3-1=2
nezavisnih. Mi sada moZemo izabrati bilo koja dva (od tri) &vo-
ra za pisanje KZS. Cvor kojega ispuitamo ne mora u principu bi-
ti onaj, izabran kao referentni. Medjutim, ako ba% njega ispu -
stimo dobivamo jednadZbe u standardnoj formi i simetri&nom ras-
poredu (ako nema zavisnih izvora). Zato se redovno odludujemo

za takav izbor. Prema tome, u naZem primjeru, jednad?be KZS za

évorove (:) i (:) bit Cde

=iy Hi,-igy =0 #3217

i, + 14— 195 =0 I 3227

Ako najprje uvrstimo odnose struja-napon u ove izraze,
dobivamo rezultat koji sadrZava napone grana. Ove napone grana
treba jo¥ pretvoriti u napone &vorova, prema prethodno izvede-
nim medjuscbnim odnosima. Tako iz /3.2.1/ i /3.2.2/ dobivamo

u, +u u t

LGk ok £ oy Yaeted.(6) = 0 /3.2.3/
R1 R2 L3 5 2 71 3

1 t duz

E; é {uz-ul}dt s 13(0} + C4 - ig5 =0 /3.2,4/

gdje su uy iy, naponi é&vorova (:) odnosno (:).Ako transformi-
ramo ove jednadZbe tako da saberemo neke &lanove, a ostale pre-

bacimo na desnu stranu ostaje

t t
1 1 1 1
(= +=—)u, + = [ udt’ - =— [ u.dt’ =
R1 R2 1 R3 o 1 L3 i 2
Ug1
= - 1?. + 13{0) v i P L
1
1 £ : du2 1 t
- — —_— — ’ o -
L3 é uldt + C, It +L3 é uzdt ig5 13(0) [3w2abf

Ove su jednadZbe, ba¥ kao i jednad¥be petlja, diferenci-
jalne jednaZdbe. Izvori struje i napona su poznate veliéine,



- 104 -

kao 1 po&etni uvjeti, a nepoznati su naponi &vorova. Pretpo-
stavimo sada da rije3imo te jednadZbe i dobijemo napone &vo-
rova. &vorne transformacije dat e nam onda rje¥enja za napo-
ﬁe grana. Struje grana takodjer ¢e biti poznate iz naponsko-
strujnih odnosa pojedinih grana. Analiza mreZe metodom &voro-
va bila bi time kompletna. Procedura koja je opisana naziva
se negdje i analizom &vorova.

Postoji jedna situacija, koja moZe dovesti do potesSko-
¢a kod primjene analize &vorova. Razmatrajmo npr. mreZu ko-
ja uklju¥uje transformator. Jednad’be za KzS mogulse napisati
bez problema. Drugi korak u analizi je substituiranje u-i od-
nosa pojedinih grana u jednadZbe KZS, gdje nailazimo na po-
tefkofu. Za dva vezana induktiviteta odnosi napona i struje
su dati izrazima /2.3.6/ i /2.3.7/.

Ovi izrazi daju napone u ovisnostima od struja, a za
jednadfbe KZS treba ih invertirati. Ako integriramo obe stra-
ne u granicama od 0 do t imamo

L
= § . )
é uldt Ll:L1 Liil{o) + M12 Miz(o) g W BT o7 4
t
r 3 =, 3 i 2
éuzdt =Mi, - Mi, (o) + L,i, Lyi, (o) /3.2.8/
ili sredivEi
t
5 P r 2 .
Llil + Mlz = é uldt e Llll(o) + M12(0} #3259
t
i r 2
Mi, + inz = é uzdt + Mll(o) + inzto) /3.2.10/

Obe od ovih jednadZbi sadrZavaiju il i 12. Da bi ih rije-

8111 za i, moramo pomnoZiti prvu jednadZbu s L,, a drugu s M
i medjusobno ih odbiti. Ovo ¢e eliminiwmti 12. Sli&no dce i1 biti
eliminiran, ako prvu jednadZbu pomnoZimo s M, a drugu s Ll, h &

opet te dvije jednadfbe odbijemo. Rezultat ovih operacija jest



= 105 =

L2 t M €
dhy # 5 s uldt' - 5 I uzdt’ +
L,L, - M o L,L, - M* o
+ 1, (o) /3.2.11/
L t t
i, = ——1-—2- S ou,at’ - . [ owgat’ +
L,L,- M° o L,L, - M o
+ i, (o) 73,212/

Ofito ove jednadZbe vrijede samo za nesavrSeni transfor-
mator, jer bi za savrZeni transformator nazivnici na desnoj

strani bili jednaki nuli, 3to ne daje jednoznalno rjeSenje.

Uglavnom vidi se, da je analiza &vorova moguda i u slu-
¢ajevima kada je induktivna veza prisutna u mreZi. Onda su,

vidimo, izrazi ne3to sloZeniji.

Zaklju&it cemo prikaz metoda amalizom petlja i analizom
¢vorova sa slijedeéim opaskama.

Oba ova pristupa rjeZavanju elektridkih mreZa dovela su
nas do sistema linearnih diferencijalnih jednadZbi. Za linear-
ne vremenski invarijabilne mreZe s jednim ulazom i jednim iz-
lazom, ovaj se sistem svodi na jednu diferencijalnu jednadZbu
n-tog reda s konstantnim koeficijentima po izlaznoj varijabli.
Njihovo je rje3enje standardnim analiti&kim postupcima, bez pri-
mjene numeri&kih metoda i elektroni®kog radunara, &esto nemogu-
¢e dobiti. To je redovan slufaj kada se radi o kompleksnijim
mreZama, s ®Elativno vedim brojem elemenata, koje su k tome do-
sta isprepletene konfiguracije. Tada obié¢no red te diferencijal-
ne jednadZbe premafuje brojku dva i time je njeno rjefavanije
veoma oteZano. Ako se jo¥ radi o poticajnoj funkciji sloZenijeg
valnog oblika rjeSavanjem mreZe smo nekad dovedeni do nepremo-
stivih poteskodca.
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Medjutim, u najvedem broju sluajeva susredemo se s jed-
nostavniiim primjerima. XKod njih se ve¢ na prvi pogled (s malo
iskustva i uvje?bavanja), moZe zakljuliti o rezultatu i bez
formalnog rjefavanja bilo sistema jednadZbi petlja, bilo siste-
ma jednadZbi é&vorova. Osim toga, Zesto je u jednostavnim kru-
govima i nepotrebno &isto formalno provoditi ¢itavu proceduru,
recimo, jednad?Zbi petlja. To zna¢i da ne moramo bag uvijek i
odredjivati koje petlje dovode do nezavisnih jednadZbi, uvrdta-
vati odnose izmedju struja petlji i struja u granama, itd.
Cesto se &ak pogodnije i brZe dolazi do rezultata, ako se uop-
ée ne primjenjuju isklju&ivo jednadZbe petlja ili iskljucivo
jednad?be &vorova, nego se istovremeno upotrebe obje vrste jed-
nad¥bi. To tada dovodi do mjefanih varijabli struja i napona.
Katkada sistem jednad?bi, uz malo vjeZibe postaje evidentan, vec
na temelju jednog pogleda na shemu zadane mreZe, pa se izravno
i pise.

Prema tome, niti jedna od ovih prikazanih opcéenitih me-=
toda nije uvijek i najjednostavnija za sve probleme. Na temelju
svakog individualnog zadatka, treba izabrati pristup ili sistem

rjedavanja, koji najbolje odgovara.

3.3. JEDNADZBE STANJA

U analizi petlja kod pisanja jednadZbe KZN, upotrebili smo
kao varijable struje petlja, dok smo u analizi é¢vorova kod pi-
sanja jednadZbi KZS izabrali kao varijable napone &vorova. U oba
su se sluajs pojavljivali &lanovi s derivacijama i ¢lanovi s
integralima tih varijabli, a sve je rezultiralo sistemom li-
nearnih integro-diferencijalnih jednadZbi. Ako bi se traZio
stacionarni odziv na sinusoidalni poticaj, najadekvatniji bi
pristup tim jednadZbama bio u primjeni simbolilkog ("jw")raduna.
studentima vi%ih godina je ta metoda dobro poznata, pa se u
okviru ovog teksta neée ponavljati.
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U sluc¢ajevima druca¢ijih valnih oblika »oticaja,
ove integro-diferencijalne jednadZbe u sistemu (ili pe-
tlja ili &vorova), moraju biti najprije pretvorene u diteren-
cijalne jednad?be drugog reda, jednostavnim deriviranjem sva-
ke koja sadrZava integral. Buducéi da obi&no Zelimo znati od-
ziv za jednu odredjenu varijablu, ostale varijable moramo eli-
minirati. Rezultat te eliminacije je n-tog reda diferencijal-
na jednadZba po toj varijabli. Za ukupni odziv nuZno je pozna-
vati poetne uvjete, dakle y(o), Y'{O),...,y(n'lkolp gdje je
y doti%na varijabla bilo iz jednad?bi petlja, bilo iz jedna-
d¥bi &vorova. Kao 3to smo veé prije izloZili, ti su uvjeti
rezultat podetnog stanja u mreZi, a ono je obi&no poznato u
ovisnosti od poletnih napona na kapacitetima i poletnih stru-

ja kroz induktivitete.

Najée&de je potrebno provesti prethodnu analizu mreZe,
da bi se iz tih poznatih veli&ina odredili po&etni uvjeti. Ta
se prethodna analiza mora ponoviti za svaku pojedinu varijab-
lu kojoj traZimo analiti®ki izraz. Imajuci prema tome diferen-
cijalnu jednadZbu i pofetne uvjete po jednoj od varijabli, tu
jednadZbu treba rijed3iti nekom od prikladnih metoda. Pod pret-
postavkom da je rijesimo, preostalq varijable se lak3e iznala-
ze uvritavanjem dobivenog rezultata nazad u prvotne jednadZbe

iz sistema.

Buduéi da smo zaklju®ili da se moraju uzeti u obzir i po-
Zetni uvjeti, logi&no se nameée prednost izbora napona na kapa-
citetima i struja kroz induktivitete kao varijabla mreZa, s tim
da se niti jedna druga varijabla ne pojavljuje u jednadZbama
(osim eventualno poticajnih). Tako izabrane varijable nazivamo
onda varijablama stanja. Jednadibe u koje su ukljufene varijable
stanja, proizlaze iz primjene KZS i KZN na jedan sistematski
nadin. Kao %to demo vidjeti, standardni je oblik jednadibi stanja
skup diferencijalnih jednadZbi prvog reda, u kojima je izraie-
na derivacija svake varijable stanja kao finkcija varijabli sta-
nja, poticaja i eventualno njegovih derivacija. Za linearne je
mrefe ova funkcija linearna.

Razmotrimo paralelni RLC krug prema sl.3.3.1, sa ciljem da

odredimo ponaSanje kruga pod utjecajem iskljudivo po&etnog

stanja u krugu.
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51.3.3.1

Ako su elementi u ovoj mrezi linearni i vremenski nepro-
mjenljivi onda KZS primjenom na jedino &voriSte daje jedna-
dZbu

duc
C'EE- + GuR + i, = 0 J3.3:1/

Primjena KZN na bilo koju petlju daje jednadZbu

[3.3.2/

Bududéi da vrijedi up = L diL/dt moZemo ove jednadibe pre-

urediti u slijedec¢i sistem jednadZbi za t =2 0

di
1
?tl‘- = T g 73,33/
du
i G
d—tc =- 214 - gu, /3.3.4/

Kao 8to smo ved uvodno najavili, ove simultane dife-
rencijaln~ jednadZbe prvog reda nazivaju se jednadibe stanja
kruga prema sl.3.3.1. Par veliZina (i, (t), u,(t))naziva se
stanje kruga u trenutku t. Par veli&ina (iL{O), uc(o)} naziva se

podetno stanje (kruga u t= 0).

Iz teorije diferencijalnih jednadZbi poznato nam je, da
to pofetno stanje zajedno s jednadZbama /3.3.3/ i /3.3.4/,
jednozna®no odredjuje vrijednosti [iL[t), uC{t]) za svaki
t = 0.
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Zato moZemo smatrati parove vrijednosti (i, (t), ue ()
koordinatama jedne totke u ravnini iL—uC. Ako t raste od 0
prema «® , todka (iL(t), uc(t)) iscrtava krivulju koja po&i-
nje u tofki (iL(o}, uc(o)}. Ova krivulja naziva se trajektori-

Jja prostornog stanja, a ravnina iL-uC prostorno stanje tog kruga.

Primijenimo 1i matri&nu notaciju, moZemo promatrati par
velidina (iL(t), uc(t}) kao komponente vektora z(t), koji
ima hvati3te u ishodi%tu koordinatnog sistema.

iL(t}
z(t) = w. (&) /35345
Cc

Vektor «(t) naziva se vektor stanja ili ukratko stanje.
Taj je vektor definiran za svaki t 2 0 u prostornom stanju.
Njegove komponente, struja iL kroz induktivitet i napon Ue

na kapacitetu, nazivaju se varijable stanja.

Uzmimo da su npr. parametri ovog kruga R = 1Q, L = 1H
i € = 1F, a poletno stanje iL(o) =1A i ucto) = 1V. Rjeda-
vanje diferencijalne jednadzbe po varijablama iL ocdnosno u.
dalo bi odzive za svaki t > 0 oblika
t

2 e 2 cos | é; t - 600)

i (v)

L
2z

e cos |( %; t + 60°)

]
[S]

uC(t)

Ovi su odzivi prikazani na sl.3.3.2 u ravnini i -t odnos-
no uc—t. Na osnovi toga dobivena je trajektorija stanja prema

s1.3.3.3,

JednadZbe stanja /3.3.3/ i /3.3.4/ mogu se napisati u ma-

triénoj formi kao funkcije vektora stanja prema izrazu

‘—3—“(91%—)- = Az(t) /3.3.6/

gdje su
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xz(o) = /3.3.8/
uc{o)

Matri®na jednadZba /3.3.6/ sli&na je skalarnoj dx/dt=ax,
koja ima poznato rjeSenje x(t) = x(o)eat. Po analogiiji s tim

rjefenje je matriéne jednadZbe
z(t) = x (o) eAt /3.3.9/

gdje je eAt matrica koja ovisi o t i 4 . U ovom je sluaju
treba shvadati kao funkciju kojom preslikavamc vektor polet-

neg stanja =z (o) u vektor stanja x(t) u vremenu t.

Kao %to skalarnu eksporencijalnu funkciju moZemo prikazati

redom potencija, predofavamo i matricu e“it slijededim redom

=1+ At + AT 37 + AT 37+ ... /3.3.10/

eAt 2 £
2

;o ’ : At
Svaki je &lan ovog reda matrica, pa je prema tome e tako-

djer matrica.

Da bi pribli¥nc mogli izrafunati trajektoriju sluZimo se
jednom jednostavnom metodom raZunanja tofku po to&ku. Ta me-
toda je zasnovana na pretpostaveci, da je za vrijeme dovoljno
malog intervala vremena At, brzina dz/dt vrha vektora sta-
nja «(t) pribli¥no konstantna. Iz toga slijedi da je trajek-
torija u tom intervalu dio pravca. Ako po&nemo od pofetnog

stanja z (o) u t=0 imamo najprije

dzx _

3t (o) = Az (o) £345341Y/
Buduéi pretpostavljamo, da je brzina tokom daljnjeg inter-

vala (o, at) konstantna, mo¥emo pisati razvoj u Taylorov red

za prva dva ¢&lana
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z(At) = z(0) + 9% (o) At = z(0) + Az (o)At /3.3.12/
Za slijede¢i interva (4t, 240t) opet pretpostavljamo konstan-

tnu brzinu i raunamo je na bazi pribliZne vrijednosti x (At)

dax _
3t (8t) = Az (At) /3.3.13/

Odavde opet analogno koraku /3.3.12/ slijedi
x(20t)> x(At) + Az (At) At /3.3.14/

odnosno nastavljaudi postepeno rafunanije pribliZ?nih vrijednos-

ti, dolazimo do opceg izraza
[ (k+1)At]= x(kdt) + Ax (kAt)At = (I1+Atd )x (kAt) /3.3.15/

gdje je k=0,1,2,...,N

Ovo rafunanje stanja korak po korak bilo bi priliéno mué&no
i sporo, kad ne bi bilo programirano za digitalnc radunalo.
Jasno je da sukcesivne pribliZne vrijednosti z (At) ,x(24t),...
...,x(NAt), radunate na ovaj nafin, tefe ka tolkama tofne
trajektorije ako At + 0, Koliko ¢femo se tome pribliZ¥iti ovi-
si o zahtijevanoj tonosti, "vremenskoij" duljini trajektoriije,
itd.

Ako bi krug na sl.3.3.1 bio napajan iz strujnog izvora koji
je paralelan svim ostalim elementima, mogli bi na sli€an na&in
napisati jednadZke stanja. Prva /3.3.3/ se ni3ta nede mijenja-
ti jer napon na paralelnom krugu ostaje isti kao kad nije bi-
lo strujnog izvora. U drugoj /3.3.4/ zbog prikljuenja nove
grane jednadZba KZS dobiva jedan ¢&lan vife, pa imamo

L _1
TE L g 13 L6/
du i

C o g, w2 A
-a—{-:--—- C 1L CLI.C + C /3-3.1?/
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Uz isto pofetno stanje (iI(o), uc(o}} kao briije, ijednadZba

stanja u matri¢nom obliku postaje slijedeceg opceg oblika

g% = 4z + bw /3.3.18/
gdje je
1
g 4
A = 1 a /3.3.19/
e TF
0
bw = 3 L /3.3.20/
C

Matrice 4 i t ovise o elementima kruga, a poticaj je od
izvora oznafen s w. Jednad¥ba /3.3.18/ je nehomogena matricé-
na diferencijalna jednadZba prvog reda. SliZ%nc kao i skalar-
na jednadfka ovog oblika, ova matri#na ima once rijeSenie

2 t

t
x =€ zxlo) + f
o

o r
SAIER) ey /3.3.21/

Dokaz da je to stvarno rjefenje za trajektoriju ovdije ne-
femo provoditi. Vrijedno je ipak naglasiti da izraz /3.3.21/
ovisi isto o vrijednosti matrice eAt, kac i u pro$lom primje-
ru. Aproksimativna metoda za rafunanje x korak po korak koju

smo izloZili, moZe se i ovdije primijeniti.

Nije, medjutim, uvijek mogude ovako izravno napisati jed-
nadZbe stanja, gdje se odmah pojavljuju samo varijable sta-
nja i varijable ulaznih elektric¢kih velidina. Katkada je
nuZno da se prethodno eliminiraju ostale variiable. Zato po-
stoji razradjen algoritam za sistematsku proceduru pisanja
jednad?bi stanja. Taj je predvidijen za odredjenu klasu elek-
tridkih mreZa. Da bi ga mogli primjenjivati, Cestc je potreb-
no izvrsiti izvjesne modifikacije mreZe tako, da upotrebimo
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Nortonove odnosno Théveninove ekvivalentne krugove za po-
jedine grane, ali i da izbjegnemo niz ostalih ograniéenia.
Izno3enje spomenutog "vodi®#a" za pisanje jednadZbi stanija kod

sloZenijih mreZa, premaSuje potrebni opseg ovog teksta.

Na kraju cemo osnovne ideje iz ovog poglavlija napisati sa-

Zeto na slijededi naéin.

KaZemo, da su diferencijalne jednadZbe neke mreZe napisa-
ne u obliku jednadZbi stanja, i da xr predstavlja stanje mre-

Ze, ako je taj oblik
z = flz,w,t) /343227

Kod toga je z vektor od nnr. n elemenata; w predstavlija

skup ulaznih veli¢ina , a t je vrijeme.

Osnovni su razlozi za pisanje jednadZbi mreZa u toj formi
slijede¢i: (1) ovaj oblik daje najvece moguénosti programira-
nja za analogno ili digitalno radunalo, (2) posve je lagano
prodirenje analize na nelinearne i vremenski promjenljive mre-
Ze (5to nije bio sluaj kod analize petlji ili &vorova), i
(3) kao jednadZbe stanja, odredjeni pojmovi iz teorije siste-

ma najbolje korespondiraju s teorijom mreZa.
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4, O SNOVTI TOPOLOGIUJE
ELEKTRICEKTIH M REZA

4,1, LINEARNI GRAF MREZE

Razmotrit &emo i upoznati neke termine, s kojima se u teo-
riji mreZa dalje susredemo. Topologija je inafe posebna grana
primjenjene matematike, koja je prili&no opseZna, i za nje-
no bolje upoznavanje, trebao bi i poseban predmet. Zato na-
gladavamo, da ¢emo ovdje ukratko obraditi samo onaj dio to-
pologije, koji €e nam dalje trebati u cilju iznalaZenja jed-
ne sistematiéne procedure za odredjivanje naponsko-strujnih

odnosa neke elektrifke mreze.

Uobi&ajenc je u nauci i tehnici, da je prvi korak uvijek
stanoviti proces apstrahiranja, zanemarivanja nefeg, u ci-

lju izvlaZenja na vidjelo bitnih svojstava.

Prije smo vidjeli, da oba Kirchhoffova zakona ne vode ra-
Zuna o prirodi elemenata neke mreZe. Kod KZS trebali smo vo-
diti raduna samc o sumi svih struja koje ulaze ili izlaze u
neki &vor, te da ta suma bude jednaka nuli, a da nijednom
rijeéju nismo spominjali kakav jeelement u bilo kojoj grani
koje &ine taj &vor. (Da li je to induktivitet, dioda, itd?).
Sli¥no je KZN bio izreden kao suma svih napona unutar jedne
zatvorene konture mre¥e, suma koja je isto morala biti nula,
bez obzira kakvi su elementi (otpori, kapaciteti,i sl.) na-

nizani duZ te konture.

Za Kirchhoffove zakone dakle, bitna je samo konfiguracija,
medjupovezanost grana, odnosno uobiajeno refeno topologija

mreZe.

Prirodno je stoga ofekivati, da prvi korak u prikazivanju
mre%e, dakle prva apstrakcija, bude zanemarivanje prirode
elemenata koji &ine mreZu, te da tako reduciramo mreZu na

tzv. graf.

Pretpostavimo da imamo bilo kakav fizikalni sistem, te da

se pod odredjenim uvjetima promatranja, recimo kod frekven-
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cijskog opsega koji ba¥& nas zanima, taj sistem reducira na
model od pet koncentriranih elemenata. Nas se u prvoj apro-
ksimaciji elementi ne tic¢u, te ih sve crtamo u shemi kao

pravokutnik u grani. To prikazuje sl.4.1.1.a).

© T 0O © 0O

No, buduc¢i da Kirchhoffovi zakoni vrijede bez obzira na
karakter ovih pravokutnika, moZemo i njih izbaciti iz pro-
matranja. Iz ovog modela s koncentriranim elementima, zami-
jeniti cdemo svaki element s granom (koja je sad predstavlje-
na sa segmentom linije), a svaku prikljuénicu tih elemenata
s tvoridtem (kojega sad predstavljamo to&kom). Rezultat to-

ga procesa je tzv. linearni graf mreZe.

Prikaz elektric¢ke mreZe u kojem nisu uneseni elementi
mreZe, nego su unijeta samo njezina &vori%ta i grane, pred-
stavlja Ili{nearmt graf mrefe. Ili preciznije, pod grafom smatramo
skup dvorova zajedne sa skupom grana sa takovim svejstvima, da svaka

grana zavrdava na svakom kraju s dvorom.

Linearni graf mrefe prikazuje samo njezin geometrijski as-
pekt tj. medjusobnu povezanost grana i &vori3ta mreZe (prema
sl.4.1.1.b). Podaci koji su sadrZani u tom linearnom grafu
mreZe, vazZni su u analizi i sintezi mrefa. Tako se na osnovi
linearnog grafa mreZe, mogu odrediti i po broju i po sadr-
Zaju one nezavisne jednadZbe Kirchhoffovih zakona, koje ne-

dvojbeno odredjuju sve struje i napone u mre#i.

TopoloSka svojstva tih tvorevina, prou®ava i razmatra
posebna grana teorije elektrit¢kih mrefa - teorija linearnih gra-
fova.
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0d svega toga mi femo se upoznati samo s osnovnim defi-
nicijama i terminima, koje fe posluZiti za preciziranje poj-

mova s kojima €emo se u daljnjem razmatranju susretati.

4.2, OSNOVNI POJMOVI IZ TEORIJE GRAFOVA

Linearni graf mre%e je suvisao ili povezan, ako se svakom
paru &vorista grafa koja nisu identiéna, moZe pridruZiti otvo-
ren put tako da je jedno &voriSte toga para pofetno, a drugo
zavrdno &voridte puta. Graf koji nije suvisao zove se nesuvisac
ili nepovezan. I1i, druga&ije refeno, graf je povezan ako posto-
ji najmanje jedén put (uzduZ grana grafa) izmedju bilo koja
dva ¢vorisSta grafa (51.4.2.1).

S5UVISAQ

AN s

NESUVISAQ

sLé20

Graf je planaran, ako se moZe prikazati u ravnini, tako
da se izvan ¢vori&ta ni jedna grana ne ukritava s drugom. Ako
to nije megude, graf je neplanaran. Tako je npr. graf prema
8l. 4.2.2.a) ipak planaran, a onaj prema sl.4.2.2.b) nepla-
naran.
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a)JPLANARAN bINEPLANARAN

S22

Uz danu mre?u, koja ima specificirane referentne smje-
rove svojih grana, opisani proces apstrahiranja sadrZaja
grana (elemenata u granama), ne znai i apstrahiranje refe-
rentnih smjerova u granama. Dolazimo dakle, do grafa, &ije

grane imaju referentne smjerove. Takav se graf zove orjenti-

reni graf (S1.4.2.3).

O 2 @ O @

I/ o= :
@7 T - 0O ® ¢ O

ORJENIIRANA MREZA ORJENTIRANI LINEARNI GRAF

51423

Orjentirani graf je skup &vorova zajedno sa skupom
orjentiranih grana, s takvim svojstvima da svaka grana zavrZa-
va na svakom kraju s &vori¥tem.

Ova usmjerenost ostaje nadalje &vrsto svofstvo grafa.

Da bi se izbjegla potfeba za dvostrukim obiljeZavanjem refe-
rencija (tj. posebno strujnih, a posebno naponskih), smatrat
éemo vrh strelice smjerom strujne referencije, a rep strelice
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(koji se nefe posebno obiljeZavati) plusom naponske referen-
cije. To je u skladu s veé poznatim pridruZenim referencija-
ma , a znatno pojednostavnjuje promatranje. Kao 3to smo slo-
bodni u izboru referentnih smjerova, slobodni smo primijeni-
ti i ovaj nadin oznaavanja. To je stvar dogovora u pocetku
promatranja, a jedino smo duZni da se tog dogovora naknadno

striktno pridrZavamo.

Iz gornjih definicija slijedi, da jedna grana ne moZe
biti bez &vorova na svakom od svojih krajeva. Dakle grana

bez é&vorova nije graf.

Cvor bez grane, medjutim, moZe biti smatran grafom. To

je onda degenerirani graf (sl.4.2.4).

®

®

MNJE GRAF GRAF GRAF

5l.4.2.4

Broj grana koji veZe par &vorista moZe biti bilo koji,
ukljudujuéi i nulu. Zato jedno &voridte predstavlja najjedno-
stavniji graf. Cvori%te koje nije povezano s nijednom granom,

naziva se tzoliranc ili singularno Zvoridte (S1.4.2.5).

2 E] Y] $:)

SINGULARNO CVORISTE

51.425
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Grana kojoj oba kraja leZe u istom &voriStu naziva se
singularna grana, a grana koja povezuje par razli¢itih &vorista

nesingularna grana (S1.4.2.6 ).

@ | 6 /m:smsbulns GRANE
| ~~

SINGULARNA GRANA

© - ®

51.4.2.6

Cvoridte i grana koja spaja to &vorilte inecidentni su je-
dan s drugim. Broj koji kaZe, koliko je grana incidentno s
nekim &voriStem, naziva se red dvoridta. Singularna grana pove-

€ava red &vorista s kojim Jje incidentna za dva.

Dvije su grane u seriji, ako imaju to&no jedno zajednié&-
ko ¢&vori&te, koje nije incidentno ni s jednom daljnjom gra-
nom. Dvije su grane paralelne, ako su incidentne s istim pa-

rom &vorista (S1.4.2.6.a)).

O ' @

® ®

SERIJA GRANA PARALELNE GRANE
514.2.6 a)

Dio grafa, koji sadrZi samo jedan dio njegovih grana zo-
ve se subgraf. Dva subgrafa jednog te istog grafa, od kojih
jedan sadrZi sve grane koje nisu sadr¥ane u drugom zovu se
komplementarni; jedan subgraf je tada komplement drugom. Jedan
od moguéih primjera podjele na komplementarne subgrafe pri-
kazuje sl.4.2.7.
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51.4.2.7
Grafovi koji imaju svojstvo da se mogu separirati u dva pe-

degenerirana subgrafa, a koji imaju samo jedan zajednidki

&vor zovu se separabilni ili  prasklopivi grafovi.

Grafovi koji nisu separabilni zovu se neseparabilni ili
nerasklopni grafovi. Neseparabilni graf ima dakle svojstvo, da
rasklopljen u dva povezana nedegenerirana subgrafa, ti subgra-
fovi imaju medjusobno najmanje dva zajednidka &vorista
(s1.4.2.8).

ar g2 ] 92
SEPARABILNI GRAFOVI MNESEPARABILAN GRAF

51428

Skup grana povezanog grafa nazivamo rezom grafa, ako:
(1) uklanjanje iz grafa svih grana toga skupa uzrokuje da
preostali graf ima to&no dva separatna dijela, i(2) ako ukla-
njanje iz grafa svih grana osim jedne (bilo koje) iz tog sku-
pa, ostavlja graf povezan (S1.4.2.9),
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REZ JER SU ZADOVOLJENI (1)1(2)

T 7
\ / /
S \
NIJE REZ JER NIJE ZADOVOLIJEN (2)

' o L e

MNIJE REZ JER NISU ZADOVOLJENI (1) 1(2)

51629

Subgraf nekog grafa naziva se petljom grafa, akoqje:
(1) taj subgraf povezan 1 (2) to&no dvije grane od tog sub-
grafa su incidentne sa svakim &voristem (S1.4.2.10).

Prema usvojenoj definiciji linearnog grafa, on se naj-
¢e¥ce moZe nacrtati na nekoliko razli&itih na&ina. Tako na
primjeru sl.4.2.11, imamo isti graf prikazan kao tri razli&i-
ta topolodka grafa. Ako unutar neke petlje nema niti jedne gra-
ne, onda takva petlja ima i poseban naziv - okno. Ako pak izvan
neke petlje nema niti jedne grane, onda se naziva vanjskim ok-

nom.
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PETLIA NIE PETLJA

51.4.2.0

VANJSKO OKNO

PETLJA OKNO
SLe.2.n

Suvisao subgraf odabran u suvislom grafu tako da sadr-
Zi sva &vorista grafa, ali ne sadr?i petlje, naziva se stablo
grafa. Svakom suvislom grafu, moZe se odrediti bar jedno sta-
blo. Grane subgrafa, koji je jedno stablo grafa, zovu se
grane stabla.

Komplement stablu grafa, zove se sustav nezavisnih grana,

spona ili spojnica (S1.4.2.12)



= Y24 =

5l¢.212

Petlja koju u suvislom grafu tvori jedna spojnica s gra-

nama stabla zove se temeljna petlja.

Svakoj grani sustava spojnica pripada samoc jedna temeljna
petlja. Sve temeljne petlje u suvislom grafu stvorene na bazi
jednog stabla &ine temeljni sustav petljt (Sl. 4.2.13).

// 4
-~
~
//
* 3.7 I
~
-~
A7
e

T O

TEMELJNA PETLIA TEMELINA PETLIA

O

Y

s

[l
Op-—+--10

N

W

TEMELJNI SUSTAY PETLA

514213

Temeljni rez u suvislom grafu, u odnosu na jedno stablo, tvo-
ri skup grana od kojih jedna pripada stablu, a druge sustavu
spona, a odabrane su tako da se odstranjenjem toga skupa grana,

graf raspada u dva medjusobno nesuvisla subgrafa. Svaka grana
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stabla pripada samo jednom temeljnom rezu. Temeljni sustav re=
zova tvore svi temeljni rezovi koji se odnose na jedno stablo
grafa (S1.4.2.14).

1
ON] . @
Ir_/‘/ /’/
—‘:’ P LI, 1 11 SU TEMELINI REZOVI,
2| 3 ] A SVI ZAJEDNO SU TEMELJNI
f = e I susrtav REZOvA
-~
=, .
T'}.{’
8 Pl
\ ’ ®

i
5i.42 14

Oigledno je da ima uvijek za jedan manje grana u stablu
od broja &vorova [Nv), pa je prema tome i broj temeljnih re-
zova Nv—l. Broj spona je razlika izmedju ukupnog broja grana
(Nb} suvislog grafa i broja grana odabrancg stabla. Prema to-
me je Ny- (N,-1) ujedno i broj temeljnih petlji.

Sli¢nost ovih brojeva s brojevima nezavisnih jednadZbi
KZS i KZN vrlo je indikativna. Ako piSemo jednadZbu KZIS za sva-
ki temeljni rez, napisali smo ju ili za jedan é&vor ili kao
linearnu kombinaciju za viSe &vorova. Bududéi da svaki temeljni
rez, "reZe" samo jednu granu stabla, znadi da smo piSuéi KIS
po svim temeljnim rezovima obuhvatili i sve &vorove osim jed-
nog. Toga i ne trebamo, jer jednadZba KZS napisana za njega,
mora biti linearna kombinacija jednadZbi svih ostalih temelj-
nih rezova. Prema tome, ako znamo jednadZbe KZS za sve temelj-
ne rezove, znamo i za taj posljednji &vor, pa ju je izli¥no
pisati. Ova je dakle Nv—ta jednadZba za posljednji &vor, za-
visna od preostalih N, =1 nezavisnih jednadfZbi pisanih za sve

temeljne rezove.

Isto tako, ako piSemo jednadZbe KIN za svaku temeljnu
petlju, onda ge napon svake spojnice pojavljuje samo u po
jednoj jednadZbi. Samim tim je jasno, da nismo uklju&ili niti
jednu izlisnu jednadZbu. Drugim rije¢ima, bududi da ima
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Nb—{Nv—ll temeljnih petlji, ima isto Nb_(Nv_l) nezavisnih
jednadZbi KZN. U svim ostalim jednad?bama pojavio bi se¢ na-
pon svake spone bar jo¥ jednom, %5to zna¢i da su one sve li-

nearno zavisne,

4,3. MATRICNI PRIKAZ SISTEMA LINEARNIH JEDNADYBI

Vidjeli smo u vise navrata, da su u analizi mre%a Kirch-
hoffovi zakoni struja i napona, redovno osnova od koje se po-
lazi. Kako su to zakoni koji se iskljudivo odnose na &vorove
i grane (a neovisni su o vrstama elemenata u granama), to je
ofito za njihovu primjenu dovoljan i veoma pogodan, samo

orjentirani linearni graf mreZe.

Podsjetimo se sada, da su Kirchhoffovi zakoni pisani za
neku mreZu, u formi sistema linearnih jednad%bi. Ako npr. pi-
Semo za jedan &vor neke mreZe KZS dobijemo jednu linearnu
jednadZbu, za drugi &vor drugu, itd. Pri tome, za svaki &vor
treba na¢initi sumu svih struja, predvidjenih nekim od koefi-
cijenata +1, ili -1, ve¢ prema odabranim referentnim smijerovi=-
ma grana ako su grane incidentne s promatranim &vorom, ili

koeficijentom 0 ako grane nisu incidentne s tim &vorom.

Konaéno, ako sve &vorove neke mrefe uzmemo u ra¢un, do-
bivamo sistem linearnih jednad?bi, koji opcenito izgleda ova-
ko:

évor®+ dyydylt) F 8 gty (B # wenans # aleiNb(t} =0

Evor@+ 8o k) # Bt ) F meene & asziNb(t) =0

"s e e w -+ T T T /4'3.1/
=0

Evor @E)* anlil(t}+ anziz(t]+ ceeees * anNblNét}

Prema gore opisanom koeficijent aij ima vrijednosti +1,
-1 11i 0.



= AET =

Ako promatrana mreZa ima Nb grana i Nv ¢vorista, ovaj
sistem /4.3.1/ linearnih jednadZbi KZS saZima se u izraz

J=Ny,
g a,. i (t) =0 1433.2/

gdje je 1 =1, 2,.i0., N,

Slijedeéi potpuno jednaku logiku, moZe se napisati i
sistem linearnih jednadZbi KZN. Ako promatrana mreZa ima Nb

grana i Nm petlja imamo

petlja 1 > by u (t) + bju,(t) + .... + bjou, (t) =0

b b
petlja 2 » b,yyu () + by u,(t) + ... + szbuNb(t} =0
A N PO IV
petlja B, by 1ul(t)+ by oup(B)+ wvws + by guy (£)=0
m m mb b

Lako je zaklju&iti da i koeficijent bij ima vrijednosti
+1, -1 1ili 0, veé prema slaganju ili neslaganju referentnih
orijentacija grana i petlji, odnosno pripadnosti grana poje-

dinim petljama.

I ovaj se sistem /4.3.3/ moZe saZfeti u izraz

z B uj(t) =0 /4.3.4/

gdje je i =1, 2, ..., N

Iz matematike je poznato, da se sistem linearnih jednadi-
bi kao na primjer slijededi
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T e i T Lo T B B T R S
o, i SR =
D%y ™ Byt *ar5%y 2n¥n = Py
F4.3 .5/
1% % ai2x2 +. swia F aijxj + e P Bk = bi
e PR, e =
amlxl + a0%X5 e amjx] + amnxn bm
moZe napisati u matric¢noj formi ovako:
™ ) - ) e =
91, Pia, TN g R S *1 by
321 Ayy e aZj ves A5 Xy b2
i§ /4.3.6/
a1 Byg ves Byg eee 84y 11 2
aml am2 — amj e amn xn bm
— el - - e -

Lako je provjeriti, da mnoZenjem matrica prema /4.3.6/
dobivamo gornji sistem linearnih jednadZbi /4.3.5/.

Ovo se sve, medjutim, piSe konciznije kao jedna matrid&-

na jednadZba

A« xz =D /4.3.7/

Namece se samo po sebi, da bi sli¢ne sisteme jednadZbi
KZS i KZN prema /4.3.1/ i /4.3.3/, mogli po istoj logici
transformirati u matrié&ni oblik. Prije nego to i u&inimo, de-
finirat cemo neke karakteristi¥ne matrice, svojstvene upravo
orijentiranom grafu mreZe.



4.4. TOPOLO3SKE MATRICE GRAFOVA
4.4,1. Matrica incidencije (matrica é&évorova)

Po definiciji je matrica ineidencije povezanog orijenti=

ranog grafa s Nv ¢vorova 1i Nb grana, matrica

A =[a.. 744,10
a 1] N xN
v B

kod koje svaki red odgovara jednom ¢&voristu, a svaki stupac

jednoj grani tako da je:

1 ... ako je grana j incidentna s &voriftem (:)

Sisii =
1]
i ima referentnu orijentaciju usmjerenu od
évora
aij = -1 ... ako je grana j incidentna s &voriStem (:)

i ima referentnu orijentaciju usmjerenu
prema &voru
aij = 0 ... ako grana j nije incidentna s &voriStem (:)

Razmatrajmo npr. orijentirani graf prema slijededoj
slici 4.4.1.
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Matrica incidencije za taj graf prema prethodnoj defi-

niciji izgleda ovako:

grane
1 2 3 4 5 6 7
_ _
1 -1 0 0 0 0 (:)
-1 0 1 2 0 0 (2)
0 0 il < 1 0 e’ ¢vorovi /4.4.2/
0 1 1 0 -1 ()
B 0 4 SR 4] (:)

Treba zapaziti jednu karakteristifnost matrice inciden-
cije. U svakom stupcu ima samo jedan element vrijednosti 1,
a samo jedan -1. To je vaino svojstvo te matrice, %to logié&-
no slijedi iz ¢&injenice, da svaka grana pripada samo dvjema
CvoriStima, a orijentacija je te grane usmjerena prema jednom,
a od drugog &voriZta. Kod ostalih matrica grafa ovakove pra-

vilnosti naZalost nema.

4.4.2. Spojna matrica (matrica krugova, matrica petliji)

Po definiciji je spogjna matrica povezanog, orijentiranog

grafa s Nv ¢vorista i Nb grana, matrica
B, = [b..] /4.4.3/
- Iy x N
m b

kod koje svaki red odgovara jednoj orijentiranoj petliji, a
svaki stupac jednoj grani, s tim da se odabrana referentna
orijentacija petlje smatra pozitivnom. (Bez obzira da 1li je
usmjerena u smislu kretanja kazaljki na satu, ili protivno
smislu kretanja kazaljki na satu).

Elementi bij spojne matrice imaju zna&enje i vrijednost:

bij =1 ... ako je grana j u sastavu petlje m a ori-

i!
jentacija joj se podudara s odabranom refe-

rentnom orijentacijom petlie my
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bij = -1 ,.. ako je grana j u sastavu petlie m, ali
joj je orijentacija protivna referentnoj
orijentaciji petlje m,

bij =0 ... ako grana j nije u sastavu petlje m, .

Ukupni broj svih petlji u promatranom grafu neka je N_.

Kao primjer uzmimo isti graf kao na pro$loj slici 4.4.1
i potra%imo mu spojnu matricu. Prvo je potrebno pronac¢i sve
mogude petlje (Sl.4.4.2).

al b) <)

e)
5.4.4.2

Oznake &vorova nisu ovdje od vaZnosti, pa ih ne navodi-
mo ponovnc na ovim subgrafovima, koji sluZe samo boljem pri-
kazu odabranih petlji. UzevEi referentne orijentacije u ob-

zir, dobivamc spojnu matricu ovog grafa:



grane
1 2 3 4 5 6 7
1 1 1 =1 0 0 0 m,
0 6 =1 ¢ =1 =i 0 m,
0 0 0 1 0 1 1 m, 2
=
B = 1 1 0 0 1 1 m, % /4.4.4/
a o,
1 1 0 I =1 =1 0 mg
0 0 - ¥ &l 0 1 mg
1 1 0 0 -1 0 1 m.,

4.4.3, Rastavna matrica (matrica rezova)

Po definiciji je rastavna matrica povezanog, orijentiranog

grafa s Nv évorova i Nb grana, matrica

a, ={qij]u . /4.4.5/
k b

kod koje svaki red odgovara jednom orijentiranom rezu, a svaki

stupac jednecj grani, s tim da referentnu orijentaciju svakog

reza smatramo pozitivnom, akc je (npr) upravljena od lijeva na

desno. (Istim pravom mogla je biti smatrana pozitivnom ona, ko-

ja je suprotno - od desna na lijevo - upravlijena).

Elementi ¢,. rastavne matrice imaju zna&enje i vrijednost
q13 ] 9 J

Lis = 1 ... ako je grana j u rezu ki, ("presjeéena"” tim

rezom), a orijentacija te grane j podudara se

s odabranom referentnom orijentacijom reza ki

qiﬁ = =1 ,.. ako je grana j u rezu ki, a orijentaciija joj
' je protivna referentnoj orijentaciji reza kj
qij = 0 ... ako grana j nije u sastavu reza ki.

Ukunan broj svih rezova u promatranom grafu neka ije Ny -
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Primjer neka bude opet isti graf kao prije (sl.4.4.1)
kojem najprije treba odrediti sve rezove. Da bi to u¢inili,
a da niti jedan rez ne ispustimo iz vida, najbolje je naj-
prije "odrezati" samo po jedan &vor (sl.4.4.3.a)), zatim po
dva &vora, (sl.4.4.3.b)), itd.

514.4.3

Rastavna matrica za ovaj primjer izgleda ovako:

grane

1 2 3 4 5 6 7
1 -1 0 0 0 0 0 kl

-1 0 1 0 -1 0 0 ks
0 0 =1 =1 0 1 0 k3 i
0 1 0 1 0 0 -1 ky y

Qa= 0 0 0 6 1 =1 1 ks 2 /4.4.6/

1 0 0 1 0 0 -1 k6 §

=1 0 1 0 0 =1 1 k7
0 =% 1 0 =1 0 0 k8
0 1 0 1 1 e | 0 kg

Kao 5to se vidi iz slike, nismo odabrali referentne ori-
jentacije rezova prema spomenutom principu (sve prema desno,
ili sve prema lijevo). Buduci da u tom odabiranju imamo potpu-
nu slobodu, ovdije smo se odlu¢ili da referentne orijentaciije

rezova uvijek "gledaju" prema van od "odrezanih" &#vorova.
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4.5, REDUCIRANE MATRICE GRAFA

Vidjeli smo u prethodnom poglavlju, da nije ba3 jednostav-
no pronaéi sve petlje ili sve rezove, a da se niti jedan ne is-
pusti iz promatranja. Na sredu, to nam nije niti potrebno jer
ispisivanje svih redova u tim matricama ima samo teoretski zna-
&aj. Za svrhu koja je nama bitna, a to je analiza grafa u ci-
lju postavljanja jednadZbi mreZe, sasvim je dovoljan odredjeni
manji broj redaka svake od ovih matrica. To je upravo onaj broj
koji predstavlja linearno nezavisne redove.

Ostali se, ako treba - a uglavnom ne treba - mogu uvijek
dobiti uz pomoé triju operacija, koje su poznate pod imenom
elementarme transformacije matrica. Te operacije su: medjusobna za-
mjena redova ili stupaca, mnoZenje redova ili stupaca s kon-
stantom koja nije nula, i zbrajanje elemenata reda ili stupca
mnoZenih s konstantom koja nije nula. U sluéaju kompliciranih
grafova to je isto posao za elektroniko radunalo!

Drugim rijefima, potrebno je svakoj od ovih matrica koje
smo spomenuli prvenstveno odrediti submatrice, koje ¢e sadrZa-

vati samo nezavisne redove.

To de biti najlakSe za matricu incidencije. Zbog &inje-
nice postojanja samo dva elementa u svakom stupcu koji nisu
nula, a od tih je jedan +1 i drugi -1, broj nezavisnih redova
za jedan je manji od ukupnog broja redova Nv' Zato, ukoliko
znamo sve redove matrice incidencije osim jednog, onda znamo i
taj red. Naime, ako u nekom stupcu ima veé jedan +1, onda u
posljednjem redku tog stupca mora biti -1. (Ili obrnuto). Ako
su pak +1 i -1 veé "potroSeni", mora biti u posljednjem red-

ku nula.

Buduéi da samo nezavisni redovi mogu sa&injavati jednu ne-
singularnu kvadratnu submatricu, to je njima i odredjen rang ma-
trice incidencije. To ujedno odredjuje i dovoljan broj redova
submatrice (odnosno broj &¢vorova za koje treba odredjivati in-
cidenciju), da bi se uvijek znala &itava matrica incidencije.
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Prema tome, broj nezavisnih redova jednak je rangu matri-

ce incidencije, i taj iznosi

R(Aa} = Nv = A /4.5.1/f

To dalje znadi da takvu submatricu incidencije dobivamo
pisanjem incidencija za sve &vorove osim jednoga, ili odbaci-
vanjem bilo kojeg reda iz matrice incidencije, ako ju vec¢ ima-
mo napisanu. Nazovimo ju zato reduciranom matricom incidencije i
ozna&imo ju sa simbolom

/4.5.2/

A =[aij]NV- lbe

Iz &injenice da reducirana matrica incidencije sadrZava
samo nezavisne redove, moZe se zakljuditi da ona ima isti rang
kao 1 4, i

R (4) = Nv = 1 /4.5.3/
Ako u onom primjeru koji smo radili /4.4.2/ odbacimo iz
matrice incidencije Aa bilo koji red, preostala (bilo koja)
submatrica je reducirana matrica incidencije 4.

Odredjivanje submatrice sa nezavisnim redovima za spojnu

i rastavnu matricu provodi se na posve analogan naéin.

Znamo naime, da redove spojne matrice sa&injavaju sve pe-
tlje grafa. Isto tako znamo od prije, da nezavisnih petlji
ima toliko, koliko i spojnica prema jednom izabranom stablu,
te da taj broj iznosi upravo Nb—[Nv—ll. To dalje zna&i, da samo
oni redovi spojne matrice koji odgovaraju nezavisnim petljama,
sa¢injavaju uz isti broj stupaca, jednu kvadratiénu submatricu
koja je nesingularna. Iz toga slijedi, da je i rang spojne ma-
trice upravo

R{Ba) = N, = (Nv—l) /4.5.4/

b
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MoZemo zakljuditi da demo nezavisnu spojnu submatricu

5w [bij] /4.5.5/
Nym (i, =1) x N,

dobiti pisanjem B za N -(N -1) nezavisnih petlji. Nazivat

¢emo ju i reduetiranom spojnom matricom.

Iz spomenutog proizlazi da je rang reducirane spojne ma-

trice jednak rangu Ba

R(B) = N_ - (Nv—l) /4.5.6/

b
Vidjeli smo prije da rastavnu matricu sadinjavaju redovi
od rezova grana, a da nezavisnih grana ima toliko koliko i
grana jednog odabranog stabla grafa tj. N,-1. To nadalje zna-
i, da ba¥ toliki broj redova safinjava jednu kvadrati&nu sub-
matricu koja je nesingularna, odnosno da je i rang rastavne

matrice upravo jednak tom broju nezavisnih redova

R(Qa) =Nl /4.5.7/

MoZemo zaklijuéiti, da femo nezavisnu rastavnu submatricu

Q = [q‘.] o /4.5.8/
11N -1 xN—
v b

dobiti odabiranjem val nezavisnih redova iz rastavne matrice
Qa’ ili pisanjem ¢ samo za Nv_l nezavisnih rezova. Nazivat de-
mo ju i redueciranom rastavnom matricom.

Iz spomenutog proizlazi, da je i rang reducirane rastavne

matrice jednak rangu rastavne matrice Qa
R(Q) = Nv—l /4.5.9/

Pisanje submatrice incidencije, koja nam je dovoljna za
analizu mreZa, ne predstavlja poseban problem, jer se izostavlia
samo jedan (bilo koji!) &vor. Medjutim, kod odredjivanja spoj-
ne, a pogotovo rastavne matrice, to nije posve jednostavno.
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Pazlog je u &injenici, da unato& poznavanju dovoljnog broja
petlji odnosno rezova, moie se lako dogediti, da pojedinu
istu petlju ili isti rez uzmemo vife puta u kalkulaciju. To
bi zna&ilo, da nismo pravilno odredili doti&ne submatrice
jer njezini redovi ne bi bili nezavisni, pa se s njima ne bi

smjelo dalje racdunati.

Da bi se tome izbjeglo, najbolje je spojnu i rastavnu
submatricu odabrati tako, da to budu tzv. temeljna (fundamen-
talna) spojna matrica Bf i temeljna (fundamentalna) rastavna

matrica Qf.
Definirat femo ih slijedec¢im tvrdnjama.

Temeljina spojna matrica u odnosu na jedno stablo orijentira-

nog povezanog grafa od Nv &vorova i Nb grana, je matrica

B, = |b.. /4.5.10/
i 2 [ 13] _ K

Nb [Nv 1) = Nb
kod koje svaki red predstavlja jednu temelinu petlju prema

odabranom stablu, a svaki stupac jednu granu.

Elementi bij definirani su jednako kao kod spojne matri-
ce B.
Temelgjna rastavna matriea u odnosu na jedno stablo orijenti-

ranog povezanog grafa od Nv ¢vorova i Nb grana, Jje matrica

@ =[ q--] /4.5.11/
f ij =
Nv 1)<Nb

kod koje svaki red predstavlja jedan temeljni rez prema odabra-
nom stablu, a svaki stupac jednu granu. Elementi qij definira-
ni su jednako kao kod rastavne matrice @.

U nasem primjeru iz sl.4.4.1, ako je odabrano stablo pre-
ma slici 4.5.1, imamo tri temeljne petlje. Na svakom od nacrta-
nih subgrafova, eliminirane su spone koje ne pripadaju dotig&-
noj temeljnoj petliji.
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a) b) c)

51.4.5.1

U odnosu na to stablo temeljna je spojna matrica

grane
1 2 3 4 5 6 7
) 2
1 b3 0 0 X 1 mfl £
ge -
11 1 0 =1 0 1 Me o 3

Temelijni rezovi za isto odabrano stablc bit fe prema

slijedecoj slici 4.5.2. (Ostavlja se fitaocu za vijeZbu dokaz,

?)

zasto grana 5 ne pripada temeljnom rezu kf3.
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Prema tom primjeru temelina je rastavna matrica:

grane

1 2 3 4 5 6 7

1 0 -1 0 1 0 0 kfl E )

0 1 =1 0 1 0 0 k e

£2 e

Q.= _ _ ~ 0 /4.5.13/
£ 0 0 1 1 0 1 0 kf3 §§

0 0 -1 =1 1 0 1 kf4 o

4,5.1. Medjusobni odnosi matrica grafa

Postoji jo& jedno, veoma vaZinc svojstvo, koje se tide me-
djusobnog odnosa ovih dc sada definiranih matrica. Utvrdimo
slijedece.

Ako su Aa i Ha incidentna odnosno spojna matrica noveza-
nog orijentiranog grafa i ako su stupci obje ove matrice pore-

dani po istom redoslijedu grana, vrijedi:

T
A B = 14,514/
i
B =AY = ¢ /4.5.16/
a a

Toénost tog teorema moZe se provijeriti, ako se prisjetimec
da mogu postojati samc dvije mogudnosti odnosa petlja i &vori-

Sta, tj. ili

a) ¢&vor (:) nije u petliji 1
ili b) é&vor (:) jest u petlji j

U slucdaju a) produkt ‘i-tog reda od incidentne matrice
ﬁa i j-tog stupca od transponirane spojne matrice B, dobiva
oblik:

G20 B g = Dk ¥ ogpn B el o e = 0 /4.5.16/

jer é&vor (:) i petlja j nemaju zajedniéku granu.

U sluaju b) tofno su dvije grane petlje j incidentne s

¢voristem (:), pa prema referentnim orijentacijama mogu na-
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stupiti ovih 8 eventualnih kombinacija (S1.4.5.3).

AR
IARE

51.4.5.3

Mnozedi i-ti red od ﬁa sa j-tim stupcem od Bg , dobiva=-

mo za bilec koji sluCaj od ovik mogudih 8, sumu produkata ele-

menata matrica u obliku:
U0 F oy F 051 F pue F L 5= 01 # 00 % T5F ¥ o ®180.= 0 74.5.57/

0Od svih mogu€ih Nh ¢lanova ove sume, produkti l.-1 i

1-1 javljaju se samo po jednom. Bududi da su svi ostali &lanovi

produkti vrijednosti 0, tc je i ukupna suma jednaka nuli.

Posve analognc moglo bi se dokazati da vrijedi uz iste uv-
jete kao prije

£ Ll "T = 1
Q * By = ¢ /4.5.18/

Ba-Qa = /4.5.19/
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4,6. TELLEGENOV TFOREM

Zakon o odrZanju energije, o kojem smo veé diskutira-
1li u prethodnim poglavljima, nije nikakav dodatni postulat
u teoriji mreZa. On proizlazi iz ispunjavanja zahtjeva koje
namedu Kirchhoffovi zakoni. Stavife, on je u tijesnoj uzrod&-
noj vezi s Tellegenovim teoremom, kojega ¢femo i dokazati pri-

mjenom Kirchhoffovih zakona.

Tellegenov teorem odnosi se na mreZe, koje mogu biti sa-
stavljene od medjusobno proizveoljno povezanih nk—terOpola,
gdje je broj prilaza od k-tog kao i broj tih elemenata isto
proizvoljan. DopuSteno medjusobne povezivanje tih nk—teropola

ogranic¢eno je samo na njiheve prilaze.

Neka ukupan broj prilaza za sve iznosi N. Odaberimo re-
ferentne smjerove za struje na prilazima, kao i referentne
polaritete na prilazima tako, da su te referencije u pridru-

Zenom sIt‘li.f-:,luff

Neka su i,, 154 «os iN struje pripadajuce svakom od
N prilaza tako da zadovoljavaju KZS. Neka su Upr Uyr eee Uy
naponi koji pripadaju svakom od N prilaza tako da zadowlja-
vaju KZN. Uz te uviete Tellegenov teorem tvrdi da je

N

by kix = © /4.6.1/

k=1

Treba zapaziti da nema ni spomena o karakteristikama
grana. Zato Uy i ik ne moraju &ak ni biti u odnosu koji odre-
djuje karakteristika k-te grane. Skup u; . uz,'..., uy je skup
bilo kojih napona koji zadovoljavaju KZN za datu mreZu. Isto

tako, i,, i ceey iy je skup bilo kojih struja koje zadovo-

2'
ljavaju KZS za datu mreZu.

Razmotrimo jednostavni primjer prema sl.4.6.1.

T Pretpostavka pridruZenih referencija nije nuZna za dokaz
Tellegenovog teorema. Ovdje su prihvadene samo radi vede
jednostavnosti pri izvodijenju.
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Ova mreZa moZe biti smatrana kao da su medjusobno po-
vezanih 6 dvopola. Priroda grana je irelevantna pa neke od
grana mogu biti i izvori ili nelinearni elementi. U nekom
trenutku vremena odaberimo vrijednosti za il' i2,..., i6
tako da se pokoravaju KZS. Na pr. neka bude il=3, i 12=4.
Buduci da KZS mora biti zadovoljen u ¢voru (:), to i3 mora
biti -(3+4), odnosno 13=—7.

Neka dalje bude i4=5. KZS za ¢&vor (:) odredjuje
is=_(il+i4) = -8. KZS u &voru (:) daje is=i3*15=l. KZS je
zadovoljen u &voru (:) jer je i4—iz—16=5~4—1=0. Prema tome,
ovih 3est vrijednosti za struje (makar smo ih djelomiéno
"izmislili"!) zadovoljavaju uviete Tellegenovog teorema.
Sli¢&no moZemo postupiti s bilo kojim vrijednostima za napo-
ne u,, Uy,e..,Ug, SVE dok se nismo ogrijefili o KIN. Npr.
u1=l, u4-——4 : u2=-3 zadovoljavaju KIN uokolo petlje
Stavimo dalje u6=6. Tada, da bi bio zadovoljen KZN u petlji

, u, mora biti -9. Kona&no, da bi bio zadovoljen

KZN u petlji:::::I:}mora biti Uytuc-ug = 0 iz ¢ega slijedi

u5=10. MoZe se provjeriti da je KZN zadovoljen i za ostale
petlje, odnosno ove vrijednosti napona zadovoljavaju uvjete
Tellegenovog teorema. Akc za ovaj prirjer izvr$imo sumaci-

ju prema /4.6.1/ imamo
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(1) (3)+(=3) (4)+(=9) (=7)+(4) (5)+(10) (-8)+(6) (1) =0

kac 3to je i teoremom predvidjeno.

Za dokaz tercema, imenujmo priklju€nice prilaza n -te-
ropola u mre?i sa a,b,c,..., i oznafimo napone izmedju
a, b, ¢,..., 1 fiksnog referentnog &vora sa U, ub, Ulreses

Budué¢i da naponi na prilazima u, za k=1,...,N zadovoljavaju

k
KZIN , moZemo izraziti Uy kao razliku izmedju dva napona

prema referentnom &voru. Npr. ako u, ima pozitivni referent-
ni polaritet u a, a negativni u b, onda je u1=ua~ub iz Ce-

ga slijedi
u,i, =u_i, - u i /4.6.2/

Prema tome, svaki uy iy moZe biti napisan kao razlika

sliéna ovoj u /4.6.2/. Nadinimo T ukik i saberimo ¢&lanove

kao Sto slijedi

= u_ (&lanovi koji sadrZavaju struju koja ula-
zi u, ili izlazi iz &vora a) +

-
|

+u (¢lanovi koji sadrZavaju struju koja ula-
zi u, ili izlazi iz &vora b) +

+ u_ (€lanovi koji sadrZavaju struju koja ula-
zi u, ili izlazi iz &vora c) +
+

........ —— 1863/

Svaki izraz u zagradi, recimo onaj koji mnoZi U, jest
suma struja koje izlaze iz ¢vora a, minus suma struja koje

ulaze u ¢vor a. No po KZS svaka je ta zagrada jednaka nuli.
N
£ wu i, = 0, s5to dokazuje Tellegenov teorem.

Zato imamo ki

k=1

Pretpostavimoc sad, ne samo da u, odnosno i, zadovoljava-

k
ju KZN odnosnc K2ZS, nego da zadovoljavaju ujedno i karakte-
ristike grana (odnose u-i u granama). To znad¢i da su Uy i ik
rjesenja mreZe. Tada je ukik trenutna snaga na k-tom prila-

zu, a iz toga slijedi uz pomofu Tellegenovog teorema da je

N~ =

k=1 B3

Ui, = suma trenutnih snaga na svim prilazima mreZe = 0 /4.6.4/
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Bududéi da je mreZa ¢itav sistem, jednadZba /4.6.4/ kad
ju integriramo u vremenu daje jedan oblik zakona o odrza-
nju energije. On tvrdi da se totalna energija sistema ne mi-
jenja. Ili drugalije releno, momentalna snaga koje izlazi 7z jed-
nog dijela mreie jednaka je momentalnoj snazi koja ulazi u precstal?
dio mreZe. Ovaj smo zakljudak veé prije imali u vidu i pri-

mjenjivali ga.
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5. JEDNADZEBE ELEKTRTICSCKTIH MREZEZA
U MATRICNOM OBLTIEKTU

JednadZbe mreZa u vremenskoj domeni i analitickoj formi

upoznali smo u toku dosadasnjeg izlaganja.

SadrZaj ove glave biti ¢e izvodjenje dvaju sistema jed-
nadZbi - jednadZbi petlji i jednadZbi &vorova - u matri&noj
formi. Kod toga, primjenjivat €fe se u pro3loj glavi obradje-
ni pojmovi, iz topologije mreZa. Iskoristit femo za gradniju
tih spomenutih jednadZbi, sada poznate i definirane matrice
mreZa: matricu incidencije, spojnu i rastavnu matricu, kao i

utvrdjene medjusobne odnose tih matrica.
0 svrsi predstojeceg postupka moZemo reci slijedede.

Vidjeli smo da analiza mreZe metodom petlje i &vora u
vremenskoj domeni, veé kod relativno jednostavnijih primjera,
dovodi do sloZenih sistema integrodiferencijalnih jednadZbi,
s kojima je te8ko baratati. Postupak dobivanja diferencijalne
jednadzZbe po samo jednoj varijabli, €esto je nepremostiva
prepreka rjeSenju, a da se i ne govori o tefkodama rjedavania
ako je ta jednadZba viSeg reda. Zato je teorija mreZa morala
krenuti dalje, da iznadje metode i procedure, koje bi olak3a-
le i omoguéile analizu za Sto veéi broj sludajeva. Ta bi me-
toda trebala izbrisati sve posebnosti i dati maksimalno opde-

niti postupak kod rje$avanja elektri&kih mreZa.

Vidjet ¢emo, da tim postupkom opet dolazimo do dva osnov-
na tipa algebarskih jednadZbi mreZa, ali ovaj put u matri&noj
formi i u domeni kompleksne frekvencije s. Zvat cemo ih ma-

tri¢nim ili op¢im jednadZbama petlja odnosno &vorova.

Vrijednost ovih matriénih jednad?bi mreZa, koje namjera-
vamo upoznati, nalazi se u njihovoj opéenitosti i univerzal-
nosti. One nikad ne zakazuju, ako se pravilno sluZimo naznade-
nom procedurom, za bilo kakovu elektridku mre?u s koncentrira-
nim elementima. Osim toga, dr¥eéi se strogo propisane procedu-
re, one mogu pomoéi u svakoj dilemi oko pravog odgovora i kod
problema jednostavnijegqg karaktera.
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Posebno treba naglasiti, da su te predstojede jednad®be
polazna totka, odnosno one ukazuju gotovo na &itav algoritam
za programsku podrSku za analizu mre?a na elektroni&kom ra-
¢unalu. Jasno je, naime, da u sluajevima veoma slo¥enih mre-
Za, mi ove matri¥ne jednadZbe moZemo eventualno postaviti,
ali ih se ne moZe "olovkom i papirom" rijeZiti. Medjutim,
upravo te nepregledne operacije s glomaznim izrazima prepu-
Stamo ra¢unalu. Da bi dakle dobili kompletan uvid u problema-
tiku rjeSavanja mreZa, moramo obraditi i ovo podru&je matrid&-

nog prikazivanja jednadZbi elektrifkih mreZa.

5.1. MATRICNE JEDNADZBE PETLJI

Citav izvod matri&nih jednad?bi provest emo kroz izradu

jednog primjera, kojega su shema mre¥e i njezin orijentirani
graf prikazani na sl. 5.1.1.

S1.5.1.1

Naravne da su i u ovom primjeru orijentacije grana i iz-
bor grana i ¢vorova uzeti potpuno proizvoljno. Moglo se je i
drugac¢ije usmjeriti referentne smjerove za struje, odnosnc re-
ferentne polaritete za napone, ili npr. staviti koji évor vise

ili manje. No mi femo prihvatiti ovako kako smo izabrali.

Podsjetimo se da pi%uéi KZS za neku mreiu, pifemo u stva-
ri sistem linearnih jednadZbi za sve &vorove sa strujama u
granama kao varijablama i koeficijentima +1, -1 ili 0, ved
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prema odnosima grana i &vorova. Isto smo ustanovili, da pi-
$uci KZIN za neku mreZu, piSemo drugi sistem linearnih jed-
nadZbi za svaku petlju, a sa naponima grana kao varijablama
i istim koeficijentima (+1, -1, 0) prema odnosima grana i
petlja.

Nadalje smo vidjeli u glavi 4, da se svaki takav sistem
linearnih jednadZbi dade prikazati u matriénoj formi, kao
produkt neke koeficijentne matrice s jednostuplanom matricom
- vektorom - s varijablama, 35to na desnoj strani matriéne

jednadZbe daje vektor s odgovarajuéim elementima.

U ovako konkretnom primjeru ako piSemo KZS5 za sve &voro-

ve imamo

() » i) +15; - 153+0+0=0
(B) » =i, +0 +0 +i+#0=0 /5.1.1/
) » @ =1, %8 =i~ i-=10

> 0 +0 +i;+0+ 4.=0

Ove jednadZbe napisane u matri®noj formi izgledaju

ovako
i (t) 0
1 T - 0 o0 0 5
=0 o1 0 1,e)] = o /S.1.2/
0 -1 0 -1 -1 .
t 0
0 0 1 0 1 14:t: 0
[ 15te)] |0 |

Ako pi3emo KZIN prema odabranim petljama imamo u ovom

primjeru
iml *otuy tuy, + 0 -u, +0=0
1m2 2 0 - u, - u, +0 + ug= 0 5.1 237
im3 *: -y, + 0 - u3 -u, + uc= 0

Te su jednadZbe u matri&noj formi prema slijededem
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— —— p—

ul{t) 0
-1 +1 0 -1 0 uz(t) 0
0 -1 -1 0 1 u3(t) = 0. /5.1.4/
i 3 0 -1 =1 1 u4{t) 0
_us(t)_ _O,J

Ako se prisjetimo znadenja ovih koeficijentnih matrica
iz proSle glave i zapamtimo Sta koji simbol definira, onda
se ove jednadZbe KZS i KIZIN kac matrice mogu koncizno pisa-

ti ovako
Aa . ib{t) = ( i e
. = S5.1.6
B, ub(t) 0 / /

No, o tim smo matricama ve¢ puno saznali. Primjenjujuéi
to na ovaj zadatak, imamo rang matrice incidencije Aa jednak
N, - 1=4-1 =3, a rang od spojne matrice B, jednak
Nb - (Nv-l) = 5=3 = 2. Drugim rijeima dovoljne su nam samo
tri od €etiri jednadZbe KZS, odnosno dvije od tri jednadZbe
KZN, da u potpunosti predstavljaju zadani graf. Ostale su
jednadZbe, odnosno redovi matrica, linearno ovisne, i ne mo-

gu nam dati nikakvu dodatnu informaciju o mreZi.

Zato briSemo po jedan red u gornjim jednadZbama, odnosno
odgovarajudim matricama, a tako dobivene koeficijentne sub-
matrice na lijevoj strani su upravo reducirana matrica inci-

dencije A 1 reducirana spojna matrica g.

Matri&ne jednadZbe KZS i KZN ovime postaju
(t) =4 s e
B-ub(t) =i /5.1.8/

Ofigledno je, da smc dobili pet jednad?bi, a imamo ukup-
no deset nepoznanica il(t),...,i5(t) i ul(t),...,u5(t].



- 149 -

To je samo prividno nerjefivo, jer kad poznamo sadrZaj
grana tj. elemente mreZa, onda znamo i naponsko-strujne ovis-
nosti u granama, iz kojih dobivamo pet preostalih jednadizbi

za kona&no rijeSenje.

U slu€aju ovog primjera te su jednadZbe

u (8 =y (8) + Ry, (€) /5.1.9/
i &

u,(t) === J i (t")dat" + u,. (o) i T e o

2 C, o 2 c,

uy(t) = Ryig(t) /510117

di4(t} dis(t}

u4(t} =L4T+ M—-—a-E-— /5.1.12/
di, (t) dig (t)

Us(8) =M —gg— * Ls —Fg— o=ty

Buduéi da trebamo sve prikazati u matri&noj formi, onda
to treba ufiniti i s ovim sistemom jednadZbi, koji predstav-

lja ovisnosti napona i struje u svakoj od grana.

[u, ()] 'Egl(g (R, 0 0o o 0 _il(tT
u, () 0 0 0 0 0 0 i,
u(e)| =l o |+ |o 0y 0 Offiz(e)| o+
u, (t) 0 0 0 0 0 0] i, (t)
|_L15{t)_ _0 i _0 0 0 0 0_ |_15(t)_
S s, i, e e = S

ub(t} ug[t) R ib(t]
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[0 0o o o 0] [1(t)]
o 0 o0 0 o0 14¢t)
+ o o o o o ad? {0 +
o o o L, M 106)
0 0 0 ML | 14)]
—— sl
L, £, (6)
0 o o o o] [1,0] [0 ]
0 61-2- o 0 o . 10) e (0
+ |0 0 0 0 0 T i3lt‘) at’ +| o /5.1.14/
0 0 0 0 0 ° 14(1-.'} 0
0o o 0o o o 140 K
—— S — S
Dy Ty (£) uq (o)

Sve ovo sada piSemo koncizno kao:

t
T, (t) + D, f ib(t’)dt' +
o

2 . d
ub(t) = ug(t) + R Lb(t) + Lb & %p () b

b
+ uc{oj /5.1.15/

Dokazivati da su ova dva sistema jednad¥bi (matri&ni i onaj
prije analitiCki) posve ekvivalentni, nije potrebno.

Iz ovog je izraza za posebni primjer mogude zaklju&iti i
na oblik matri¢nog prikaza odnosa napona i struja za bilo ko-
ju mreZu, koja se nefe sastojati od 5 grana nego opéenito od
nekog broja Nb grana! I u tom opfem sluaju te jednadZbe mo-
raju imati isti sustav. Zato moZemo utvrditi slijedece defi-
nicije:



e bR

(t) ... je vektor reda N, , koji prikazuje napone grana ta-
ko, da napon uj(t} grane j jest element u j-tom

redu tog vektora;

ug(t} ... je vektor reda Nb, koji prikazuje naponske izvore
u mreZi tako, da mu je element u j-tom redu jednak
naponu izvora ug u j-toj grani mreZe. Taj je ele-

menat jednak nuli ako nema naponskog izvora u toj

granij;

(t) ... je vektor reda N koji prikazuje struje grana ta-

b'
ko, da struja ij(t] kroz granu j jest element u

j-tom redu tog vektora;

uc(o} ... Je vektor po€etnih napona na kapacitetima takav,
da j-ti element vektora odgovara podetnom naponu
us (o) na kapacitetu u j-toj grani mreZe. Taj je
3
element jednak nuli ako u toj grani nema kapacite-

ta, ili je kapacitet bez poetnog napona u t=0;

R ... je dijagonalna matrica reda N, takva, da Rj otporu u

b
j-toj grani odgovara (j, j) element dijagonale te

matrice;

L, ... je simetriéna matrica reda Ny takva, da je samoinduk-
tivitet Lj u grani j mreZe dijagonalni (j,j) element
te matrice, a medjuinduktivitet izmedju grana i i

j, dakle Mij’ element na mjestu (i,j) te matrice;

je dijagonalna matrica reda Nb takva, da C. kapacite-
tu u j-toj grani, odgovara na mjestu (j,j) dijagonal-

ne matrice element 1/Cj.

Ove tri matri¥ne jednadbe /5.1.7/, /5.1.8/ i /5.1.15/
primijenit éemo u daljnjem izvodu matri®ne analize petlji i
matridne analize &vorova. One predstavljaju tzv. primarni si-

stem jednadZbi mreZa.

Treba naglasiti, da su do ovog trenutka gva ova tri po-
stulata u vremenskoj domeni, tj. sve varijable u ove tri ma-
tri&ne jednadZbe su funkcije vremena t.
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Prisjetimo se sada Laplaceovih transformacija.' Znamo da
svaka funkcija vremena £f(t) koja moZe biti transformabilna po
Laplaceu ima Laplaceov transformat F(s). Prema tome pife-

mo

£ (t) +y[f(t}] = F(s) /5.1.16/

Spomenimo jo¥ slijedece poznate odnose

g[j—t f(t)] = s F(s) - £(o) /5.1.17/
t 1

’g/[f f(t’]dt’]=gF (s) /5.1.18/
o

_g[u (o) =1 u.(0) /5.1.19/

Prebacujuéi ovako po Laplaceu u "donje podrudje"ovaj nas
matri&ni oblik primarnih jednadZbi ,dobivamo

A'Ib(s) = ) /5.1.20/
BeUp(s) = 0 Y
Up(s) = U (s) + B I (s) + Lb[slb(s) = ib(o):l+
+D[-1-I(s}] + o g k0] /5.1.22/
bl s b i o i

Treba drZati na umu da je ib[o} vektor reda Ny podet-
nih struja u induktivitetima s elementom i, (o) u j-tom redu,
samo ako j-ta grana u mreZi ima induktivitet s po&etnom stru-
jom ij(o). Ta je pozitivna ako je u istom smjeru s orijenta-
cijom te j-te grane u grafu, a negativna ako je protivna.

s Ako pak ovi uvjeti nisu zadovoljeni, onda je element
j-tog reda vektora i (o) jednak nuli.

An.aa\lo-gno,r Us (o), je vektor reda Nb pofetnih napona na ka-
pacitetima koyi ima elemente razlidite od nule Ue (o) u j-tom

1‘Vi§e i potpunije o Laplaceovoj transformaciji navedeno je u
glavi 6.
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redu, samo ako j~ta grana u mreZi sadrZi kapacitet sa polet-

nim naponom UC_IDL Taj je pozitivan ako se njegov polaritet

podudara s referentnim polaritetom grane j, a negativan ako
je protivan tom polaritetu.

Ovu posljedhju jednadZbu moZemo malo pojednostavniti ako
izdvojimo ¢lanove koje mnoZi vektor Ib(s}.

Tako dobivamo

Wl

U (s) = Ug(s] + I:Rb + sl +

1
Db] Ib(s) * = uC(O)

- Lbiblo} v AT

Zbrojimo matrice u uglastoj zagradi i to oznacimo sa

1
Zb(s}—R + sk +ED

5 b /5.1.23/

b

Vidimo da to viZe nije funkecija vremena, veé funkcija kom-
pleksne frekvencije, pa taj izraz moZemo nazvati matridnom impe-

danetjom grana.

S tim skradenjem imamo

Up(s) = Ug(s) + 2, ()T, (s) + 3 u (o) (0) /5.1.24/

= Iyty

JednadZba /5.1.24/ za zapoleti primjer izgleda po poje-

dinim matricama ovako

_Ults)_ I."Ugl(s-)_ ——Rl 0 0 0 0] -11(5}—

U, (s) 0 0 E%; o 0o o || 1,08
UB{S) = 0 + 0 0 R3 0 o | 13(5} +
U4{s) 0 . 0 0 0 sL, sM 14(5)
US(SL 0 y _0 0 0 sM SLS_ _ISESL
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= = — — i o
0 0 0 0 0 0 0
uc2(o) 0 0 0 0 0 0

N é 0 _|o 0 0 0 0 0 /5.1.25/
0 0 0 0 L4 M iL4(O)
0 0 0 0 M L5 iLS{oi

Ove tri primarne matrine jednadZbe to&no pokrivaju broj
nepoznanica, i s tog stanovista,one mogu biti kona&ne u ana-
lizi. Medjutim, mi ¢emo taj izvod ipak produZiti i izvesti
jo§ neke pomocne relacije, koje upotpunjuju matri®nu analizu
petlja i matriénu analizu &vorova.

Prisjetimo se odnosa matrice incidencije i spojne matrice

4 = B® = ¢ ? /5.1+26/
B « A7 =90 151277

a po KZiS i KZN imamo jos

/5.1.28/

I
o=t

A e fb(t)
(t) = 0 15X 297

Uporedjujuc¢i relacije /5.1.27/ i /5.1.29/ razumno bi bilo
ofekivati linearnu ovisnost izmedju aT i ub(tj, odnosno re-
laciju ub(t) = K AT
slikava matricu A1 u vektor ub(t}. Medjutim, ako ispitamo re-

s K kao matricom transformacije, koja pre-

dove ovih dviju matrica, odmah se uvidja da je ta relacija

nekorektna.

Prema njoj bi rezultantre matrica trebala imati Nv~1 stu-
paca, a dobivamo vektor! To dalje znadi, da je nemoguée pro-
naci takvu koeficijentnu matricu X, koja bi dala odgovarajudi
rezultat. Ta relacija dakle ne moZe postojati, ali ako mi na-

pi%emo ovako,
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i (t) = AT x /5.1.30/

onda, uz pretpostavku da je K vektor reda [Nv-l)x 1, vidimo
da je AT konformabilna s K , pa ovakav produkt moZe egzistira-
ti.

Treba jo3 odgovoriti kakvu fizikalnu dimenziju mora ima-
ti matrica Xk, da bi i s te strane sve odgovaralo. O¢igledno,
buduéi da je transponirana incidentna matrica 4T vez dimen-
zija,- K mora biti neki vektor napona, tako da volti budu
jednaki voltima. Iz toga slijedi, da relacija /5.1.30/ mora

biti ovako gradjena

P — = = e =

u, (t) unl(t)

u2(t) o unzttl

. = A 5 ey Bt w
u,, (t) u_ (t)

_Nb_Nb"l L J¥px® LR J Rx1

gdje je R = Nv-l. a naziva se rangom grafa.

Nije tefko iz ovoga zakljuditi, a dalo bi se i dokazati,

da elementi u, (t) do u, predstavljaju upravo napone &voro-
1 R

va prema jednom odabranom referentnom &voru.

Ova relacija pisana skradeno

u (t) = AT u_(t) /5.1.32/

N
predstavlja preslikavanje napona grana u napone &vorova,
&to smo veé imali i u analitidkom obliku, a zvali smo &vornim

transformacijama.

Ovdje je upravo to isto, ali u matric¢nom obliku, pa nema
razloga nazivati drugadije.

Da se ne bi suvife opteredivali, i na isti nac¢in dokazi-
vali vezu izmedju druge dvije relacije /5.1.26/ i /5.1.28/,
napisati femo rezultat koji se moZe odekivati
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- - o . =
11(t) 1m1(tl
iz(t) imzlt)
: = | BT ‘ 51337
iNb(t} imN(t)

i BSOS 3 ] wxl

gdje broj N=Nb~{Nv—1) zovemo nulitet grafa koji promatramo.

Skracdeno napisan gornji izraz izgleda

£, (€) = B i (t) /5.1.34/

Posve analogno iz analitigkih jednad?bi petlja, ovo su
mreZne transformacije jer pfeslikavaju struje grana u struje
petlji.

Za razliku od one prve tri izvedene jednadZbe koje su
nazvane primarnim sistemom ove dvije su tzv. sekundarni sis-
tem jednadZbi mreZa.

Vratimo se sada sa saznanjem o mrefnim odnosno &vornim
transformacijama na na$ primjer, gdje smo izveli za odnos
napona i struja u granama izraz /5.1.24/. Ako prema KZN u ma-
tri¢noj formi /5.1.21/ pomnoZimo obje strane tog izraza s B

slijedi
i 1 - . -
B Ub(s) = B [Ug(s} + Zb(s)Ib{s) + = uc(o) Lb Lb(O)] =10 [£5515355
To dalje pregrupiramo prema slijedecem
B Jb(s) Ib(s) = =B [Ug(s) + é uc(o) - Lbib(o)] /5.1.36/
Uvritavajuéi mreZne transformacije /5.1.34/ slijedi

B 2, (s) BT I (s) =~ s[ug + % ue(0) = Lbib{o)] /5.1.37/
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Ako ¢lan

: _ T
Zm(s) = B Zb(s} B /5.1.38/
izdvojimo i nazovemo jednim imenom matridna impedancija petljt,

dobivamo izraz

1 .
zm{s) Im(s) = - BUg(s} -B = uc(o) + Bthb(o) /5.1.39/

Ovdje je odmah vidljivo, da na lijevoi strani imamo
produkt impedancija svih petlji na strujama!tih petlji. Na
desnoj strani trebali bi biti svi naponski prirasti u petlji.

Uvedimo zatoc nove simbole:
Eg{s} ... doprinos naponima u petljama uslijed izvora

% Ec(o} ... doprinos naponima u petljama uslijed poZetnih

napona na kapacitetima

E (o) ... doprinos naponima u petljama uslijed poletnih
struja u induktivitetima.

Imamo dakle kona&nu relaciju
_ 1
Zm{s) Im(s] = Eg(s) +3 Eclo) + EL(o] /5.1.40/

koju smo u po&etku najavljivali kao opdu jednadibu petlji u ma-
tridnom obliku.

Nije na odmet ispitati ispravnost relacije prema dimen-
zijama, jer to na prvi pogled moZe izazvati zabunu. Treba se
sjetiti da Laplaceov transformat svake vremenske funkcije
u(t) u voltima i i(t) u amperima ima dimenziju {Vs} odnosno
{As}.

u(t) {v}«> u(s) {vs}

i(t) {a} > 1(s) {as}

Njihov kvocijent Z(s) je prema tome s dimenzijom:
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Vs _ y V) _
{re} ={x} -tol
Lijeva strana matri&ne jedradZbe petliji je:
2 (s) I (s) ili po dimenzijama +‘{%}{As} = {Vs}
Na desnoj strani je prvi é&lan:

Eg(s) = -B Ug(s) ili po dimenzijama + {bez dimenzija}{Vs}={vs}

Drugi ¢&lan na desnoj strani:

é Enl0) = ~ B % uc(0) ili po dimenzijama +{bez dimenzija}-
1
{=2HVE = {vs)
s
Treéi &€lan na desnoj strani:
E (o) =BL, ¢, (o) ili po dimenzijama + {bez dimenzija} -

%At = {vs}

To pokazuje da su dobiveni izrazi za opfe jednadZbe pet-

1ji dimenziono korektni.

Ako prema op¢oj jednadZbi petlji pi%emo pojedine nijene
Elanove, onda za ovaj zapoleti primjer imamo kao prvo impe-
danciju petljj.

e [(1 1 o -1 o],
In(s) =B 2,(8) B  =| 5 _; 0o 1
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Rl 0 0 0 0 ] -1 Om|
1
0 EEE 0 0 0 1 1
X 0 0 R 0 0 0 -1 =
3
0 0 0 5L4 sM -1 0
0 0 0 sM sLS 0 1
1 1
Ry + sL, + &= —(§~C-~+SM)
2 2
= [5.1. 4L
-[—i— + sM) R, + sL_. + ke
502 3 5 sC2

Desna strana matri¢ne jednadibe vetlja za ovaj primjer

izgleda:

1 : o
-s[ug(s) + 1oy - L, 1h(o)] =

1
U (s) - =mu, (0) - L,i. (o) - Mi, (o)
9, s C, 4 Ly L5
/5.1.42/
%u (0} + Mi, (0) + Lgi, (o)

S Ly Lig

Izjednatavanjem matrica na lijevoj strani s matricom na des-~
noj strani dobivamo matriénu formu jednadZbi petlji za na$
odabrani primjer. Ako bi ovaj sistem matrica razvili, opet
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bi dobili dvije linearne jednadZbe kao funkcije kompleksne
varijable s. Iste bi bile, kao kad bi pisali jednadZbe pet-
1ji na tradicionalan na&in za prvo i za drugo "okno" zada-

ne mreZe,
l .
(R, + sL, + ——) ~( ==— + sM) I fg)
1 4 sC2 sC2 ml
- 1 L. (&)
(oo + sM) (Ry + 8Lg + =) By
A 2
- 1 7
Ugl(s} == uc2(01 B L41L4(ol - M1L5[0)
i /5.1.43/
1 i
= u, (o) + Mi, (o) + L.i. (o)
s C2 L4 5 L5

Vratimo se do izraza /5.1.40/ koji vrijedi opéeni-
to bez obzira na konkretnu mreZfu. Ako tri matrice na desnoj
strani zbrojimo u jednu (kao Zto smo to veé u¥inili za nas

primjer), i nazovemo ju s Em(sj imamo

Zm(s) I (s) = E_(s) /5.1.44/

OZigledno je da ovaj kona&ni oblik matri&ne jednadZbe pe-
tlji jasno asocira na Ohmov zakon.

Razlog za razvoj ovakove formacije matri&nih jednadZbi,
leZi u ¢injenici, da to daje rigoroznu matemati&ku bazu za
rafunanje svake, ma kako komplicirane mre¥e. Na temelju tog
postupka automatski je odredjen nu¥dan i dovoljan broj jed-
nadfbi da bi se saznalo sve o mre¥i.

Naravho, kada se jednom dovoljno uvjeZba, nije potrebno
prolaziti sve ove korake, koje smo mi &inili tokom izvoda.
Uz izvjesno uvjeZbavanje, moéi &e se na prvi pogled dobiti
ove matrice jednadZbi petlji, uz odredjeni sistem ubacivanja
elemenata u te matrice. Kod takvog "izravnog" pisanja jed-
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nad?bi, treba ipak biti prili&no oprezan, naroéito u slufa-

jevima postojanja nerecipro&nih elemenata u mreZi.

5.2, MATRICNE JEDNADZBE CVOROVA

Izvod ovih jednad?bi provest demo u skracdenom obliku, jer
je glavnina polaznih izraza ve¢ detaljno prikazana u pret-
hodnom poglavlju, a &itav daljnji postupak je potpuno analo-
gan onom za izvod matri&nih jednadZbi petlji.

Polazimo od primarnog sistema jednadZbi mrezZa

A I (s) = 0 F5 R A
B ub(s) = 0 75022
Up(s) = U(s) + 2z (s)T (s) + % ug(0) = Ly, (o) /5.3.3/

RjeZavajuéi ovu zadnju jednadZbu eksplicitno za Ib(sl

dobivamo

2y ()T (s) = Up(s) = Ug(s) + Lyiy (o).~ é u, (o) /5.2.4/

MnoZeéi obje strane s inverznom matricom impedancijs gra-

na zb'lts) slijedi

I (s) = Z (5) E%(s} - U (s) + L 1 (o) = % uc{ol] /3:2:3/

Ponovnim mnoZenjem ove jednadZbe s matricom incidencije

A imamo

AI(s) = Azb_l(s) [Ub(s} - Uy (s) + Iy (s) - é uC{o)] /5.2.6/

Lijeva strana ove jednadZbe nije ni%ta drugo, nego lijeva
strana KZS u matri&noj formi prema /5.2.1/. Iz toga slijedi
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da i desna strana mora biti jednaka vektoru nula. Ostaje
dakle

=3,
b

g 7.2

b (s) Lbib(o) =

(s) Up(s) - 4 zb'l(s) Ugls) +42

o -
A zb (s) uc(oi =0 i

0|~

Pregrupiranjem ¢lanova ove jednad?be slijedi

A zhrl(s)ﬂbls) =4 Zg‘lts) [Ug(s) - Lbib(o) + é ucto}]/5_2.3/

Ako se sada prisjetimo da postoje i sekundarne jednadibe
mreZa izvedene u proSlom poglavlju, pa od njih upotrebimo

¢vorne transformacije
= T
Jb(s} =AU (s) L5 2.9
n

UvrstivEi taj izraz umjedo matrice wb(s) na lijevoj
strani /5.2.8/ dobiva se

=1
s =1 T 1l s - 5
A Zb (s) 4 bn(s) = 4 Zb (s) [Uq(s) Lbzb(o) +
* X o) /5.2.10/
s %c! 2w
Izdvojimo na lijevoj strani &lan
-1 o
A zb (s) A~ = Yn{s) /5. 2.0/

i nazovimo ga matridna admitaneija dvorova.

Uvrstimo li to u /5.2.10/ i rijeSimo se zagrade na des-
noj strani imamo



Y (s) Jn(s) = 4 ab (s) Ug(s) -4 zb (s) Lbib(o) +

*
wl=
b
(o]

(s) uc(o) | /5.2.12/
b

Ovaj se izraz saZeto piSe kao definitivni oblik opdih jed-
nadZbi dvorova u matridnom obliku.

B 1
In{s) Un(s} - Ié(s) e IL(O) + Qb(c) /5.2.13/

Ovdje smo veé uveli nove simbole koji imaju slijedeca zna-
¢enja:

I (s) =4 2;1(5) U (s) ... strujni doprinosi od izvora ko-
g g ji vode ka ¢&vorovima

1

= Jylo) = =4 Z;l(s) L %, (0) ... strujni doprinosi u &vo-
rovima uslijed poéetnih
struja u induktivitetima
=k
Qe (o) = é A Zb(s)uc(o) ... poetni naboj na kapacitetima.

Da to sve i dimenziono odgovara, odnosno da je to stvar-
no znacenje svakog od &lanova moZemo se uvjeriti ako pozove-
mo u pomo¢ osnovne matrice od kojih su sastavlijeni. To se

ostavlja zainteresiranom &itaocu za vijeZbu,

Analogno kao kod matri&ne jednadZbe petlji, ova posljed-
nja jednadZba mogla bi se simboli&ki izraziti kao jedinstvena
relacija. Ako se sve matrice na desnoj strani zbroje u jednu
In[s) imamo

Yn(s) Un{s) = In(s) /5.2.14/

‘Po znac¢enju svojih &lanova i ova matri®na jednadZba &vo-
rova podsjec¢a na Ohmoy zakon.
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5.3. TRANSFORMACIJE IZVORA

Kod ovog izvoda, koji smo upravo proveli, moZe ali i ne
mora postojati jedna pote$koda, zkog koje ne bi bad tako glat-
ko mogli doéi do gornjih rezultata.

To se dogadja u sludajevima, kad neke od grana sadrZava-
ju samo naponski ili strujni izvor. To znadi, da uz taj izvor
nema niti jednog pasivnog elementa u toj grani. Cinjenica je,
da tada matrica grana Zb(s} ima jedan ili viZe redova samih
nula, vedé prema tome koliko je takvih"€istih"grana s izvorima.
Iz toga nadalje slijedi, da je matrica Zb(s) singularna, od-
nosno da inverzna matrica Zb*I(s) ne postoji! Naime, deter-

minanta sustava te matrice bit ¢e jednaka nuli.

Kao 5to smo u upravo dovrZenom izvodu vidjeli, s tom je
Zb_l(s) matricom ra&unato , kao da ona uvijek postoji. To bi
znatilo, da mi ne moZfemo za sve sludajeve pisati opée matri&-
ne jednadZbe &vorova, odnosno da taj postupak nije univerza-
lan, kao &to smo u pofetku najavljivali. Pokazat de se medju-
tim, da uz odredjene dopustive modifikacije mreZe, ta sumnja

nije opravdana.

Opfenito razmatrajuéi problem analize mreZa mi pretpostav-
ljamo, da je broj i smjedtaj nezavisnih izvora u mreZi pro-
izvoljan sve dok to nije u protivrjefju s Kirchhoffovim za-
konima. To preciznije znaci, da ako nezavisni naponski izvo-
ri #ine sami jednu petlju, onda valni ohlici tih izvora mora-
ju zadovoljavati ogranienja koja namece KZIN. Analogno, ako
nezavisni strujni izvori sami pripadaju jednom rezu, njihovi

valni oblici ne smiju narusiti KZS.

Da bi izbjegli takve "zamke" u analizi, korisno je uvesti
modifikacije mreZa, koje nam dopudtaju da promijenimo pozici-
je izvora u mreZi, a da to ostane bez utjecaja na postavljeni
zadatak. Te transformacije mogu se odnositi kako na nezavisne
tako i na zavisne izvore, a svrha im je likvidacija grana ko-
je se sastoje samo od izvora. Postupak je ilustriran na sli-
kama 5.3.1. i 5.3.2.
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Ako nas ne zanima struja u grani 1, mi moZemo zamijeni-
ti mreZu na sl.5.3.1.a) s njoj ekvivalentnom mreZom prema
sl. 5.3.1.b). U toj je novoj mreZi grana 1 odba&ena, a uve-
den je novi &vor (:) . Taj novi &vor je rezultat fuzije
&vorova (:) i (:) originalne mreZe. Da bi postojala ekviva-
lencija, dva izvora ug moraju biti "utisnuta" u grane 3

i 4 nove mreZe.

Dokaz ekvivalencije u ovom sludaju, provodimo pifudi jed-
nadZbe KZN za sve petlje (obje mreZe) koje obuhvadaju grane
3 i 4. Lako bi se pokazalo, da su dobivene odgovarajude jed-
nadZbe za obje mreZe jednake. Nadalje, primjenom KzS za &vo-
ridte ® ;, slijedi identi&an rezultat, kao kod primjene KZS
na &¢vorista (:) i(:)originalne mreZe.

Na slici 5.3.2 prikazana je transformacija mreie,kojom
odbacujemo samostalni strujni izvor ig u grani 4. Umjesto nje-
ga, dva su nova strujna izvora ig priklju¢ena paralelno gra-
nama -1 i 2. Da niti ta modifikacija ne utjefe na rjedenje za-
datka, svjedo¥i pisanje jednadibe K2S za &vorista (1) @ i
@ u oba tipa ekvivalentnih mreZa. Dobiva se rezultat, da
su odgovarajuce jednadZbe jednake.

ZakljuCujemo: primjenom ovih transformacija izvora, modifi-
ciramo bilo kakvu zadanu mreZu na taj na&in, da je u njoj
svaki naponski izvor vezan serijski s elementom koji nije izvor, odnos-

no svaki strujni izvor veszan paralelno s elementom koji nije izvor.

5.4. TIPICNA (OPCA) GRANA MREZE

MoZe se pretpostavljati, a da-ne narufavamo princip opde-
nitosti, da je svaka mreZa sastavljena od tipi&nih grana "k",
koje imaju oblik prema sl.5.4.l1. Lako je ustanoviti da su sva
getiri oblika ekvivalentni obzirom na priklju&nice, i da
jedan proistjefe iz drugoga, kako je to shematski prikazano.
Na tim je shemama ugk naponski izvor, iqk strujni izvor, a
pravokutnik predstavlja element koji nije izvor. Napon na

=
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priklju¢nicama grane "k" oznafen je s U, @ struja kroz
prikljuénice e Ako grana neke mreZe nema naponskog izvora,
u njenom prikazu opéom granom stavljamo ugk=0; sli¢no, ako
nema strujnog izvora stavljamo igk=0.

U sludaju da je dvopolni element koji nije izvor, line-
aran i vremenski invarijabilan, onda vrijedi ekvivalencija
opfe grane sa sl.5.4.1, sa shemom opfe grane prema slici
5.4.2. U tom je sludaju korisno primjeniti frekvencijsku,

umjesto vremenske domene, da bi se raunalo sa slijededim

izrazima
Uk{sJ = ng(s) - zk(s) ng(s) # Zk(s) Ik(s} /5.4.1/
Ik(s} = ng(s) - Yk(s) ng(s) + Yk(s] Uk(sl /5.4.2/

Ove ekvivalencije postaju posebno jednostavne za sludaj
linearnog, vremenski nepromjenljivog otpora R kao pasivnog
elementa u opc¢oj grani. Ako se radi o elementima s memorijom,
ne smije se zaboraviti doprinos izvorima uslijed eventualnih

po&etnih stanja.

Vrijedi upozoriti, da je prikladno iako ne i nuZno, da
su kod analize ¢&vorova svi nezavisni izvori u mreZi u forri
strujnih izvora. Analogno, kod analize petlji moZe biti ko-
risno transformirati mreZu da u njoj budu samo nezavisni na-

ponski izvori.

U zakljudku ove glave, prirodno se postavlja pitanje, da
li je bolja analiza petlji ili analiza &vorova kao metoda
rjedavanja mreZa? Odgovor na to ovisi o zadanoj mreZi. U ana-
lizi &vorova treba ukupno odrediti Nv—l varijablu, dok u ana-
lizi &vorova imamo Nb-(Nv_l) varijablu.

Zato je razumno preporu&iti analizu &vorova, ako je kod
zadanog grafa broj é&vorova NV mnogo manji od broja petliji
Nb-(Nv—l). U obrnutom slu¢aju, analiza petlji ima prednosti.
Treba medjutim, razmotriti i ostale faktore koji odlu&uju. U

prvom redu to su broj i vrsta izvora u mrefi. Ako su svi za-
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dani izvori (zavisni i nezavisni) strujni, analiza &vorova .
je vjerojatno prikladnija, jer se mogu &esto izravno pisa-

ti ﬁednadibe gvorova. Obrnuto, ako su izvori naponski, lak=-
e je upotrebiti analizu petlji. Inafe, sigurno je da vede
iskustvo u teoriji mreZa, olakZava ovo opredjeljivanje.

5.5. DUALNOST

Ve¢ pri izvodu sistema jednadZbi petlji i sistema jed-
nad?bi &vorova neke mreZe, moglo se uofiti postojanje nekog
paralelizma izmedju tih jednadZbi.

Zbog toga nam se namece pitanje, da 1li je mogudée izkon-
struirati dvije mreZe tako, da su jednadZbe petlji jedne
mrefe formalno iste kao jednadZbe &vorova druge mreZe. Od-
nosno drugim rijefim, mi bi Zeljeli znati, da 1li jednadZbe
petlji napisane za jednu mreZu mogu postati jednadZbe &voro-
va za jednu drugu mreZu (ili obrnuto!), samo medjuscbnom
zamjenom simbola "u" i "i", tamo gdje se oni u jednadZbama

pojavlijuju.

Pokazuje se, da je moguée pronaci takve dvije mreZe,
ako su zadovoljena ova dva uvjeta:

1) Jednadibe Kirchhoffovog zakona siruja za mreiu M, moraju po—
stati jednadZbe Kirchhoffovog zakona napona za mreiu My, ake zamijeni—
mo svaki &lan ij (u KZ5) s Use

2) Izrazi za napone grana s ovisnosti od struja grana ij u

mreZi M, moraju postati izrazi za struje grana ij u ovisnosti o naponi-—

ma grana u; u mreZi My = ako izvrdimo zamjenu ij - U

MreZe M, i M2 koje ispunjavaju ova dva uvjeta nazivamo

1
dualnim mreZama.
Strogo uzevii rekli bi - Mlje *dual" od M,. Medjutim,
ako su uvjeti 1) i 2) zadovoljeni, tada mi moZemo zamijeni-
ti oznake MJ — M2, pa ¢e uvjeti 1) i 2) biti opet zadovo-
ljeni. To znadi: ako je M, dual od M, onda je i M, dual od

2 1

M2 . Dualnost je simetridan odnos.
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Umjesto rije&ima, kakc je iznesen, uvijet broj 1) moze

se postaviti na slijededi nadin u matri¢nom obhliku.

Oznadimo s Al = |as| --- matricu incidencije u kojoj

su aij elementi definirani s jednadZbama KZS5 za mreZu MI

Oznalimo s B, = ..spojnu matricu u kojoj su b;

bij ij

elementi definirani s jednadZbama KZIN za mreZu “2.

Da bi se zadovoljio prvi uvijet dualnosti mora hiti

dy &= B, £5.5. 1%

Kac prvo, ova postavka implicira da broj grana od obije
mreZe mora biti jednak. Nadalje, da broj nezavisnih jednadz-
bi KZS (koji odredjuje redove AJ] za prvu mreZu, mora biti
jednak broju nezavisnih jednadZbi KZN (koji odredjuje redo-

ve Bz) za drugu mreZu.

Pisani prema uvedenoj simbolici ovi su uvijeti
Nb = Nb 5B 2
N -1 = Nb A (Nv - 1) #5534

O¢igledno je, da ovi uvjeti odredjuju strukturu dualnih
mreZa. Prema /5.5.1/ slijedi, da mora postojati jo% i neki
korespondentni odnos:

a. izmedju grana obih mreZa, kao 3to je definirano,

stavljanjem u isti noredak stupaca matrica 4, i &

1 2
da bi se zadovoljilo Al = BZ'
b. izmedju poredka &vorova u M} (redovi matrica Al), i

petlja u M2 (redovi matrica 82).

Grafovi mreZa koji tako korespondimju da zadovoljavaiju

Ay = B, zovu se dualni grafovi.

Detaljna studija svih svojstava i karakteristika dualnih
grafova je 8ire podrudije topologije, u koje se ovdje necemo
upudtati. Bez suviZnog dokazivanja, prikazat ¢femo metodu odre-
djivanja dualnih grafova na slijededi nadin.
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Ako dvije mreZe preklopimo jednu na drugu tako, da sva-
ko &voriste mreZe MI za kojega piSemo jednadZbu struja (KZS)
bude unutar petlje od ”2 , a (pridruZene) referentne orijen-
tacije korespondentnih topoloZkih varijabli na odredjeni na-
¢in podeSene, onda Ce elementi matrice 4, i elementi matri-
ce B, biti identiéni.

Takova jedna petlja i &vor, koji na taj nafin korespon-

diraju, prikazani su na slijede€im grafovima (sl.5.5.1).

A
. g
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51.5.51

Deblje izvufeni dio grafa pripada mreZi ';,a grane ko-
je su incidentne s &voriStem (:) toga grafa oznafene su sa
1, 2, 3 i 4. Tanje izvuleni dio grafa pripada mreZi Mg, @
grane koje pripadaju petlji I* oznaene su sa 1*, 2%, 3* i
4*, Neka grana 1 iz ¥, korespondira s granom 1%* iz Moo 2

sa 2*, itd. Cvoriste (:) iz M, neka korespondira s petljom
1*, (2) sa 1I*, itd.

JednadZba struja za évor (:) i jednadZba napona za pe-
tlju I* morala bi imati iste koeficijente, ako su referenci-
je dobro postavlijene. Incidentna,odnosno spoijna matrica za

te dijelove mreZe izgledaju ovako

®
4. = @ i B, = TI* ) /5.5.4/
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U &voridtu (:) koeficijent od 12 za KZS ima velid&inu
a22=1. Da bi i koeficijent od u*2 u Bz (dakle u jednadfbi K2ZN)
bio b22
crtana tj. isto u smjeru okretanja kazaljki na satu. Mastavlja-

=1 onda mora orijentacija petlje II* biti kako je na-

juéi dalje tom logikom, moZe se vidjeti da onda sve petlje u
M2 moraju biti orijentirane u smjeru okretanja kazaljke na sa-
tu.

Sada moZemo dati odgovor i na osnovno pitanje o egzi-
stenciji dualnih struktura. MreZa ima svoj geometrijsko-struktur—
nt dual onda i samo onda ako jc: je graf povezan, plenaran i neseparabilon.
Takvoj se mreZi dualni graf konstruira to&no kac na ovom nri-

jasnjem primjeru.

Unutar svakog okna zadanog grafa stavljamo évoriite nie-
mu dualnog grafa. Tomu jod dodamo évor izvan zadanog grafa, ko-
ji €e biti referentni &vor. Presjecajuéi sada svaku granu za-
danog grafa dobivamo korespondentnu granu dualnog grafa. Refe-
rencije se tada izaberu tako, da spojna matrica za zadani graf,
sa svim petljama orijentiranim u smjeru okretanja kazaliki na

satu, bude jednaka matrici incidencije traZenog dualnog grafa.

Ovo je bilo zadovoljenje uvjeta 1) - dakle topolofkog
uvijeta za dualne mreZe. Ostaje da se ustanovi na&in za zado-
voljenie uvjeta 2) - odnosa sadrZaja grana kod dualnih mreZa.

Pored ogranidenja s obzirom na vrstu grafa, postoji jog
i ogranifenje koje se odnosi na vrstu elemenata u granama,
a da bi se svakoj mreZi mogla nac¢i dualna. MreZa, kojoj su svi
elementi dvopolni elementi moie imati svoj dual. Drugim rijedima, kod
razmatranja dualnosti iskljuujemo one mre¥e koje sadrZavaju
vezane induktivitete, idealne transformatore, zavisne izvo-
re, itd. Ako su zastupljeni samo otpori, induktiviteti, ka-
paciteti, nezavisni naponski izvor i nezavisni strujni izvor,
mrefa ima svoj dual, ako je naravno ispunjen i topoloski
uvjet. Znafajno je zabiljeZiti, da ne postoji ograni&enje ob-
zirom na linearnost i vremensku nepromjenjivost elemenata u
mreZi.
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Uvjet sadrZaja grana dualnih grafova, kako smo ga opisa-
1i u todki 2) definicije u uveodu, svodi se na slijedece. Ot~
por u mreZi M1 odgovara otporu u njoj dualnoj mreZ#i ¥,, Stavi-

ge,linearni otpor u ¥

otporu u M2

7 S otpornosti R oma odgovara linearnom

s vodljivoééu R simensa. Sliéno, indgktivitet u

M, korespondira s kapacitetom iste numeridke vrijednosti u

1
2

M, . Kapacitet u MI' odgovara induktivitetu iste numericke

vrijednosti u M2. Naponski izvor kojemu je valni oblik napona

funkcija f(*), odgovara strujnom izvoru kojem struja ima istu

funkciju f£(*), i obrnuto. Takodjer je dual od kratkospojne

grane prekinuta grana, itd. Da bi se lakse

dualnih pojmova prikazat femo tabelarno na

TABELA 5.5.1.

snalazili, parove
Tabeli 5.5.1.

Svojstva

Zadana mreZa MI

Dualna mreZa M2

Topoloska svojstva

Cvoriste

Rez

Referentno Cvoriste
Grana stabla
Temeljni rez
Serijske grane
Reducirana matrica

incidencije matrica
Matrica temeljnih rezova| Matrica temelinih
petlji

Okno

Petlja

Izvanjsko okno
Spona

Temel jna petlja
Paralelne grane
Reducirana spojna

Topolo3ka i elek-
tricka svojstva

Naponi &vorova

Naponi grana stabla

Kenturne (prema
oknima) struje

Struje spona

KZS KZN
Elektricka svojstva Napon Struja
Naboj Magrnetski tok
tpor Otpor
Induktivitet Grzcitet
Otpornost Vodljivest
Induktivnost Xapacitivnost

Strujni izvor
Kratki spoj
Admitancija

Matriéna admitancija
Evorova

Mapunski izvor
Prekid

impecancija

Matrigna impedancija

e Lot
e
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Koristeél se tim odnosima, promotrimo konstrukciju dual-
ne mreZe na slijedefem primjeru (sl.5.5.2).

el
51.5.52

VaZnost dualnosti ne treba prenaglaZavati. Dovoljno je
" voditi raXuna o slijededem.

Neka je T, bilo koja istinita tvrdnja koja se tide ponaSanja mre-
Za H;' Neka je &"z tvrdnja dobivena iz TI zamjenom svakog topolodkeg poj-
ma (&vor, petlja, itd.) sa svojim dualom, i svake elektrilke velidine
(napon, struja, impedancija, itd.) sa svojim dualom. Tada slijedi, da je

Tz tetinita tvrdnja koja se tide ponaSanja dualne mreie Mz.
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6. RJESENJA JEDNADZBI MREZA

U l.glavi izdvojili smo neka obiljeZja elektrikih mre-
?a i prihvatili ih kao pokazatelje odredjene klasifikacije. U
daljnjem smo izlaganju kao osnovu te klasifikacije zadrZali
uglavnom samo ova &etiri razreda: linearnost ili nelinearnost,
te vremensku nepromjenljivost ili vremensku promjenljivost.
Da bi lak3e odredili u koji od ovih razreda treba émjestiti neku
mreZu,ovdje cdemo u uvodu formulirane karakteristike izraziti

manje opfenito, ali ipak jednako valjano. Tako €emo redi:

(1) linearna mrefa ima obiljeZje, da je svaki njezin
element ili linearan element ili nezavisan izvor,

(2) vremenski nepromjenljiva mreZa ima obiljeZje da je
svaki njezin element ili vremenski nepromjenljiv

ili nezavisan izvor.

Prema tome, linearna vremenski nepromjenljiva mreZa ima
obiljeZje da je svaki njezin element ili linearan i vremenski-
nenromenljiv ili nezavisan izvor. Jasno, mreZe koje nemaju
obiljeZja izraZena ped (1) i (2) nazivaju se nelinearne, od-
nosno vremenski promjenljive. Da se u ovim karakterizacijama
moraju separatno tretirati nezavisni izvori od ostalih eleme-
nata, "kriva" su posebna svojstva izvora. Sjetimo se samo,
da izvori nisu definirani s obje elektridke varijable, kao
ostali elementi mreZa. Treba naglasiti, da éemo skup svih na-
pona na nezavisnim naponskim izvorima, kao i skup svih struja
kroz nezavisne strujne izvore smatrati skupom ulaza u mreZu.
Ovdje €emo uglavnom razmatrati mreZe koje imaju samo jedan
ulaz.

Rezultati do kojih smo dolazili pri analizi mreZa u 3.

i 5.glavi, bili su redovno u obliku skupa diferencijalnih jed-

nadZbi po jednoj ili viSe elektriédkih varijabli mreZa. Uz pret-
postavku raznatranja linearnih elektri&kih mreZa, 1 te su jed-

nadZbe bile linearne.Takve ¢e biti rjeZ%avane i u ovoj glavi.

U analizi mreZa mi smo gotovo uvijek zainteresirani za
ponaSanje samo jedne specificirane varijable mreZa, koju onda
nazivamo odzivom (ili katkada zzlazom) . Upravo tu traZenu vari-
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jablu izdvajali smo pravilnom primjenom opisanih metoda ana-
lize. U daljem postupku, eliminacijom jedne po jedne od osta-
lih varijabli u sistemu diferencijalnih jednad?bi, do¥li smo
do jedne linearne diferencijalne jednadZbe, po ovoj traZenoj
varijabli. Ova moZe biti napon grane, struja grane ili linear-
na kombinacija obaju ovih varijabli.

Iz prethodnog izlaganja ve¢ smo saznali, da su odzivi
posljedica, bilo nezavisnih izvora koje smatramo potiecajima
(ili wulazima ) mreZe, bilo podetnith uvjeta u mre¥i, ili najopde-
nitije i jednog i drugog od ovih uzrcoka. Da bi mcgli jed-
znaéno odrediti rjeSenje diferencijalne jednadZbe, mi moramc
poznavati kako ulaze tako i poéetne uvjete. Posekan na&in na
koji €e ovi poletni uvjeti biti izraZeni ovisi o metodi ana-
lize po kojoj smo do3li do diferencijalne jednadike.

Preostaje nam, dakle, prikaz glavnih matemati®kih me-
toda iznalaZenja odziva kao rjeSenja diferencijalne jednadi-

be mreZe.

6.1. KLASICNO RJESAVANJE DIFERENCIJALNIH JEDNADZBI

Ovaj naslov moramo aimah suziti, ograni®avajuéi nage
razmatranje na linearni vremenski invarijabilni sistem prema
uvodno izloZenoj klasifikaciji tih pojmova. Ako je y odziv
a x poticaj, linearnost i vremenska nepromjenljivost zahtije-
va da uobifajena diferencijalna jednadZba ima slijedeéi oblik.

an dn—l My
an ——% + an_l -—-E-_-% *: s ok aoy = bm — + wwe ¥ box S 1
dt dt - dat

gdje su a i b konstante.

Impozantni dio rjeSenja u analizi mreZa su upravo osno-
vi ove klase diferencijalnih jednadZbi, pa éemo zato tome
posvetiti dosta prostora u preostatku ovog teksta.
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Recimo odmah, da se svaki y(t) koji zadovoljava jednadi-
bu /6.1.1/ smatra rjefenjem ove diferencijalne jednadZbe. Op-
denito medjutim, mi ne tra%imo svako rjeenje pojedina&no,
veé nam je od interesa poznavati sva rjefenja. Tu sumu svih
rjeSenja nazivamo opdim rjedenjem . Ako opcfe rjeSenje zadovolja-
va jo¥ takodjer i dodatne uvjete,tada to ope rjefenje posta-
je jedno partikularmo rjedenje. U smislu znalenja tog pridjeva
ono jest "partikularno" obzirom na specifiéni skup ogranile-
nja. :

Prije nego predjemo na izlaganje tehnike rjeSavania,
prikladno je porazdijeliti rjeSenja na viSe nadina. To je
proizvoljna podjela , koja moze olakZati matematilko rjeSa-
vanje jednadZbi. Inale, ta podjela nije jedinstvena, pa cemo
i mi ukazati na nekoliko razli€itih pristupa.

Vratimo se na jednad?bu /6.1.1/ i zapitajmo se koji sve
moguéi y(t) moZe zadovoljiti tu jednadZbu za odredjeni x(t).
Postoje vrijednosti za y(t) koje zadovoljavaju homogenu jed-
nadfbu u tom smislu, da kada im nadjemo sve derivacije 1 po-
mnoZimo s (jednadZbom) propisanim konstantnim koeficijenti-
ma, lijeva fe strana /6.1.1/ dati sumu jednaku nuli. Ovo rje-
Zenje nazivamo komplementarnim (integralom, funkecijom), a €ini ga
onaj dio y(t) koji zadovoljava homogenu diferencijalnu jednadZbu,
koja se dobiva izjedna&ivanjem lijeve strane jednadZbe /6.1.1/
s nulom. Radi te bli¥e veze s homogenom jednadibom biljeZit
¢emo to rjesenje s yh(t).

Postoji medjutim, bar jo¥ jedna druga vriiednost y(t)
koja zadovoljava jednad¥bu /6.1.1/. Nazvat femo ju partikular-
ni integral , a biljeZiti s yn{t) (radi veze s nehomogenom jed-

. nad¥bom) . Sada moZemo napisati opfe rjeSenje kao sumu

y(t) = yh(t} + yn(t} /6.1.2/

Ovo rjedenje y(t) takodjer zadovoljava jednadZbu /6.1.1/
Kao &to femo kasnije vidjeti, yh(t) sadrZi onoliko prethodno
nedefiniranih konstanata, koliko iznosi red diferencijalne
jednadZbe. Ove se konstante mogu naknadno odrediti tako da za-
dovoljavaju pretpostavljene po&etne uvjete. Iako partikularui
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integral zadovoljava jednadZbu /6.1.1/, ne zna¢i da zadovo-
ljava i pofetne uvijete. Zapravo, tek nakon zbhrajanja yh(t)
i yn(t) mo¥emo y(t) suofiti s pofetnim uvjetima u ciliju

utvrdjivanja konstanti.

Ovaj upravo opisani postupak ilustriran je na dijagra-
mu toka prema sl.6.1.1. Alternativni postupak rjeSavanja
iste diferencijalne jednadZbe dat je na dijagramu toka prema

slici 6.1.2.

Da bi ga mogli pratiti, moramo prethodno utvrditi zna-
genja nekih pojmova od kojih neke sada prvi put susrecemo.

Stanje mreZa u trenutku t_ (najteSce izjednaavamo taj tg
sa nulom!) nazvat emo svaki skup poletnih uvjeta, koji za-
jedno s poticajima, jednoznano odredjuju sve varijable mre-
Ze za svaki t >tg. Stanje mreZe u b=t naj&edfe se krace
naziva podetnim stenjem . Shodno gornjoj definiciji rije& po-
tetno odnosi se na &injenicy,da je to stanje mreZe bag u

trenutku primjene poticaja na mrezu.

Iz prethodnih postavki znamo, da tim stanjem mreZe u
t=t,, mo¥emo smatrati skup napona na svim kapacitetima i

struja kroz sve induktivitete u gasu t=t .

Stanje mreZe kojeg karakterizira &injenica da su joj
svi pofetni uvjeti jednaki nuli naziva se stanje nula. Nulto
stanje mreZe zna&i da je mreZa u t=t_  prazna, "mrtva", da
nema nikakvu po&etnu energiju u sebi. Zato za linearne mre-
¥e, ako svi ulazi ostaju jednaki nuli te ako je mreZa u sta-

nju nula, sve varijable nrefe ostaju zauvijek jednake nuli.
Prisilnim odzivom nazivat demo odziv (izlaz) mrefe na potiead
(ulaz) primijenjen u nekom protzvoljnom trenutku tos pod uvjetom da je
ta mre3a bila u stanju nula upravo prije trenutka primjene poticaja
{E7e W .l
d o-
Slobodnim odzivom nazivat femc odziv mrele kada je potieaj “den—
t18ki jednak nult.
Jasno je, da je prisilni odziv prouzrokovan jedino s
poticajem; sli&no, slobodni je odziv prouzrokovan jedino s vo-

getnim stanjem.
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Fotpunim (totalnim, kompletnim, pravim) odzivom nazivat demo od-

31v mreZe prousrokovan 7 poticajem i podetnim uvjetima.

Treba jof naglasiti slijedefa svojstva linearnih(vre-
menski invarijabilnih ili varijabilnih)mreZa:

(1) Potpuni odziv je suma slobodnog odziva i prisilnog
odziva

(2) Prisilni odziv je linearna funkcija poticaja

(3) Slobodni odziv je linearna funkcija podetnog stanja.

6.1.1. Komplementarno rje$enje i slobodni odziv

Razmotrimo najprije dobivanje komplementarnog integrala
i slobodnog odziva. Primjer prema sl.6.1.3 ilustrira prvi
korak, tj. dobivanje homogene diferencijalne jednadZbe iz jed-
nadZbe tipa (6.1.1), na krugu s linearnim vremenski invarija-
bilnim elementima, kod kojega je naponski izvor u, ulaz, a na-

pon na kondenzatoru u, izlaz,

@ iy R @ I'c

uj R2 c u2

=0
51.6.1.3

Da bi dobili diferencijalnu jednadZbu koja definira od-
nos u, i Uy, primijeniti cemo KZS na &voriite (g). Uz pret-
postavljene referentne smjerove napon je izmedju &vrri*ta

(:) i (:) jednak u)-u,.

Uz é&vor (:) izabran kao referentni imamo

u,-u u du
2 1 2 2 -
Rl + _R2 +C _ = 0 ¥ 7

a iz toga
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du
iz u, = e u /6.1.4/

gdje je 1/R = 1/R1+ 1/R2. Ovo je linearna diferencijalna jed-
nadZba prvog reda s konstantnim koeficijentima. Da bi je na-
pravili homogenom treba postaviti u1=0, pa ¢e pod tim uvjetom
uz(t} biti odziv iskljuivo uslijed pofetnog napona na kapa-
citetu. U&inimo li to, imamo slijededu homogenu diferencijal-
nu jednadZbu za ovaj primjer

du;, 3

T trRE Y T 0 /6.1.5/

Opéi je oblik homogene diferencijalne jednadZbe n-tog reda
prema tome ovakav

aly a"ly a
a_ o +a i i + .o ta, grEray=0 /6.1.6/

ili ako to pi%emo kompaktnije

=0 /6.1.7/

Standardno se pristupa rjeSavanju jednadZbi tog tipa pret-
postavljanjem jednog probnog rjefenja, i zatim provjeri tolnost
te pretpostavke. Zato nagadjajmo da je rjeSenje y = ESt. Ako
to jeste rjefenje, onda ono mora zadovoljavati jednadZbu /6.1.6/
Uvrstimo 1i y = eSt u jednadZbu /6.1.6/ imamo za lijevu stranu

n
z a, ﬁli {eSt) =TI a,s ESt =
k=0 dt k=0
st n n-1
= e (ans +a ;s +...+a°) /6.1.8/

Buduéi da je ESt# 0 za svaki kona&ni s 1 t, izraz prema
jednadfbi /6.1.8/ mo¥e biti jednak nuli samo ako vrijedi rela-
cija



a,s + a s e B AL =0 16 1.9/

Ova je jednadiZba poznata pod imenom karakteristidna jed-
nadZba. Vrlo je znafajna u teoriji mreZa i opdenito u sistemi-
ma. Iz matematike je poznato da algebarska jednadZba n-tog re-
da poput /6.1.9/ ima n korjena, tj. n vrijednosti za s koji
uvriteni u jednadZbu uzrokuju anuliranje lijeve strane. Ovih
n korjena mogu biti (ali ne moraju) razlifiti odnosno jed-
nostruki. Za svaku vrijednost od s koje zadovoljava karakte-

risti&nu jednadZbu, eSt je rjeSenje diferencijalne_ jednadZbe
Sit
1

rjedenje. Medjutim, isto je jedno od rjeSenja i cleslt, gdje

/6.1.6/. Bko je S jedan od tih korjena, onda je e jedno

c, ozna&ava neku proizvoljnu konstantu. To se lako dokazuje

1
uvritavanjem u jednadZbu /6.1.6/.

Pretpostavimo najprije da su svi korjeni jednadZbe
/6.1.9/ jednostruki, tj. svaki je razliZit od drugoga. Tada

¢e, za Syr Sgr eees Sp jednostrukih korjena jednadzbe /6.1.9/,

riefenja jednadZbe /6.1.6/ biti €51t | 52t .. %0t 1sto
e biti rjedenja i cleslt

nearna kombinacija tih rjeSenja. Najopfenitije komplementarno

¢ czeszt,...,cnesnt, ali i svaka li-
rjedenje je (za jednostruke korjene) oblika

/6.1.10/
gdje su ¢, Cp,...,C, Proizvoljne konstante. Ovo opce komple-
mentarno rjefenje isto zadovoljava jednad?bu /6.1.6/. Da bi se,
medjutim, zadovoljili i uvjeti u podetnom trenutku, ¢, mora

biti odgovarajuée izabran. Ako imamo n linearno nezavisnih po-

getnih uvjeta, onda je i ) jednoznaéno odredijen.

C ==uc

51614
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Pretpostavimo da imamo serijski titrajni krug priklju-
%en na naponski izvor prema sl.6.1.4. Uz pretpostavku da su
elementi titrajnog kruga linearni i vremenski nepromjenljivi

imamo za svaki t2t__ jednadZzbu KIN

. di(t)
Fi(t) + L g +

(ol

t

Jooieh)ar’ + u (t )=u(t) /6.1.11/
t

=

Derivirajuéi ovu jednadZbu dobivamo

2
L2 i0e) + R i)+ i) = g% u(t) /6.1.12/
dt

Smatrat cemo da je u(t) poticaj,a i(t) odziv. Diferen-
cijalna jednadZba /6.1.12/ pokazuje medjusobni odnos izmedju
i(t) i u(t), ako je ty trenutak primjene poticaja na titraj-
ni krug. Po¥etno stanje ili poletni uvjeti utvrdjeni su za
t=to—' Ovi se uvjeti mogu sastojati od napona na kapacitetu
u (k) i struje kroz induktivitet i(t__). Buduéi da je stru-
ja varijabla u jednadzbi /6.1.12/ pogodnije je izraziti uc(to_)
kao funkciju od i. U trenutku to_ koji je bio bas prije pri-
mjene ulaza, jednadZba KIN ima na lijevoj strani &lanove is-
tog oblika kao /6.1.11/, a na desnoj strani nulu jer je u(to_)=0.
Buduéi da je integral izmedju to- i Ya jednak nuli, a struja
se u tom istom intervalu nije mogla promijeniti zbog induktivi-

teta, imamo u t=to_:

di _

Rilt, ) + L 55 l +0 +u (k) =0 /6.1.13/

t=t
s
Iz toga slijedi
-u_(t_)-Ri(t__)
2 SR - o /6.1.14/
at L
t=t

o=



- 184 -

Tako smo postigli da su poletni uvjeti izraZeni kao
funkcije struje i derivacije struje u tom trenutku neposred-
no prije nastupa poticaja.

Da bi potrebu ovog "cijepanja" trenutka primjene ulaza
to na tri dijela td-' to i t0+ pravilno shvatili, treba razmo-
triti slijedecu opasku.

PotraZimo potetne uvjete istih varijabli, ali tilk nakon
8to je u trenutku Q=t0 prikljuen u(-) dakle u nekom t=to+.
JednadZbe KZN /6.1.11/ za taj krug mora vrijediti za svaki
tz:to_, pa prema tome u t=to+ poprima slijedecu vrijednost

t0+
di 1 : ' ’ . =
Ri(to+) + L at fai + o i i(e')dt +uc(t0+) = u(t0+} [6.1.13%/
o+ o-

Valni oblik poticaja u(+) moZe biti takav, da odmah u
trenutku to primjene na krug ima neku vrijednost, npr.
u(tO} s P Ta se u "intervalu" od ts do to+ Rije mogla pro-
mijeniti, jer je to u stvari isti trenutak to' pa je
u(t ) = u(t,) = U,. Isti je trenmutak i “interval" t__ do tos?
pa se nisu mogli promijeniti niti struja niti napon na kapaci-
tetu %to znadéi da je i(t0+} = i(to_) odnosno uc(to+) = uc(to_].
Iz istih je razloga integral u jednad?ki /€.1.13*/ jednak nu-
li, pa odaje rezultat za derivaciju struje u t=t .,

U -u_(t_)-Ri(t_)
g—t =2 2 S /6.1.14%/

t=t

¥idimo da se je u t=t0, derivacija struje promijenila,
iako je, naravno, pofetna vrijednost struje ostala ista. To
je prouzrokovao po¥etni napon izvora u tom trenutku. Buduéi
da se pofetni uvjeti primjenjuju na opée rjefenje diferenci-
jalne jednadZbe, u koje ulazi i partikularno rjeZenje od po-
ticaja, to bi u ovom primjeru bilo pogre%no upotrebiti /6.1.14/
umjesto /6.1.14%/, za dobivanje potpunog odziva.
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Ova opaska nalaZe oprez kod radunanja pofetnih uvjeta,
koji je pogotovo na mjestu, ako je poticaj jedinié&éni impuls
;li’neka sli¢na singularna funkcija. U tom se slu&aju , nai-
me, mogu promijeniti ne samo po&etne derivacije nego i polet-
ne struje kroz induktivitete ili po&etni naponi na kapacite=-
tima.

Potra%imo najprije komplementarno rjeSenje. Izjednala-
vajuéi lijevu stranu. jednadZbe /6.1.12/ s nulom i dijeledi
ju s L dobivamo

2. .
aile) , RdLlE) , L 50 =0 /6.1.15/
at?

Uvedimo slijedece konstante

&
a = % ««« konstanta gufenja /6.1.16/
i
L 1
w = ——— ... vlastita nepriguiena frekvencija /6.1.17/
L 7

S ovim izrazima jednadZba /6.1.15/ postaje

2 2
41 4, &) e i(r) =0 /6.1.18/
t o
dt
Pretpostavivii prema /6.1.8/ rjeZenje i(t)=eSt dolazimo
do karakteristiéne jednadibe
52 + 2a s + wg = { /6.1.19/
Korjeni ove karakteristidne jednadZbe su:
s, = -a +/d2 e mi
/6.1.20/

S, = -a -Vuz = wg

2
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Ako je o # wor korjeni su jednostruki pa za opfe komple-

mentarno rjeSenje imamo

(t) = c,e t 4 czes2t /6.1.21/

Radi jednostavnosti daljeg racdunanja uvest femo u ovaj

primjer numericéke vrijednosti. Pretpostavimo da je 2u=3s_l,

oy D , L =0,1 H i(t_)=1A i u (t_ ) = -0,5V. Uvrstimo
o o- ol s &

li ove vrijednosti u /6.1.20/ dokivamo sl=-lf-;"1 i 52=—2s ; a

komplementarno rjefenje jednadZbe /6.1.12/ postaje

i (6) = ce’t + cye 2t /Bu1a 2]

Potrazimo sada slobodni odziv. Primjenime 1li definiciju
za slobodni odziv na ovaj primjer onda ¢e to kiti rjefenje
iste homogene jednadZbe /6.1.15/ uz podetne uvjete i(to_] i
di/dt u t=t __ prema /6.1.14/. Kako se radi o slobodnom odzivu,
nema bojazni od promjene pofetnih uvjeta koji bi mogao uzro-
kovati poticaj u t=t_, jer je u tom sludaju poticaj po defi-
niciji odba&en. To zna¢i, da je nepotrebno i cijepanje polet-
nog trenutka , pa je za daljnje radunanje najpodesnije smatra-
ti st = 0. Za pretpostavljene numeric¢ke vrijednosti

o+
rjeSenje homogene jednadZbe /€.1.22/ postaije

ifo) = €, tc, = 1 /6.1.23/

Derivirajuéi izraz /6.1.22/ dobivamo

di(t) _ —cle"t s 2c29‘2t /6.1.24/

U t=0 izraz /6.1.14/ daje

di _ -(-0,5)-0,3°1

It 0,1 =2 /6.1.25/

s kojom vrijednosti treba izjedna®iti izraz /6.1.24/ napisan

za t=0. Prema tome imamo
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a o & Sy W 2 /6.1.26/
Iz sistema jednadZbi /6.1.23/ i /6.1.26/ dobivaiju se
cl=4 i cz=-3. Tako je kona&no, slobodni odziv kruga prema sl.
6.1.4, uz specificirane vrijednosti parametara i pofetne uv-
jete jednak
i () =4 &F - 3e ok /6.1.27/
Razmatrajmo nadalje sluaj u kojem korjeni karakteristi&-
ne jednadZbe nisu svi jednéstruki. Pretpostavimo npr. da je
korjen s, dvostruki korjen. U tom sludaju nije samo o 21 rje-
Zenje jednadibe /6.1.7/ kao 3to je to bilo prije, nego je isto
tako rjefenje i teS1%. To moZemo uvidjeti iz slijedee diskusi-
je, ako upotrebimo operatorsku notaciju p=d/dt, i napiZemo jed-
nad?bu /6.1.7/ ovako

n X
I apvy = 0 /€6.1.28/
k=0
k
gdje je p'y = g—%-
dt

Razvijemo 1li jednadZbu /6.1.28/ slijedi

BV s & a)y =0 /6.1.29/

(a p” + a
nP n=1
Polinom na lijevoj strani ove jednadibe moZemo pisati

kao produkt faktora koji imaju oklik prema slijedecem izrazu
an(p—sn)(p-sn_l) <o (pmsyly = 0 /6.1.30/

Pretpostavimo sad da su s, i s; jednaki, pa jie s, dvo-
struki korjen karakteristi®ne jednadibe. Ispitajmo da 1li
teslt mo¥e biti rjedenje diferencijalne jednadZbe /6.1.30/

na taj nadin da ga uvrstimo u tu EnadZbu.
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: o3
a,(p=s,) (p=s _;) ... (p-sl)(p-slltesl =

= [an(p-sn}(p-sn_l?...(p—sB)]{p—sl){é% teslt-slteslt) =

= [an{p—sn){p-sn_1 ...(p—s3)] (p-s,) (s teslt+951t_51teslt}=
= [an{p-sn)(p—sn_ )eoa(p- 53}] (H" | —sleslt] &
= laptp=s,) (p=s,_;) ... (p~s 3)] (s e’l —sleslt) =
= [ trmsp) sy een tpmsy) | 0 = Feds i

Ovime smo dokazali da i teS1t jeste jedno rjeSenje, ako
je s, dvostruki korjen karakteristiéne jednadZbe. Sli&nom bi
se procedurom moglo pokazati, da ako je s trostruki korjen
karakteristiéne jednadZbe, tada su pored rjeenja e 1t, jos

Slt i t2 ol b takodjer rjesenja koja zadovoljavaju hcmogenu
diferencijalnu jednadZbu gornjeg tipa. Oncéenito, ako je s
slt' teslt, tzeslt’...’trl-leslt

korjen r,~tog reda, tada su e

1
sva rjeSenja, odnosno rjefenje ¢e biti i linearna kombinacija

_ st st 2 st r=l.s1t
Yy, = c,e + c,yte +tcytte i Halte ¢ e £6.1.32/

1

To zna&i, da za diferencijalnu jednad%bu n-tog reda ti-
pa poput /6.1.30/, mi uvijek moZemo napisati komplementarno
rjeSenje koje ¢e sadrZavati n linearno nezavisnih konstanti.

Ako npr. imamo zadanu diferencijalnu jednadZbu

(p+1) 3 (p+2) (p+3) 2y = 0 /6.1.33/

tada su rjesenja e-3t, te-Bt, e_zt, e“t, te”t, tze_t, a naj-
opfenitije komplementarno rjefenje je

= -3t =3 =2t s =t 2 =t
Yy = ¢,e tcote Tt + cje tcy,e "tcgte e tTe /6.1.34/
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koje sadrZava Zest proizvoljnih konstanata. Diferencijalna
jednadfba je, naravno, Sestog reda, i potrebno je poznavati
Sest nezavisnih podetnih uvjeta.

6.1.2, Partikularni integral i prisilni odziv

U primjerima rjeSavanja, gdje analizirana mreZa ima
samo jedan poticaj, te ako je valni oblik tog ulaznog signala
jednostavan (npr. kenstanta, eksponencijala, sinusoida),
odredjivanje partikularncg integrala moZe biti vrlo lagano.

Pretpostavimo da je linearna vremenski nepromjenlijiva
mreZa ili sistem, €iji je ulaz x(t) , a izlaz y(t), opisa-
na jednacZlkhom

n,, n=-1 m
S¥va Y+ ... vay=b IX+ .. 4bx /6.1.35
dt dt © dt

Ovo je ista jednadZba kao /6.1.1/ osim 3to je zbog jednostav-
nosti uzeto da je anal (ukoliko on nije jednak jedinici, moZe
se uvijek dobiti oblik jednadZbe prema /6.1.35/, dijeljenjem
obie strane jednadZbe /6.1.1/ s a s i redefiniranjem koefici-
jenata). Kao #to smo veé ustanovili za specificirani x(t),
funkcija yn(t) koja zadovoljava jednadZbu /6.1.35/ naziva se
partikularni integral.

Ako npr. imamo diferendjalnu jednadZbu

2

d dy _ . dx '
+ 3 It + 2y = 2 =T + 5x /6.1.36/
dt
gdje je x=4.

U tom slufaju jzraz

y, = 10 /6.1.37/

zadovoljava jednadZbu /6.1.36/, pa je to onda i partikularni
integral.
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Opéenito kada je x neka konstanta K i ao# 0, onda je
partikularni integral jednadZbe /6.1.35/ jednak

yn(t) = s /6.1.38/

To se lakec provjerava vracanjem izraza /6.1.38/ u opdu
jednadZbu /6.1.35/, buduc¢i su sve derivacije jednake nuli.
Ako je a,=0, ali a;# 0 , onda je partikularni integral za
x=K jednak

b_K
yn(t) mit—g /6.1.39/

Sli¢nim zaklju€ivanjem dobili bi partikularni integral,

ako je ao=a = g ali azf 0, itd.

1
Drugi osnovni oblik signala je eksponencijala

x(t) = &St /6.1.40/

Partikularni integral za takav poticaj jest
y.(t) = He Vo e LT 5 ¥ ¢

gdje je H odgovarajuca konstanta, koja se moZe odrediti iz
koeficijenata jednadZbe /6.1.35/.

Neka je npr. u mreZi koju opisuje diferencijalna jednadZba
/6.1.36/ poticaj x = e’t. prema /6.1.41/ partikularni je inte-
gral

y (£) =1 " /6.1.42/

Supstitucijom /6.1.42/ u /6.1.36/ dobkivamo

[22+ 3(2)+2] i g2t = [ 0usy a2t /6.1.43/

-
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Iz ovog slijedi da mora biti H=9/12, pa je partikular-

ni integral

y (t) = 25 et /6.1.44/
Prema tome, ako je x(t) = 51t gdje je s, proizvoljna
konstanta, onda je yn{t) = N eSlt partikularni integral, a H

treba odrediti iz diferencijalne jednadZbe.

Za upravo provedeni primjer bio je sl=2, a iz /6.1.43/

vidimo da je H dobiven iz izraza

251 + 5
/6.1.45/

2
s] + 351 + 2

Iz ovoga je lake zaklju®iti na opceniti oblik od B , ako
je poticaj oblika /6.1.40/

H= — L 2 /6.1.46/

Nazivnik ovog izraza ne bi smio biti jednak nuli. To
nadalje znali, da gornja procedura vrijedi samc ako s nije

jedan od korjena karakteristi¢ne jednadZbe.

Treci valni oblik ulaza koji ¢emo razmotriti je sinu-

soida.

x(t) = cos wt /6.1.47/

Partikularni integral koji odgovara tom ulazu jest
yn(t) = A cos (wt +d) /6.1.48/

gdje su A i ¢ konstante koje treba odrediti.

Uzmimc da je poticaj na mreZu opisan diferencijalnom
jednadZbom /6.1.36/ upravo ovaj /6.1.47/, i uvrstimo u nju
pokusnc rjesenje /6.1.48/
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A [-mzcostwt +¢) = Swsin(wt +¢) + 2 cos (wt+¢i}=

= 5 coswt - 2w sin wt /6.1.49/

Da bi pojednostavnili postupak treba sinusoidalne &lano-
ve razviti prema adicionom teoremu, a zatim izjednaditi odgova-
rajuée koeficijente uz cos wt, odnosno uz sin wt. Rezultat
ovih operacija su slijedede dvije jednadZbe:

A{—wzcos ¢ - 3w sind + 2cos ¢) =5
i /6.1.50/
A[mzsin $= 3w cos o= sin ¢) = -2

Dvije su nepoznanice u ove dvije jednadZhe A i ¢.
Uz primjenu poznatih trigonometrijskih relacija, dobivamo re-
zultat

~0 (20°¥11)
tg ¢ = 50— /6.1.51/
w™ + 10
i
K = 2 /6.1.52/

" (2-w) cos ¢- 3wsin ¢

Pretpostavljeno je da nazivnik u ovoj jednadZbi niije
jednak nuli, &to ujedno znad¢i da jw nije korjen karakteristié-
ne jednadZbe.Ovaj se postupak rafunanja A i ¢ znatno pojedno-
stavnjuje s pomoéu simboli&kog pisanja sinusoidalnih veliéina,
kojeg smatramo dobro poznatim.

Razmotrimo sada prisilni odziv na primjeru kruga prema
sl.6.1.5.

Pretpostavimo da se izvor konstantne struje prikljuluje
u t=0 na paraleln: spoj(linearnih i vremenski nepromjenljivih)
otpora 1 kapaciteta. Prema KZN vidimo da je napon u preko
sva tri elementa jednak. Smatrajimo: nadalje da nam je napon
u odziv kojega traZimo, a ig(t}= S (t)I poticaj. Ako napiSemo
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g,m.sm:C) uclo)* mmec R v

51.6.1.5

jednadﬁbu'KZS uz u kao varijablu imamo za svaki t>0

du

EE+

u =i (k) = s(e)r /6.1.53/

1
€ R

Opce rjeSenje ove linearne nehomogene diferencijalne jed-
nadZbe jednako je sumi rjeSenja homogene-komplementarne funk-

cije,i rjeSenja nehomogene-partikularnog integrala,

/6.1.54/

o : : /6.1.55/

s+ % =0 /6:1.56/

U U /6.1.57/

Prema /6.1.38/ partikularni je integral nehomogene jed-

nadzZbe

1
= I
c /6.1.58/
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Supstitucijom /6.1.55/ i /€.1.58/ u /6.1.54/ dchivamo
opfe rjeSenje jednadZbe /6.1.53/ za t >0

1
- &t .

u(t) = Kle + R1 /6.1.59/
gdije ije Ky konstanta, koju trebamo izra&unati iz poéetnih
uvijeta.

Budu¢i da Zelimo odrediti prisilni odziv, moramo se
prisjetiti definicije date u pofetku ove glave. Prema toj
definiciji za prisilni odziv, nodetno stanje kruga upravo pri-
je primjene poticaja mera biti jednako nuli. To zna¢i, da su
i poticaj i prisilni odziv identiki jednaki nuli za svaki t,
koji je manji od trenutka nastupa poticaja.

U naSem je primjeru poticaj zadan kac produkt jedini¢nog
skoka S(t) i konstante I. To zna&i, da je za svaki t <0 struj-
ni izvor ekvivalentan prekinutoj grani, dok za svaki t> 0
napaja paralelini RC krug s konstantnom strujom T. Nadalije, za
odredjivanje prisilnog odziva , mora napon na kapacitetu biti
jednak nuli u t=0-, ba¥ prije primjene poticaja. Buduéi znamo,
da napon na karacitetu ne mo¥e bez beskona&ne struje momental-
no sko€iti, onda noma promjene tog pofetnog uvijeta od t=0- do
t=0+, pa je dovoljnc rafunati samo s t=0. Postavliaiuci da*le
(0) = u(0) = 6 v iednad?hi /6.1.59/ za t=0, imamo

u(o) = Kl + RI = 0

Y

a iz toga je

Kl = ~-RI /6.1.60/

Prisilni odziv kruga prema sl.6.1.5 dje prema tome jed-

nak slijedecfem izrazu
up(t) = RI (1 - e ) /6.1.61/
Krug prema sl.6.1.€ imac bi potpuni odziv za svaki t >0

identidan izrazu na desnoj strani jednadzbe /6.1.61/, ako se

u t=0 otvara sklooka k.
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Prije otvaranja sklepke k, struja I kruZi kroz kratke
spojeni izvor. Buduc¢i da je sve dc t=0, sklopka k bila zatvo-
rena, moZemo s pravom smatrati da je kapacitet u tom trenutku

prazan, odnosno da je ulo)=0.

Pogledajmc &to €e se dogoditi nakon otvaranja sklopke.
U t=0+, tj. odmah nakon otvaranja sklopke, napon na kapacitetu
ostap jednak nuli, jer ne moZe trenutno promijeniti vrijednost,
ako mu struja nije beskona&na. (To je obja3njenc u glavi 2).
Buduéi da je napon u(0+) jo3 uvijek nula, ne moZe biti niti
struje kroz otpor. Prema tome, gva struja iz jzvora u t=0
ulazi u kapacitet, pa je brzina porasta napona u skladu s jed-

nadZbom /6.1.53/ jednaka

du

dt

/6.1.62/

Ol

£=0+

Ova struja nabija kapacitet, Sto znaci da tokom vremena
raste u, pa takodjer raste i struja u/R kroz otpor. Kako izvor
daje konstantnu struju, mora sve manji dio te struje nabijati
kapacitet, iz fega slijedi sve sporiji porast napona na kapa-
citetu. Nakon &to prodje dovolino mnogo vremena od otvaranja
sklopke, kapacitet je potpunc nabijen, a napon na njemu posta-
je i ostaje praktidki konstantan, odnosno du/dt = 0. Dalje
moZemo smatrati da sva struja iz izvora tefe kroz otpor, a ka-

pacitet se pona%a kao prekinuta grana. JednadZ?ba /(,1.53/ daje
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tada odziv u = RI. Mi kaZemo, da je krug dosegao stacionarmo
stanje (sl.6.1.7).

lufl‘)

RI

! --—-'-"-d‘

-

NAGIB :

A=

51617

Graf na slici 6.1.7 ujedno prikazuje i prisilni odziv
prema jednadZbi /6.1.61/.

6.1.3. Potpuni odziv, prelazno i stacionarno stanje

Treba zapaziti, da smo u proZlom odjeljku, za izradu-
navanje prisilnog ozdiva upotrebili i komplementarni i parti-
kularni integral. Stavise, upotrebili smo i tvrdnju o opéem rje-
$enju kao sumi komplementarnog i partikularnog. Jedino ograni-
Eenje kojeg smo se kod toga morali drZati, bilo je u postavlja-
nju vrijednosti svih po&etnih napona na kapacitetima, i svih
podetnih struja u induktivitetima na nulu.

Za odredjivanje potpunog odziva, treba se posluZiti
postavkama navedenim u uvodu ovog poglavlija, odnosno dijagra-

mima toka na slikama 6.1.1 i 6.1.2,

Prema tome, da bi naSli potpuni odziv treba komplemen-
tarno rjedenje yh(t) zbrojiti s partikularnim yn(t], a konstan-
te u yh(t) odrediti tako, da yh(t)+yn(t) zadovolji postavljene
podetne uvijete:y (0+), y'(0+), ..., itd.
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Ovi se podetni uvjetil pronalaze iz poznatih po&etnih
napona na kapacitetima, struja kroz induktivitete i vrijedno-
sti poticaja u tom poetnom trenutku.

Vratimo se ponovno na primjer prema sl.6.1.5 1 potra-
¥imo ovaj put, ne viSe prisilni nego potpuni odziv ako je
sada pofetni napon na kapacitetu u_(o-) = uc(o+) = u(o) = U.
Buduéi smo veé na%li zbroj komplementarrog i partikularnog
rjedenja /6.1.59/, treba samo odrediti Kl tako, da odgovara
specificiranom po&etnom uvjetu. Postavljajuéi t=0 u /6.1.59/

imamo

u(o) = K, +RI = U /6.1.63/

a iz toga

Kl = U - RI /6.1.64/

UvrStavajuc¢i dobivenu vrijednost za K, natrag u jednadZ-
bu /6.1.59/ dobivamo potpuni odziv
) 1

e - L ¢
HE) =itk B aiRE € = .8

) /6.1.65/

Treba se prisjetiti, da smo prisilni odziv /6.1.61/ do-
bili na isti nadin, tj. traZeéi potpuni odziv uz pofetne uvje-
te (specifi&no za prisilni odziv) jednake nuli.

Potpuni odziv moZe se, medjutim, odrediti i na drugi
nadin. U uvodu smo ovog poglavlja spomenuli, navodeéi svoj-
stva linearnih mreZa, da je potpuni odziv zbroj slobodnog i

prisilnog odziva
y(t) =y (t) +y (t) /6.1.66/

Oovdje je yS(t) slobodni odziv, a yp{t) prisilni odziv.
U odjeljku 6.1.1 prodiskutirali smo metodu izra&unavanja ys{t)
preko komplementarnog rjeSenja yh(t) diferencijane jednadZbe,
koje ?gf??iéimo specificiranim poetnim uvjetima y (o), yf(o),
(o),

ey koji su u mreZi u trenutku neposredno prije
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primjene poticaja. Vidjeli smo nadalje, da katkada moramoc
provesti pomo¢nu analizu mreZe, da bi te podetne uvjete od-
redili iz zadanih podetnih napona na kapacitetima i podet-
nih struja kroz induktivitete. U odjeljku 6.1.2 prodiskutira-
1li smo metodu izra&unavanja yp(t} preko opfeg rjeZenja
yh(t)+yn[t) diferencijalne jednadZbe, koje ograni&imo podet-
nim stanjem nula, u trenutku neposredno prije primjene poti-
caja.

Sada ¢emo na istom primjeru (sl.6.1.5) odrediti potpuni

odziv, ali prema izrazu /6.1.66/. To znadéi da mora hiti
u(t) = us(t) + up(t) /6.1.67/

Primijenimo 1li na komplementarno rjefenje /6.1.55/ u
t=0 poletni uvjet uc(o} = u({c) = U, odmah dobivamo slobedni

odziv za svaki t2>0

u (t) =ue °C /6.1.68/

Prisilni smo odziv za ovaj primjer izradunali u pro3lom

odjeljku, i dobili smo izraz /6.1.61/

To znati da je potpuni odziv za svaki t£2>0

—Lt —_l._.t
Wie) =Ue "° 4RI {1~-@a B¢ /6.1.69/
Potpuni Slobodni Prisilni odziv
odziv odziv

Ovi odzivi prikazani su grafi¢ki na s1.6.1.8.

Vidimo, da smo isti rezultat za potpuni odziv dobili
rjesavanjem nehomogene diferencijalne jednadZbe sa zadanim
podetnim uvjetima /6.1.65/, kao i zbrajanjem slobodnog i pri-
silnog odziva /6.1.69/. Svejedno je dakle, sa stanoviita ra-

¢unanja, koju femo od ovih metoda opfenito nrimjenjivati.
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S fizikalne tofke gledi¥ta, medjutim, neobi&no je vaino
stalno imati na umu, da je potpuni odziv suma slobodnog odzi-
va (nastalog isklju&ivo zbkog poletnih uvjeta) i prisilnog
odziva (nastalog iskljudivo zbog poticaja). Ovo je ra3&lanji-
vanje jedna od fundamentalnih ¢injenica u teoriji linearnih

mreZa i teoriji linearnih sistema.

U prethodnom smo primjeru mogli takodjer drugalije
rad&laniti potpuni odziv. Prestrojimo zato &lanove izraza
/6.1.69/ za potpuni odziv uslijed po&etnog stanja U, i potica-

ja konstantne struje I kruga prema sl.6.1.5, na slijedec¢i na-

¢in
1
u(t) = (U-RI)e + RI za t>0 /€6.1.70/
Potpu- Prelazno stanje Sta-
ni od- cionar-
ziv no stanje

Lako se moZemo uvijeriti da je izraz /6.1.70/ ekvivalen-
tan izrazu /6.1.69/. Prvi je &lan na desnoj strani opadajuca
eksponencijala, a na sl.6.1.8 istaknuta je Srafurom povr8ine
koja se nalazi izmedju valnog oblika u(+<) i konstante RI.

Za vrlo veliki t, ovaj prvi €lan postaje zanemariv i
preostaje jedino drugi konstantni ¢lan. Iz tog razloga i nazi-

vamo prvi &lan prelaznim stanjem, a drugi &lan stacionarnim stanjem.

U ovom primjeru je vidljivo, da prelaznom stanju dopri-

nosi kako slobodni, tako i prisilni odziv, dok je stacionarno



- 200 -

NE NE
D4 DA
POSIAVI POEETNO POSTAVI y, NA NE TRAZFS NIKA-
foa STANJE NA NULY KVO RJIESENJE
NULU
|
IZRACUNAJ PARTI-
KULARNMI INTEGRAL
Jn
IZRACUNAJ " IZRAf‘UMJh 5
r Q514" g r(a),y.),. " o)
(A) (8)

'

|

ODREDI KOMPLEMEN -

TARNI INTEGRAL
I

ODREDI KOMPLEMEN-—

TARN! INTEGRAL
Yh

f

/

IZRACUNAJ WONSTAN—
TE U y,TAKO DA ZA-
DOVOLJAVAIU
UVJETIMA U (A)

IZRACUNAJ KONSTAN -
TE U y,[AKO DA ZA-
DOVOL JAVA JU
UVJIETIMA U (B)

51.6.1.9

§ POTPUNT
7 =5 o0DZIV y

s5rop-




- 201 =

stanje dio samog prisilnog odziva. Fizikalnoc gledajuci, pre-
lazno je stanje posljedica dva uzrofnika - pofetnog stanja u
mreZi i nagle primjene poticaja. Kako vrijeme sve viSe proti-
e, tako i prelazno stanje (u pravilu) sve viSe odumire. Sta-
cionarno stanje je iskljufivo rezultat ulaza pa mu je valni

oblik u tijesnoj vezi s ulaznim valnim oblikom.

Npr. ako je poticaj konstanta, stacionarno stanje je ta-
kodjer konstanta; ako je poticaj sinusoida kutne frekvencije
w,stacionarnc stanje je takodjer sinusoida iste frekvencije,
itd.

U ovom smo poglavlju utvrdili, prodiskutirali i primje-
rima pokazali klasiéni pristup rjefavanja diferencijalnih
jednadZbi linearnih mreZa. Na dijagramu toka (sl.6.1.9) skra-
¢eno su i preglednije ilustrirani pojedini koraci i odluke u

okviru ove metode rjesavanja.

6.2. ODZIV NA JEDINIENI IMPULS

I u ovom ¢emc poglavliu jo3 uvijek na klasidan nacin
rijeSavati diferencijalne jednadZbe, kao &to smo u nekoliko
varijanti upravo izloZili. Razlika ¢e, medjutim, biti u sastavu
jednadZbi, koje ¢e sad imati na desnoj strani pobudnu funk-
ciju u formi diskontinuiranih valnih oblika. Preciznije re-
¢eno, analizirat femo mreZu sa samo jednim poticajem, kod
koje nas zanima samo jedan odziv. Nastojat ¢emo ustanoviti
metodu za dobivanje tog odziva pod pretpostavkom, da je po-
ticaj jedini&ni skok, jediniéni impuls, derivacije jedinié&-
nog impulsa ili neke linearne kombinacije tih valnih oblika.
Kod toga femo upoznati neke nove pojmove 1 prodiskutirati

novouofena svojstva promatranih mreZa.

Kao fizikalne veli&ine, odzivi na takove poticaje, vrlo
su znac¢ajni za definiranje ponaZanja linearnih sistema. Upra-
vo se zato precizni matematidki opis mreZe, katkada i izraZava

s pomodu odziva na jedini&ni impuls.
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Prethodno moramo ukazati na neke nove aspekte linearno-

sti i vremenske invarijabilnosti.

6.2.1. Odnos skokovnog i impulsnog odziva

Pretpostavime da je y(t) prisilni odziv linearne vremen-
ski nepromjenljive mreZe na poticaj x(t), koji nastupa u t=0.
Ako se prisjetimo karakterizacije vremenske nepromjenljivosti
iz prve glave, to znadi, da je odziv na x(t-4), jednak
y(t-A) za svaki A > 0. Drugim rije¢ima, ako je poticaj zakas-

nio za A, onda je i odziv zakasnic isto za A.

Iz definicije pojma linearnosti(uviet aditivnosti sli-

jedi nadalje, da kombinacija od dva poticaja

X, = x(t) - x(t-2) /6.2.1/

daje odziv
Y5 = yitd = y (t=8) /6.2.2/

Princip homogenosti kod linearnih mreZa uvjetuje, da
mnoZenje ulaza s konstantom npr. 1/4, rezultra s 1/ pomno-
Zenim izlazom.

Ako je dakle poticaj

x, = Flx(t) - x(t-ﬁﬂ /6.2.3/

L

onda je odziv

y, = 3|y - y{t-A)] /6.2.4/
Grani&nim prelazom, kod kojega po volji smanjujemo A4,
poticaj se x, prema izrazu /6.2.3/ pribliZava vremensko] de-
rivaciji od x(t). Na isti se nafin odziv y,, prema /6.2.4/
pribli¥ava tada derivaciji od y(t). Uz uvjet postojanja tih

derivacija , dolazimo do vrlo korisnog zakljulka.
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Ako je y(t) prisilni odziv linearne vremenski nepromienljive mre=
Ze na potieaj x(t), onda de prisilni odziv iste mreZe na potteaj dx/dt
biti dy/dt.

Ovaj zakljudak vrijedi i tada, kada x i y ne sadrZava-
ju samo obiéne derivacije. Ako npr. x(t) ima skokoviti dis-
kontinuitet u t=t,, onda ¢e dx(tydt sadrZavati impuls u tom
t=t1. Prema tome, mora se kod primjene tog principa dobro
otvoriti o&i na funkeciju x(t), i ustanoviti ima 1li cna singu-

laritet u t=o, da bi se ispravno odredio dx(t)dt.

Ilustrirat femo to jednim primjerom (sl.6.2.1.a). Neka
je na ulaz linearne vremenski invarijabilne mreZe primije-
njen poticaj iz naponskog izvora u obliku uul(t)=s(t). Po-
znato je veé, da Ce uz prethodno nenabijeni kapacitet C,
odziv kao napon na na otporu R imati oblik uiz(t)=e_ts{t)
(s1.6.2.1.%). Tuduéi da nas interesira ponaanje mreZe samo
sa stanovista valnih oblika, sve su veli&ine uzete bez dimen-
zdjas

7elimo 1i odrediti odziv na duul/dt=6(t}, treba prema
gornjem principu derivirati uiz(t). Taj je odziv sloZena

funkcija pa ju deriviramo kao produkt

du,
iz

iz = sme’t - e (e /6.2.5/

Buduéi-da je 6(t) jednak nuli u svakom trenutku osim
u t=0, to moZ¥emo i u faktoru koji ga mnoZi staviti t=0.

Tako imamo

“ KE) = & Tsie) J6:2.b)

&to je odziv ove mrefe na jedini¢ni impuls §(t) , a grafié-

ki je prikazan na sl.6.2.l.c).

Da je oblik odziva upravo takav, moZe se zakljuliti i
fizikalnim razmi%ljanjem promatrajuéi shemu zadanog kruga.
U t=0 kapacitet nije pod naponom i pona%a se kao kratkospoj-
na grana (uc=0). Prema tome, primena jedini&nog impulsa na
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a)

l“’u.'l'” . uizlt)

b)

(1) u;zlt)

S1.6.2.1

ulazu, uzrokuje da se takav isti jedini¥ni impuls pojavi smje-
sta na izlazu, kao napon na otporu R. Strujni impuls trenutno
nabije kapacitet, koji se tada od trenutka t=0+ izbija po eks-
ponencijali, dakle strujom naboja koja je protivnog smijera.
Zato i odziv uiz(t) mora za svaki t>0 biti protivnog polarite-
ta od odabranog referentnog.

Sli¢nim razmatranjem moZemo doéi i do inverzije gornjeg
principa. Ako je, naime, prisilni odziv y(t) neke linearne vre-



= 2058 <

menski nepromjenljive mreZe uzrokovan poticajem x(t) koji zapo-

€inje u t=0 , onda fe ista ta mreZa reagirati na poticaj

t
xl(t) = f x{t'ydt’ /6.2.7/
(o]
S sdzivom
t
yl(t} = [ y(t")dat’ /6.2.8/
O .

Uzmimo npr. isti krug iz sl.6.2.1l.a) kojem je poticaj
bio jedini&ni skok, a odziv eksponencijala kao 3to pokazuje sl.
6.2.1.b). Ako umjesto S(t) imamo sad jedini&ni uspon kao poti-
caj,

t
u,p (k) = r(t) =/ s(t’)dt” za t20 /6.2.9/
o
onda €e prisilni odziv uslijed jedini&nog uspona prema /6.2.8/
biti
s - -
Uiz(t) = [ e dt’' = 1 - e za t > 0 /6.2.10/
° .

Buduéi da smo veé dobro utvrdili pojam prisilnog odziva,
definirat demo sada s pomocfu njega dva specifiéna tipa odziva,
s kojima analiza linearnih vremensko nepromjenljivih mreZa mno-

go operira.

Skokovnim odzivom s(t) mreZe nazivat demo njezin prisilni odziv

na potiecaj oblika jedinidnog skoka S(t).

Impulsnim odzivom h(t) mrefe nazivat demo njezin prisilnt odziv

na poticaj oblika jedinidnog impulsa 8 (t).

5 obzirorm na invedene tvrdnje u ovom odjeljku, sad mo-
Zemo uspostaviti vrlo vaZan odnos izmedju skokovnog i impuls-

nog odziva u linearnim vremenski nepromjenljivim mreZama.

Impulseni je odziv linearme vremenski nepromjenljive mreie vremen-

ska derivaeije njezinog skokovnog odziva.

Simbolidki pisanc to izgleda ovako:
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hie) = 38it) J&: 3107

ili ekvivalentno

£
s(t) = [ h(t’)dt’ /6.2.12/

-0

6.2.2. Impulsni odziv iz diferencijalnih jednadZbi.

Pretpostavimo da smo analizirajuéi linearnu vremenski
nepromjenljivu mreZu dobili diferencijalnu jednadZbu opéeg ob-
lika kako slijedi:

n n-1 m
av 4 d g + =p 4%,
a a__ — P ay
n dtn n-1 c.“__n 1 m dtm
a1y
+ b ] ...+ b x /6.2.13/

gdje je y vremenska funkcija odziva, koji moZe biti neki napon
ili struja, a x vremenska funkcija poticaja koji isto moZe biti
napon ili struja.

Pitanje koje nam se sada postavlja jest: kako dobiti im-
pulsni odziv h(t)? Tra¥i se dakle prisilni odziv, ako je u ovoj
diferencijalnoj jednadZbi x(t) jednak jedini&nom impulsu &(t).
Da bi to postigli, razmatrat ¢femo u prvom koraku prisilni odziv,
ako je na desnoj strani ove diferencijalne jednadZbe pobudna
funkcija samo jedan jedini®ni skok. Drugim rije¥ima potraZit
femo najprije skokovni odziv ovako modificirane jednadZbe
J6::.2:13/5

a, S¥+a S Y+ tay=x=s®) /6.2.14/
dt =t oat
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Neka je prisilni odziv, prema ovoj pomocnoj diferenci=-
jalnoj jednad¥bi /6.2.14/, neka vremenska funkcija koju demo
oznatiti s y_(t).

Prisilni odziv koji bi slijedio iz diferencijalne jed-
nad’be s identidnom lijevom stranom, ali s poticajem x na des-
noj strani jednakim jedini¢nom impulsu §(t), bio bi tada

dyott)
Ylft) e /6.2.15/

Taj zakljudak slijedi iz &injenice, da je §(t) deriva-
cija od S(t), i da je jednadZba /6.2.14/ linearna i vremenski
nepromjenljiva, a upoznali smo ga u proslom odjeljku. Analog-
nom primjenom iste konstatacije, onoliko puta koliko zahtije-
va desna strana polazne diferencijalne jednadZbe, dolazimo do
tra¥enog rezultata za impulsni odziv h(t). Prema tome, ako je
u jednadibi /6.2.13/ x jednak jedini&nom impulsu §(t), onda je
prisilni odziv mre¥e koju takva diferencijalna jednadZba opi-
suje jednak

h(t) a” (t) & (t) (t) /6.2.16/
£t} = b e t * b t + see + b t +2.16
m gl [yl ] m-1 dtm—i[yl ] oY1

Ovo je procedura za dobivanje konagnog rezultata, ali
je klju&ni problem ostao, a to je pronac¢i prisilni odziv yo{t)
prema jednad%bi /6.2.14/. Prisjetimo se pri tom, da se prisilni
odziv dobiva stavljanjem svih po&etnih vrijednosti napona na
kapacitetima i svih po&etnih vrijednosti struja u induktiviteti-
ma na nulu, u trenutku t=o- upravo prije primjene poticaja. U
slu¢aju jednadZbe /6.2.14/ poticaj je S (t), a taj valni oblik
ima po definiciji diskontinuitet u t=0. Iz toga slijedi, 3to
se tide po&etnih uvjeta, da yo(t) kao i derivacije yé(t),
vy (t),...,itd., mogu i ne biti kontinuirani u t=0! Drugim ri-
je€ima moZe biti

ygn’(ﬂ-} & yén}(o+)

Yo (0=) # y,(0+)



- 208 -

Mi ‘znamo, da su u najvecem broju elektrotehniZkih pro-
blema pofetni uvjeti zadani u t=0-. Medjutim, da bi mogli iz-
radunati nepoznate konstante u prisilnom odzivu mi moramo ima-
ti podetne uvjete u t=0+. Prema tome je nas glavni zadatak
odrediti uvjete u t=0+, iz poznavanja pofetnih uvjeta u t=0-.

Razmotrimo zato diferencijalnu jednadZbu s poticajem
u obliku jedini&énog skoka S(t) prema /6.2.14/. Da bi osigura-
li jednakost desne strane s lijevom, jedan od &lanova y(n}
y(n-l),...,y', y,mora imati diskontinuitet u t=0. Pitanje je:
koji je taj &€lan koji nije kontinuiran? Iz malo razmi$ljanja

proizlazi, da to mora biti &lan s najviSom derivacijom y{n)

jer ako bi y(nnl) bio diskontinuiran, onda bi y‘n) morao sa-
drZavati jedini&ni impuls K&(t). Taj ne bi imao svoje "pokri=-

¢e" na desnoj strani, pa zato moZemo zakljuditi slijedede.

Ako je potiecajna funkeija samo S(t), svi su derivacijski &lanovi
osim najvideg dy’'/dt", kontinuirani u t=0.

Buduéi da mi traZimo prisilni odziv prema diferencijal-
noj jednadZbi /6.2.14/, mreZa mora imati po definiciji poetno
stanje nula. Ako to poveZemo s upravo izvedenim gornjim zakljud-

kom moZemo pisati da je

o(04) = y_(0-) =0
y5(04) =yl (07) =0

y2(0+) = yZ (0=) =0 POxZe 1B/
y 1) (04 = yé“'” (0-) =0

U izrazima /6.2.18/ izostavljen je podetni uvjet y[n}(0+)
zato, jer proizlazi od najviSe derivacije Yor @ ta je kao sto
smo vidjeli diskontinuirana u t=0. Prema tome nije y(n](0+) jed-
nak y(n)(ﬂ—) = 0. Iako se vrijednost y(n}(0+) moZe izradunatli,
za ovu svrhu to nije potrebno, jer nam je dovoljno znati n po-
¢etnih uvjeta koliko ima i nepoznatih konstanti. Upravo toliki
broj definiraju izrazi /6.2.18/.
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Da bi kona&no dobili yott} za svaki t20 treba zamije-
niti u jednadZbi /6.2.14/ S(t) s 1, pa imamo

towat Ay = 1 /6.2.19/

Potpuno rjeSenje ¥, ove jednadZbe /6.2.19/ uz poletne
uvijete /6.2.18/ moZe se pronad¢i na bilo kojl od nacdina opi-
sanih u prethodnom poglavlju. Daljnji postupak slijedi uvr-
Stavanjem u /6.2.15/, a potom u /6.2.16/, kako je veé opisa-
no.

Za primjer odredjivanja impulsnog odziva uzet cemo krug
prema sl.6.2.2 kod kojega su R, L i C konstantni parametri,
napon izvora u,y je poticaj ,a pretpostavimo da nas zanima kao
odziv napon u, na serijskom spoju otpora i induktiviteta.

wlt) (D uylt)

o1

51.6.2.2

Primijenimo 1i KZN duZ jedine zatvorene konture imamo

i t
L dl{;t}. + R 1i(t) + uc(o) + é é i(ef)de’ = ul (t) F6.0,. 207

Derivirajuéi ovu jednadZbu po vremenu dobivamo

2 : du
d di 1. 1
L= +Rar+ g L =g /6.2.21/



=i 2L »

Napon uztt) na izlazu je prema KIN

di(t)

aE + Ri(t) /6.2.22/

uz(t) =L

Buduéi da ¥elimo eliminirati i(t) iz ovih jednadZbi, tako
da bi dobili ovisnost po varijabli uz(t), derivirat ¢femo naij-

prije jednadZbu /6.2.21/ i zatim ju pomnoZiti s L/R

2 2. 24 : 2
%r Qﬂ% +1 8 ; + é% %% = % é—%l 162,23/
: dt dt dt

Zbrajanjem jednadZbi /6.2.21/ i /6.2.23/ dolazimo do sli-
jedede jednadibe

L d di . d ai | . 1. g di T
FE?(L~—t+R1)+-d?(Ld—t,R1)+RC (Ldt+Rl)—
T d2u1 dul
= = + —_— /6.2.24/

R g2 at

di

PP S T =I_§ Ty /6.2.25/

Ovo je polazna diferencijalna jednadZba za rafunanje im-
pulsnog odziva koja po svom obliku odgovara onoj opéenito]j
/6.2.13/. Bududi da nas (za ovu svrhu) interesiraju samo val-
ni oblici, a ne i elektricke veliline, ovu édemo jednadibu nu-
meri¥ki pojednostavniti uzimajuéi da je L/R=1 i 1/(RC) = 1.
Prema /6.2.14/ prvi korak u rjefavanju diferencijalne jednadZbe
/6.2.25/, jest iznalaZenje njezinog prisilnog odziva, ako ije
na desnoj strani samo jedinini skok S(t)

d2u du

ot

5 It u, = s(t) /6.2.26/

dt
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Prisilni odziv implicitno namece poletne uvjete u2(0-) =0
i ui(O*} = 0. Karakteristi®na jednad¥ba koja odgovara homogeno]
diferencijalnoj jednadZbi prema /6.2.26/ je 52+s+1=0, i ima
korjene s,;=-1/2+ j 32 1 el ] V3/2. Opée rijefenje jed-
nadsbe /6.2.26/, kao suma partikularnog integrala i komple-

mentarnog rjesenja, izgleda za t20 ovako

& % + 4 %; )t (- % -3 )t
u., =1 + c,e + c,e /6.2.27/

My

Prema /6.2.18/ pofetni uvjeti neposredno nakon primjene

pobudne funkcije S(t) su isto jednaki nuli

u2(o+] uzto-) =0

/6.2.28/

I
o

ué(o+) = u§{0~}

Uskladjujuéi rjefenje /6.2.27/ s poCetnim uvjetima /6.2.28/

imamo
o+) =1 + + =0
Ry lovl 1. %2 /6.2.29/
’ T | . V3 2 Ty .
u2(0+) = 7+ 35 )cl + 5 3= ) 02—0

Iz ove dvije algebarske jednadZbe dobivamo dvije nepoznate
konstante ¢, i¢

R S S . I T
c, = 5 + ] ; c, = 5 2l 6., 2, 30

1 2/3 2v3

Nakon uvrsStavanja ovih konstanata u /6.2.27/, te uz neke
dodatne matematidke operacije dobivamo rjeSenje jednadZbe

/6.2.26/ u nedto jednostavnijem obliku

- 5t
u2{t] = [ 1+ -%3 e 2 cos (%? £t + %; ) } S(t) /6.2.31/

Ovaj odziv uz(t) odgovara onom yo(t] iz opfenite jednadZbe
/6.2.19/. Primijenimo 1li dalje izraz /6.2.15/ dobit ¢emo pri-
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silni odziv, ako bi u jednad?bi /6.2.26/ na desnoj strani bio sa-
mo jedan jedini&ni impuls €&(t).

Ovim korakom slijedi izraz

du,(t) - it - 1t
yltt) =——a-§——-=|:—7}-§e - cos(—'?t+%ﬂ— )= e 2 sin(—'g—:’-_t+-%1lﬂ8(t}=
g
= (Fre % sin 2t s(o) /6.2.32/

Impulsni odziv za originalnu mreZu dobivamo primjenom jednadZbe

/6.2.16/, koja u nadem primjeru glasi

2
d Yy dyl
h(t) = s, /6.2.33/
dt

PotraZimo zato &lanove ovog izraza

dy -—l-t. - 1t
-a%*—‘(-v%ezsin%—it +e§cos—2—-f§t)5(t}+
-1
¥ (72-59 4 sin gt} §(t) /6.2.34/

Drugi adend ove jednadibe na desnoj strani ima oblik
£(t)é(t). Buduéi da je §(t) nula za svaki t# 0, mi mo¥emo sta-
viti t=0 u faktor f(t) pa dobivamo £(0)6(t). Medjutim
£(0) = 0, 8to znadi da je i taj adend jednak nuli. Tako ostaje

dy "}'t /3 - lt
) I | 2. i B 2 /3
. ( 73 € sin =t + e cos —_-2—-t) S(t) L0235
2 = 2 .
dyl 2t 5 t

t
cos gt -—'g—je sin -—’?t)s(t) -

b

—_— = 1 = sin ﬁz t - 2 e cos izt -
2 273 2 2 2
'2' e
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r =

1
= t - £
+ (—7l§-e 2 sin —?t + e cos /T-Et) 6({t) /6.2.36/

-Drugi adend ovog izraza na cdesnoj strani, moZemo prema
upravo provedenoj diskusiji cdovesti na oblik £(0)é&(t). Ovdije

je mediutim, £(0) = 1, pa cstaije
2 1 1
da‘y -5t -5t
£ = (- % cos —?t— Jse ° sin -2@1:) S(t) + 6(t) /6.2.37/
at

Zhrajajuci /6.2.37/ i /6.2.35/ prema izrazu /6.2.33/ dobivamo
impulsni odziv kruga prema zacanom primjeru

2 t V3
hit) = &(t) - { j? e sin 7—t ) S(t) /6.2.38/

N

Iz ovog rezultata slijedi, da de napon u2{t) imati u svom
odzivu kao komponentu jediniéni impuls é(t) u t=0, ako je naponski
izvor ulli} = §(t).

6.2.3. Odnos impulsnog i slobodnog odziva

Razmotrimo primjer elektri&kog kruga prema sl.6.2.3.a) kod
kojega su induktivitet L i otpor R linearni i vremenski invari-
jabilni, a napajan je strujom iz konstantnog strujnog izvora
Ig premoStenog s granom u kojoj se nalazi otvcrena sklopka K.

Pretpostavimo da se sklopka K zatvara u trenutku t=0, a
zanima nas odziv u formi struje zatvorenog RL kruga. Buduéi da
nas interesira ponafanje samo sa stanovifta valnih oblika, sve
su veli&ine uzete bez dimenzije.

Diferencijalna jednadZba ovog kruga (sl.6.2.3.a)) nakon za-
tvaranja sklopke glasi

di e
L qc T RL= 0 765239/
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Ige 1 G (:) ugm.d'm Ael

a) b)

51.6.2.3

a pocetni uvjet

o) =1 /6.2.40/
g
Odaberemo li radi jednostavnosti (na shemi) naznalene vri-
jednosti parametara, preostaje nam iznala?enje odziva kruga,
opisanog diferencijalnom jednadZbom i poletnim uvjetom kako

slijedi

ilo-) =1 /6.2.41/

i
=
i

(=]
-

Iz prethodnih je razmatranja ve¢ poznato, da je traZeni od-
ziv ujedno i slobodni odziv, pa je pofetni uvjet prje i nakon
zatvaranja sklopke isti, tj. ifo-) = i(o) = i(o+) = 1. Takodjer
je veé dobro poznat put rjeSavanja ove jednadZbe, pa odmah
zaklju&ujemo da je za t>0 slobodni odziv (sl.6.2.4.a)) jednak

i(t) =gt /6.2.42/

Razmotrimo sada serijski krug sastavljen od istih elemena-

ta, samo s poticajem iz naponskog izvora valnog oblika jedinié&-

nog impulsa ug{t) = §(t). Zelimo 1i odrediti impulsni odziv
h(t) = i(t) moramo rijeZiti diferencijalnu jednadZbu
L & iri=s /6.2.43/

dt
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s podetnim uvjetom

i(o-) =0 /6.2.44/

Nakon uvrdtavanja zadanih vrijednosti parametara, postupkom
koji smo veé provodili u ovom poglavlju lako bi se dobio tra-

Yeni impulsni odziv za svaki t (sl.6.2.4.b)).
i(t) = h(t) = s(t)e © /6.2.45/

Ovime se htjelo pokazati da su za vrijednosti t > 0 oba
problema ekvivalentna. Impulsni odziv kruga prema sl.6.2.3.Db)
jednak je slobodnom odzivu zatvorenog kruga prema sl.6.2.3.a),
koji bi imao pe&etni uvjet if(o+) = 1.

Integriramo li c<hj. strane jednadZbe /6.2.43/ s uvr$tenim
konkretnim vrijednostima parametara, u granicama od t=0- do

t=0+ , dobivamo

o+
i(o+) = i(o-) + [ i(e")de" = 1 /6.2.46/
o-

Buduc€i da i mora biti kona¥an (jer bi u protivnom jednadi-

ba /6.2.43/ sadrZavala dublet!) , onda je
o+ ;
Fogeetydet = o
o.—
Kako je i(o-) = 0 preostaje iz jednadZbe /6.2.46/

ifot) =1 /6.2.47/

Konaéno moZfemo zakljuditi, da je sa stanovidta odziva u
podrudju t>0 , efekt jedini&nog impulsa u t=0 ekvivalentan
postavljanju odredjenog pofetnog uvjeta u t=0+.

Analogni zakljudci za ostale primjere elektri&kih krugo-

va ostavljaju se &itaocima za diskusiju.
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51.6.2.4

6.3. KONVOLUCIJA

U proteklim smo poglavliima upoznali razlifite tipove
odziva. prodiskutirali metode njihcveg odredjivanja i nizom
primjera ukazali na neke karakteristi®ne sludajeve.

Pored toga, posebno su bile naglaSene prednosti ra&&la-
njivanja potpunog odziva na slokodni i prisilni. Korisnost
uvodjenja tih pojmova u teoriji mreZa, ofitovat ce se jo3 po-
negdje u predstojecdim razmatraniima. Dc sada smo prisilni od-
ziv neke mreZe odredjivali, rjeZavajudi na standardni na&in
pripadnu diferencijalnu jednadZbu. U narednim odjeljcima upoz-
nat cemo jo$ jednu veoma znaajnu, i nadasve slikovitu metodu

za dobivanje prisilnog odziva.

6.3.1. Konvolucioni integral

Nakon 8to smo saznali kako treba radunati impulsni odziv
linearne vremenski invarijabilne mreZe, u ovom éemo ponlavliju
taj impulsni odziv takve mreZe upotrebiti za izra&unavanje

prisilnog odziva na svaki poticaj proizwoljnog oblika,

Kontinuiranu funkciju x(t) za t>0, koja je jednaka nuli
za svaki t<0, smatrat femo poticajem na ulazu linearne vremen-
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ski nepromjenljive mreZe. Kao *to smo veé navikli,oznadavat &e-
mo sa s(t) skokovni odziv , a s h(t) impulsni odziv. Buduéi da
s(t) i h(t) pripadaju klasi prisilnih odziva, oba su po defini-
ciji identi&ki jednaki nuli za svaki t<0, pod uvjetom da su im
poticaji S(t) odnosro & (t) nastupili u t=0.

Aproksimirajmo funkciju x(t) sa stepeni&astom krivuljom,
koiu opet moZemo smatrati sumom pravokutnih impulsa, kao Sto

se vici na sl.€.3.1.

xft)

51.6.3.1

Ovako aproksimirani x(t) oznaditi cemo s x*(t) i izraziti
analiti&ki spomenutu sumu s pomodu funkcija jedini&nog skoka

[t/ e aistne
x*(t) = T ]x(ka) St ka}as{t kaA=-4A) A /6.3.1/
k=0

Znak [f/q]oznaéava prvi cijeli broj koji je veéi od vrijed-
nosti t/A. Iz principa linearnosti i vremenske invarijabilnosti
slijedi, da je prisilni odziv y*(t) na poticaj x*(t) jednak
slijedecoj sumi

y*(t) = I  x(kA) S(t-kﬁ};s(t-kﬂ-ﬁ) A /6.3.2/

Ako postupno smanjujemo A tako da postaje po volji malen
vremenski interval, onda kA moZe poprimiti bilo koju vrijed-
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nost na vremenskoj osi, pa piSemo

ko = t! /8:3:3/

Provedemo 1i kona®no grani&ni prijelaz po kojemu A-+dt’

dolazi do slijededéih transformacija

S(t-kA)-S(t-kA-4)

= A+ &(t-t’)at’ /6.3.4/
s(t-kA)-s{t=kA=A) - hit-t") P s (R
- P £

Ovime stepenifasta aproksimacija x*(t) prelazi u svoj

original x(t)

t
x*(t) = [ x(£")6(t-t") = x(t) /6.3.6/
o

a aproksimativni odziv y*(t) u stvarni y(t)

t
y*(t) = J x(t’)h{t-t’)dt’ = y(t) 1637/
o

Tako smo dobili, da je prisilni odziv linearne vremen-
ski nepromjenljive mreZe na poticaj kontinuirane funkciije

x(t), koja zapodinje u t=0 jednak

£
y(t) = [ x(t")h(t-t’)at’ /6.3.8/
o

Ovaj izraz /6.3.8/ poznat je kao konvolucioni integral, i
ima vrlo veliku vaZnost u teoriji elektrickih mreZa.

Kod izvoda konvolucionog integrala, ogranifavali smo se
na kontinuiranu funkciju poticaja x(t). Ako, medjutim, x(t)
nije kontinuirana, ali se moZe izraziti kao suma &¢lanova kon-
tinuiranih funkcija, kona&nog broja funkcija jedini&nog skoka,
funkcija jediniénbg impulsa i eventualno funkcija viZeg reda
singulariteta, princip superpozicije omogudava ipak nrimjenu
konvolucionog integrala, ali ¢lan po &lan.
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Pod pretpostavkom da signal poticaja ne pcdinje u t=0
veé u nekom drugom trenutku t=t1, onda u izrazu /6.3.8/ donju
granicu integracije treba promijeniti u t,. Gornju granicu
integracije t moZemo u nadelu zamijeniti s =, jer je
h(t-t’)=0 za svaki t’ > t, pa je i dio konvolucionog integra-
la od t do « Jjednak nuli i s time niSta ne doprinosi ukup-

noj vrijednosti integrala.

Izvriimo 1li zamjenu varijabli u konvolucionom integralu
prema izrazu /6.3.8/, moZe ga se pisati i u druga&ijem obli-
ku.

Ako npr. izvrdimo supstituciju t’=t-f onda je dt'=-df;
tada na granicama kod t’=0 mora biti £=t, odnosno kod t'=t
mora biti &£=0 . Tako dobivamo iz /6.3.8/

t o t
[ x(£")h(t-t")dt'= -f x(t=£)h(E)dE = J x(t-E)h(E)dE /6.3.9/
o t o

Buduéi da je § wvarijabla isto vremenskog karaktera, mo-
Yemo joj promijeniti simbol kako god Zelimo, pa tako i ponov-
no upotrebiti t’!

Dobivamo da je

t t
[ x(t")h(t-t")dt’ = [ x(t-t’)h(t")dat’ /6.3.10/
O [}

Ako su zadovoljeni podetni uvjeti u vezi s x(t) i h(t),
obje ove forme konvolucionog integrala dovode do istog rezul-
tata.

Konvolucioni integral moZe se dakle upotrebiti u analizi
linearnih vremenski nepromjenljivih mreZa, za dobivanje pri-
silnog odziva na poticaj proizvoljnog valnog oblika x(t), iz

poznatog impulsnog odziva h(t).

Iz svojstva vremenske nepromjenljivosti slijedi, da je
prisilni odziv na &é(t-t’) gdje je t parametar , jednak h(t-t').
Svojstvo linearnosti pak jam&i, da s x(t’)dt’ pomnoZeni poti-

caj, daje odziv pomnoZen s istim faktcrom. Zato poticaj
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x(t’)8(t-t’)dt’ kao funkcija od t, uzrokuje prisilani odziv
x(t')h(t=t’)dt’ koji je isto funkcija od t. Medjutim, funkci-
ja x(t) moZe biti ra3¥lanjena u sumu pravokutnih impulsa kao
U jednad?bi /6.3.1/ (ili integral jedini¥nih impulsa kao u
jednadZbi /6.3.6/). Primjenjujuéi princip linearnosti jo3
jednom, dobivamo prisilni odziv zbrajanjem (ili integriranijem)
pojedina&nih doprinosa svakog x(t’)h(t-t’)dt’ za sve vrijed-
nosti.od t’, kao 3to tvrdi jednadZha /6.3.7/. U tome je sukus
konvoluciije.

Razmotrimo jedan primjer radunanja kenvolucionog integra-

la. Neka je impulsni odziv neke linearne vremenski nepromjen=

ljive mreZe h(t) =1 za t20, a h(t) = 0 za t<0.To zna*i da
je u ovom slufaju h(t) = S(t). Potra¥imo prisilni odziv pre-
ko konvolucionog integrala, ako je poticaj x(t) = S(t) - S(t-1),

Drugim rije€ima, x(t) je pravokutni jediniéni impuls visi-

ne 1 i trajanja 1.
Primjenom /6.3.8/ imamo za svaki t > 0O

t

v(t) = x{(t’)h(t-t')dt’ =

!
o
o
= if [S(t'}-S(t'—l)] S(t-t’)dt’ /6.3.11/
o

MoZe se lako ustanoviti da je za t<l podintegralna funkci-
ja jednaka jedinici, pa je rezultat integracije y(t)=t. Ako je
t 2 1 podintegralna funkcija jednaka je jedinici za t’' < 1,
dok je za t’ vece od 1 pa sve do t, jednaka nuli. Zato je
vrijednost integrala u tom podru&ju

1 t
yley = J +dt’ + J 0+dt! = 3 ‘ /6.3.12/
o 1

Za &itavo podrudje integracije moZemo ustvrditi da je pri-
silni odziv na zadani pravokutni impuls jednak

0 za t < 0
y(t) ={t za 0 € t < 1 /6.3.13/
1 za t > 1
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6.3.2., Graficki prikaz konvolucije

U ovom €emo odjeljku provesti grafi&kim putem proceduru
kako ju nalaZe konvolucioni integral prema jednad¥bi /6.3.8/4
Koraci su pri tome slijedec¢i. Najprije treba iz zadanih
funkcija x(t) i h(t), za koje smatramo da su nula za svaki
t < 0, formirati x(t’) i h(t=t’) kao funkcije od t’, a za
specifi&nu vrijednost parametara t. Potom se iz dobivenog
formira krivulja produkta x(t’)h(t=t’), a povr¥ina ispod te
krivulje crtana u ovisnosti od t’(od t’=0 do t’=t) jednaka
je traZenom y(t) za svaku vrijednost od t.

Analiti&ki treba funkciju h(t-t’), "8itati" iz izraza
za h(t) tako, da je svaki t zamijenjen s t-t’.

Poteskoéa koja moZe katkada zbunjivati , jeste u gra-
fi€koj interpretaciji funkcije h(t-t’) crtane u ovisnosti od
trs

Tako je &italac veé djelomi&no upoznat s tim problemom
u poglavlju o karakteristi&nim valnim oblicima, ponovit ce-
mo malo detaljnije €itav postupak ove jednostavne zamjene
varijabli. Sve potrebne faze ove pretvorbe ilustrirane su
na jednom primjeru valnog oblika impulsnog odziva h(t) prema

s1:6:3.2. .
“ h(t) lgtr'J-hr-U

a) ¢l

hit) “ gI-05)=h (@51}

&) o)
5/.6.3.2
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Najprije se treba prisjetiti da je dijagram h(t’) u
ovisnosti od t', to&no isti kao dijagram h(t) u ovisnosti
od t. Tako je h(t) prikazan na sl.6.3.2.a) , a h(t’) na
Ske BB

Dalje trebamo odrediti funkciju g(t”’) iz h(t'), zamje-
nom t’ sa -t’', tako da bude g(t’) = h(-t’). Dijagram funkci-
je g(t’) u ovisnosti od t’, prema tome je zrcalno simetriéna
slika funkcije h(t’) u ovisnosti od t’ oko vertikalne osi
koordinatnog sistema. To je prikazano na sl.6.3.2.c).Potra-
Zimo kona&no funkciju g(t~t), gdje je t neka pozitivna kon-
stanta. Veé¢ smo prije saznali da dijagram g(t’-t) u ovis-
nosti od t’, mora biti po vremenskoj osi pomaknuta verzija
krivulje g(t’) u ovisnosti od t'. Buduéi da je t ba3 pozitiv-
na konstanta, to zna&i da je g(t’-t) u usporedjenju s g(t'’)
pomaknut za t u desno. To ilustrira sl.6.3.2.d) kod koje ije
izabrani t = 0,5. Iz u poletku utvrdjenog odnosa za
g(t’) = h(-t') slijedi, da je g(t'-t) = h[-(t'—t]] = h(t-t’)
To znali, da uz zadani h(t) u ovisnosti od t, dobivamo
dijagram h(t-t’) u ovisnosti od t’ za pozitivne vrijednosti
t tako , da aksijalno simetriéno preslikamo h(t) oko vertikal-
ne osi, damo apscisi novi natpis t’, i pomaknemo graf u des-

no za iznos t (odnosno u lijevo, ako je t<0).

Iz zadanih funkcija x(t) i h(t) matematicka operacija
konvolucije postaje na taj nadin "vidljiva". Treba zapaziti
da je x(¥)h(t-t’) u ovisnosti od t’, produkt to&ku po to&ku
od x(t) i h(t-t’) za razli&ite vrijednosti od t’ i za fiksnu
vrijednost od t. Zato, ako su ili x(t’) ili h(t-t') jednaki
nuli za neku vrijednost od t', onda je i njihov produkt jed-

nak nuli za istu vrijednost od t’.

Pretpostavimo da Zelimo grafi¢kom konvolucijom odrediti
prisilni odziv y(t), neke linearne vremenski nepromjenljive
mreZe, ako je zadan poticaj x(t) prema sl.6.3.3.a) i impul-
sni odziv iste mreZe h(t) prema sl. 6.3.2.a). Uo&imo naj-
prije &injenicu da je za negativni t, produkt x(t)h(t-t’)
jednak nuli za svaki t’. Povr3ine dakle, ispod krivulje
nema, kao 35to je bilo i za ofekivati.
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Razmotrimo nadalje %to se dogadja ako je t neka vri-
jednost izmedju 0 i 1. Za taj je slu¥aj prikazan h(t-t’) na
s1.6.3.3.b). Produkt x(t’)h(t-t’) lako se oitava iz prva
dva dijagrama, a krivulja mu je na sl.6.3.3.c). PovrSina is-
pod tako dobivene krivulje izmedju 0 i t je vrijednost konvo-
lucionog integrala za specifinu vrijednost od t, a grafira-
no je oznadena na sl.6.3.3.c). Nagib hipotenuze tog trokuta
ge - é , pa je zato ordinata x(t’)h(t-t') u t’=0 jednaka

=k

2 1.2

Povriina je tog trokuta onda %(t}(%iﬂ =gt . Iz toga
mo¥emo zakljuditi, da s porastom vrijednosti t od 0 do 1,
vrijednost konvolucionog integrala raste s kvadratom od t.
MoZemo napisati

t
y(t) = / x(t)h(t-t")at’ = §t2, sa D L€ 1 /6.3.14/
Q

Za daljnji porast t, kada je t izmedju 1 i 2, prikazan
je h(t-t’) na sl.6.3.3.d), a produkt x(t’)h(t-t’) na sl.
6.3.3.e). Vrijednost konvolucionog integrala je povr3ina
ispod tog trapeza

1

-1 Lo oLk =1¢-
y(t) = §[§t+ (zt 2):\1 =5t , za B ) /6.3.15/

P

Ako dakle raste t izmedju 1 i 2, y(t) raste po pravcu
proporcionalno s t. Za t>2, h(t-t’) je prikazan na sl.
6.3.3.f), a produkt x(t’)h(t-t’) za 2 < t < 3 na sl.6.3.3.9).
Povr3ina je ispod krivulje produkta

= ok & e 1 R .
y(t) = 5 [1 +Hizt -2-)] [1 (t 2)] = 7 (t+1) (3-t),
za 2 £t <3 /6.3.16/
Dijagram vrijednosti ove povrSine, s porastom vrijednosti
t u tom intervalu, opada paraboli¢no i u t=3 dosiZe nulu.

Za t>0 viZe se nigdje ne prekrivaju x(t’) i h(t-t’) pa
im je produkt jednak nuli, a time i povrSina ispod krivulje
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produkta. Cjelokupni tok prisilnog odziva y(t) u ovisnosti
od t za ovaj primjer nacrtan je na sl. 6.3.3.h).

6.4. LAPLACEOVA TRANSFORMACIJA

Kao slijedeéi na®in rijeZavanja jednadZbi mreZa, kojega
treba obuhvatiti u ovom kratkoms pregledu analiti&kih postu-
naka, kit fe izloZena jedna operatorska metoda poznata pcd
imencm Laplaceova transformacija. U ovom demo poglavlju prika-
zati samo ona svojstva Laplaceove transformacije,koja se
izravno koriste u analizi elektri&kih mreZa. Pokazat ¢e se,
da Laplaceova transformacija svodi rjedavanje lineaxrnih diferencijal-
nih jednadibi na jednostavniji put rjefavanja linearnth algebarskih
jednad3bi. To je inade daleko $ire podruéje za koje se pret-
postavlja da su ga studenti veé svladali u okviru teZaja
"Matematika", ili su barem stekli dovoljnu sposobnost da
pristupe opseZnijem razmatranju svih domaZaja ove teme.

Treba naglasiti , da je Laplaceova transformacija vrlo
va¥no i vrlo efikasno orudje za analizu linearnih vremenski

nepromjenljivih mreZa, ali je gotovo beskorisna za sludaj

nelinearnih ili vremenski promjenljivih mreZa. U danasnjoj
fazi razvoja teorije mre¥a, kada se sve viSe objedinjuje
karakterizacija elektriékih mre¥a, to treba naroito imati

u vidu.

6.4.1. Definicija Laplaceove transformacije

U ovom €emo odjeljku dati kratki uvod u jednostranu La-
placeovu transformaciju. Za razliku od dvostrane Laplaceove
transformacije koja pokriva &ditavu vremensku skalu od -«
do +», ova je ogranidena na valne oblike koji su jednaki

nuli za t<0.

Osnovna je ideja Laplaceove transformacije da vremenskoj
funkeciji £ definiranoj u podru&ju [0 , @) pridruzimo funk-
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ciju F kompleksne frekvencije s, slijededom matematickom

konstrukcijom

g[f(t)] =r(s) & 5 £)e e /6.4.1/

o-

Simbol%ita se kao "Laplaceova transformacija od ...",
a integral na desnoj strani gornjeq izraza naziva se
definicionim integralom Laplaceove transformactije. Za razliku od
f kao vremenske funkcije,mi kaZemo F(s) je Laplaceov transfor—

mat od f(t).

Varijabla

5 = g + jw /6.4.2/

naziva se kompleksnom frekvencijom.

MoZemo ukratko reéi da Laplaceov transformat postoji ako
je

o e

slfte)]e %at < w /6.4.3/

=

Kod toga je 95 najmanji o .za kojega je uvijet /6.4.3/ jos
zadovoljen. Taj se o onda naziva: apscisa apsolutne konver-
gencije, a Laplaceova transformacija je prema tome defini-
rana za sve Re(s) = 0 > Og » Donja granica integracije uze-
ta kao 0- omogucdava ukljuéivanje singularnih funkcija u
t=0.

Laplaceova transformacija je reverzibilna operacija, pa

je inverzija kojom se otkriva f(t) iz F(s) definirana izra-

Zom
o,+jw
P d B L 1 st
& [F(s) = f(t) = 5= S F(s)e®tas /6.4.4/
= J cl—jw
=
gdje je 9, vede od Oge Simb01=£f7 ¢ita se kao "inverzna

Laplaceova transformacija od ...", a tako dobiveni f(t)
naziva se inversnim Laplaceovim transformatom od F(s). Za sludaj

jednostrane Laplaceove transformacije, inverzni je transfor-
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mat od F(s) jednoznaan. Slika 6.4.1 pokazuje apscisu ap-

solutne konvergencije u odnosu na inverznu Laplaceovu
transformaciju, u tzv. s-ravnini (o kojoj ¢emo viSe Zuti

kasnije) odredjenoj koordinatnim sistemom (o,jw).

jur ! /pfemaGy 400,
o)
v xz‘w:nsm'- /nonmaa/mrssﬁﬁfﬂﬁg
T Y,

),

U velikoj veéini tehni&kih problema, moguce je i daleko

51.6.4.1

je jednostavnije, posluZiti se tabelom parova Laplaceovih
transformata za odredjivanje f(t), umjesto rafunanja in-
tegrala prema jednadZbi /6.4.4/.

6.4.2. Transformacije karakteristi&nih valnih oblika

Svega se nekolicina valnih oblika &eZce pojavljuju u teo-
riji elektridkih mre¥a. Jedan od njih je i funkcija jedini&-
nog skoka S(t). S pomoéu definicionog integrala, Laplaceov
transformat od S(t) dobiva se na slijedeéi nadin

-~ -st o
gﬂ[sm] = s sty Stat = - & = i aiaky = &

o= o=

za Re(s) > 0 /6.4.5/

t (A = konstanta, a=re-

Laplaceov transformat funkcije ae?
alan ili kompleksan broj) dobivamo isto definicionim integra-

lom
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_gf[meat] = 4% % ie = a 1 o 3RIE;, o

o- o
o(s-a) |7 &
= 2 =Ts=aT lo- = 5=3 22 Rels-a) > 0 /6.4.6/

Laplaceov transformat sinusoide, akc je zadana kao cosf t,
dobiva se s pomodu veé izvedenog na slijedeéi naé&in.

]Et JPt o _
y[COSBt] —f[ ] - %,; I8t sty .

fo

1 . -jpt_-st 1,1 1 s
¥ gl e e ldt = Flmmwm + ——0) = /6.4.7/
2 2's-3¢ s+if 52+£2
Ako je f(t) = £(t),onda je njeqov Laplacecv transformat
_gﬂ[a(t)] = f e(t)e™Stat = s s(t)at = 1 /6.4.8/
O

Nastavljajuéi na isti nad¢in kako sugeriraju ovi izvedeni
primjeri, do8li bi i do transformata ostalih funkcija. Oni
najkorisniji za analizu mre%a tabelarno su navedeni u Tabeli

6.4.1,

6.4.3. Transformacije integrodiferencijalnih jednadZbi

Iskoristit €emo tri svojstva Laplaceove transformacije
za dobivanje transformata integrodiferencijalnih jednadZbi.

Ta su.
1) Svojstvo linearnosti. Za linearnu kombinaciju dviju

vremenskih funkcija £, 1 f2 vrijedi

g[clfltt) + c2f2(t}] =i ls) # euPols)  /6.4.9/

ako su ¢, ¥ ¢, proizvoljne konstante.
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t0=Z Jres)]

Fis)=ZJr(t)

| Wl

5(t) |

s(M(¢) " n=1.2,054)
S(t) 1
t" S (n=1,2,..0)

S

-at (realan ili 1
kompleksan a) s +a

to-at (realan ili 1
kompleksan a) (s+a}2

¢ -at (realan ili

kompleksan a) (s+a)n+
cos Bt —25——2
s+ B
sin Bt '-?'—B—z'
s +8
-at St a
e —cos Bt e
(s+a)” + B
-at _. B8
e sin Bt e ——
(s+a)” + B
-at b-ag) _-at_. as + b
ae ~ cos Bt + e sin Bt R A S
B (s+a)+ 8
*
2K e*tcos (st k) K K

s-a-JB * s=a+j8
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Ovaj se rezultat lako dokazuje supstitucijom linearne
kombinacije fl if,u jednadZbu /6.4.1/. Izraz /6.4.9/ mo-
Ze se poopéiti na linearnu kombinaciju bilo kojeg broja

vremenskih funkcija.

2) Transformacija derivacije. Uvr3tavajuéi u definicio-

nu jednadZbu derivaciju vremenske funkcije df/dt dobivamo

(,-ydf(t)]= ;o QE(E)  -stg
dt o- dt

Parcijalnom integracijom (Juv = uv-Svdu) ove jednadZbe,

dobivamo nadalije

y[g%%t_)] =St | -/ £(0) (-se"Star) =
- o- o=
= e 5" (®) -27S"Of(o-)4s S f(t)e Stat /6.4.10/

o=

Buduéi da mi razmatramo samo klasu funkcija za koju posta-
je e-Stf{t) = 0 kada t+=, to je prvi &¢lan jednak nuli, a tre-
¢i je odigledno sF(s). Tako imamo da se Laplaceov transformat
derivacije vremenske funkcije f(t) dobiva prema slijededem

izrazu

af(e) | . e
_Cf[ - ] = sF(s) - f(o-) /6.4.11/

Ako uvedemo novu funkciju gl(t) = df (t)dt, i primijenimo
upravo izvedeni rezultat na funkciju dgl(tyﬂt, moZe se lako

izvesti da je

2
oLt ]| - o2 (q)- ) _ df(t)
_Q/[ de* ] SRl Bader T | t=os /6.4.12/

Prema tome za viSestruku derivaciju vrijedi opéenito
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n
d"£(£)] _ .n _ .n-1_, . _._n-2 df )
,5/)[ dt“] G IR = 57 TRIeR)vs dt | t=o-
n-2 n-1
-s 81 -4 L /6.4.13/
at™ t=o- dt t=o-

3) Transformacija integrala. Da bi uprostili izvod uvest

¢emo pomoénu funkciju

=7 bl
g, (t) =& [Gz(s)] - é_ Elrt)de’ /6.4.14/
Iz ove jednadZbe slijedi da je g,(o-) = 0 i dg, (t) /dt=£ (t).

Primijenimo 1li rezultat /6.4.11/ dobiva se

d
_g[f(t)] 397[.-;5-] = sG,(s) - g,(0-) = F(s)

Buduéi da je g2(0—) = 0 ostaje

G, (s) =__(2//J[gz (t)]= g [It

f(t’)dt’] = F‘ss) /6.4.15/

Ako to napifemo bez pomoéne funkcije imamo konafan izraz
za iznala¥enje Laplaceovog transformata integrala vremenske

funkcije f(t)

s o]
jfl:f f{t']dt'] =F‘53) /6.4.16/

o-

Pretpostavimo npr. da smo analizirajuéi mreZu do¥li do
diferencijalne jednadZbe slijedeéeg'oblika

L -g-% + 2f = S§(t) + 2e °F /6.4.17/

Pretpostavimo nadalje, da su i svi pofetni uvjeti jednaki
nuli. Transformirajuéi ovu diferencijalnu jednadZbu po
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Laplaceu &lan po &lan , i nakon izludivanja zajednidkog fak-
tora F(s), imamo ' -

2 _ 2
F(s) (s"+3s+2) = + =+3 JE€.4,18/

0l

Rjefavajuéi ovo za F(s) dobivamo

F(s) = 21 ¥ £

5 /€.4.19/
s{s"+3s5+2) (s+3) (s™+ 3s5+2)

Razmotrimo drugi primjer, kod kojega Zelimo nadéi Laplaceov
transformat_inteqrodiferencijalne jecdnadibe, koja opisuie pb-
naSanje serijskog RLC kruga sa sinusoicdalnir poticajem. Oblik
je takove jednadZbe vec¢ dobro poznat

L 'gi + Ri + i{t')dt‘ + UC!:Q-) = U cos ut /6'4.20/

(ad
(ol

0~ ¢

Pretpostavino nadalje numeridke vrijednosti parametara:
U=1, w=2, R=1l, L=1 i C=1/2, te sve noletne uvjete jednake
nuli.

Ako ¢lan po &lan ove diferencijalre jednadZlre prebacujemo

u njihov Laplaceov transformat, dobivamo

I(s) (s+1+ é ) = —— /6.4.21/

s +4
RjeéavaBuéi ovu jednadzbu po I(s) slijedi

* 2
I(s) = £ ' /6.4.22/

(s2+4) (s2+s+2)

Relacije istog tipa kao rezultati u ova dva oprimjera
/6.4.19/ i /6.4.22/, razmatrat ée se kasnije ponovno, nakon

upoznavanja s razvojem na parcijalne razlomke.

Ova tri netom opisana osnovna svojstva Laplaceove trans-
formacije dovoljna su za odredjivanje transformata linearnih
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integrodiferencijalnih jednadZbi, kakovima je u ﬁajveéem bro-
ju slu€ajeva opisano ponafanje mreZa koje analiziramo. Iz-
vijestan broj ostalih svojstava takodjer nalazi primjenu u po-
jedinim problemima iz teorije mreZa. Navest ¢femo ih bez do-
kazivanja, koji se moZe uvijek provesti na bazi definicione
jednad¥be /6.4.1/. '

L
4) Svojstvo vremenskog posmaka. Ako je valni oklik f£(t)

pomaknut po vremenskoj osi za t0 koji je pozitivan broj, on-
da je

-st
Llete-tsw-t)] =rme °© /6.4.23/

5) Svojstvo frekvencijskog posmaka. Sli&no upravo izve-

denom imamo da je

Jga[f(tlesot] = F(s-s_) /6.4.24/

6) Svojstvo razmjere. Odnos izmedju vremenskog mjerila

i frekvencijskog mjerila izra¥ava relacija

_gf’[f(atﬂ = é F(2) /6.4.25/

gdje je a realan pozitivan broj.

7) Laplaceova transformacija periodi&kih wvalnih oblika.
Ako je f(t) periodi&ka funkcija s periodom T, onda se uz ko-
riftenje rezultata /6.4.23/ moZe dobiti slijedeéi odnos

T
'gg7[f(t)5(t)] = L /e Stae /6.4.26/

l-e o}

Pretpostavimo npr. da je vremenska funkcija jediniéni

pravokutni impuls

f(t) = s(t) - s(t-1) /6.4.27/
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Zelimo 11 ovom valnom obliku naéi Laplaceov transformat,
upotrebiti éemo jednadZbu /6.4.23/

y[f(t}] = F(s) = é -£_ = = (1-e” %) /6.4.28/

Razmotrimo drugi primjer kod kojega je f(t) periodi¥ka
funkcija £(t) valnog oblika prema sl.6.4.2.

fre)

51.6.4.2

Veé je dobro poznato, da se ovakav valni oblik mo¥e izra-
ziti analitifki kao beskona&ni red funkcija jedini&nog sko-
ka

f£(t) = S(t)-8(t-1)+S(t-2)-S(t=-3)+5(t-4)-S(t~5)+... /6.4.29/

Laplaceov transformat ovog valnog oblika moZemo naéi transfor-
macijom njegovih pojedina&nih &lanova prema jednadZbi
/6.4,23/. Medjutim, mi moZemo upotrebiti i jednadZbu /6.4.26/
i naéi Laplaceov transformat za prvi petiod ovog valnog obli-
ka. Taj je u intervalu od t=0 do t=2 opisan izrazom

£,(£) = S(t) - S(t-1) /6.4.30/

Laplaceov transformat ove funkcije izveli smo u proZlom
primjeru i dobili rezultat /6.4.28/. Integral u izrazu /6.4.26/
je upravo Laplaceova transformacija za jedan period periodi&-
nog signala, pa mu je vrijednost za ovaj primjer veé dobivena
u /6,4,28/. Kombinirajuéi ove dvije jednadZbe imamo kona&no



_g[f(ti] = —L— . L™ - — /6.4.31/

l-e s(l+e °)

Oovim femo zavr¥iti skradeni pregled svojstava Laplaceove
transformacije. Postoji jo% mnogo drugih, koji ovdje nisu na-
vedeni, a koji su u nekim podru&jima veoma korisni. Ovi, me-
djutim, koji su nabrojeni, sasvim su dovoljni za obradu pro-
blema predvidjenih opsegom ovog teksta.

6.4.4. Razvoj na parcijalne razlomke

U odjeljku koji smo upravo dovr3ili, izvedeno je nekoliko
primjera odredjivanja Laplaceovih transformata izvjesne vari-
jable odziva, iz diferencijalnih jednadZbi koje opisuju po-
nafanje elektrikih mreZa. Rezultat koji se je dobivao, redo-
vito je imao oblik kvocijenata dvaju polinoma od s. Takav
oblik funkcije F(s) naziva se racionalna funkcija. Sto je sloZe-
nija mre¥a koju rjeSavamo, biti ¢e sloZeniji Laplaceov trans-
format odziva, odnosno vi3i stupanj polinoma u brojniku i na-
zivniku racionalne funkcije. Zbog toga se i vecina rezultata
ne nalazi u tabeli standardnih Laplaceovih transformata. Po-
stoji, medjutim, moguénost ra3&lanjivanja racionalne funkci-
je na skup jednostavnijih elementarnih dijelova, od kojih se
svaki za sebe pojavljuje u nadoj tabeli.

Opéenita metoda, koja do toga pojednostavnjenja dovodi,
naziva se razvojem na parcijalne razlomke, a vrlo je vaZan korak
u analizi mreZa metodom Laplaceove transformacije. Razmotri=-

mo slijededu racionalnu funkeiju

m m=-1
+ ces +
_ P(s) _ a s +a,s a 1S + an 764,307

F(s) =
a(s) bcs“+bls s + bn

=l .. +b
n-1

gdje su P(s) i Q(s) polinomi varijable kompleksne frekvencije
s, a koeficijenti, ao'al""ﬁn’ bo'bl""bn' su realni bro-
jevi. Ta dva skupa realnih koeficijenata u potpumosti odre-
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djuju racionalnu funkciju. Poznato je ved iz matematidke ana-
lize, da se ovi polinomi mogu izraziti kao produkti faktora
u ovisnosti od korjena tih polinoma. Tako dolazimo do alter-

nativne predodZbe rgéionalne funkciie F(s) u formi

m
n (s-n,)
a_ (s-n,)(s-n,)...(s-n) ; i
L) 1 ~2 me_ i=1
F(s) bo(s~p1](s—p2}...(s—pn) B 5 /6.4.33/
I (s-p.)
=1 3

gdje su ng (i =1,2,...,m) vrijednosti od s za koje je pocli-
nom brojnika P(s) jednak nuli, dok su pj (3 = 1,200 m) vris
jednosti od s za koje je polinom nazivnika Q(s) jednak nuli.
Drugim rijedima, n; su korjeni polinoma brojnika, za s=n;
ujedno je i F(s) jednak nuli, pa se zato nazivaju nule racio-
nalne funkcije. Naprotiv, pj se nazivaju polovi racionalne
funkcije, jer su oni korjeni polinoma nazivnika, pa je za

s=pj, Q(s) = 0, a F(s) beskonaan.

Ako je pj jednostruki korjen,onda kaZemo da racionalna
funkcija F(s) ima jednostruke pclove. Naprotiv, ako je Py ko-

rjen reda r, onda kaZemo da je on vifestruki pcl reda r.

(1) Za metodu razvoja na parcijalne razlomke koju namje-
ravamo opisati, racionalna funkcija F(s) treba biti u tzv. pri-
kladnom obliku. U ovom sluaju to znafi, da stupanj polinoma u
brojniku mora biti maniji nego stupanj polinoma u nazivniku.

Ako to nije slu€aj, treba najprije podijeliti P(s) sa Q(s)
 da se dobije

P, (s)
Fls) = &8 = p(s) + oy /6.4.34/

Dobiveni dio kvocijenta Pi(s) u /6.4.34/ je polinom onog
stupnja za koliko je stupanj P(s) vedi od stupnja Q(s). Osta-
tak P2{s} je polinom koji ima sada manji stupanj od Q(s) , pa
je nova racionalna funkcija P,(s)/Q(s) u prikladnoj formi, s
kojom se moZe dalje operirati. Lako je zakljuditi iz Tabele
6.4.1 da je inverzni Laplaceov transformat za polinom P, (s)

linearna kombinacija singularnih funkcija 6,6(1],5(2), itd.
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U daljnjem tekstu, uvijek demo pretpostavljati da je ra-
cionalna funkcija F(s)=P(s)/Q(s) u prikladnom obliku.

(2) U drugom koraku ovog razvoja, potrebno je polinom u
nazivniku Q(s) predoditi u faktoriziranom obliku prema nje-=
govim korjenima . (Za ovu svrhu pogodnije je te korjene za-
drZati sa simbolom S5 umjesto pjh

Q(s) = bo(s—sl}(s-sz}...(s-sn] /6.4.35/

Buduéi da su koeficijenti polinoma Q(s) realni, postoji
svega tri moguénosti za karakter tih korjena. Oni mogu biti
realni, konijugirano kompleksni i konjugirano imagirarni. U
okviru te karakterizacije, oni mogu biti joS jedndstruki 1114
vigestruki.

Razmotrit femo nadalje nekoliko najvaZnijih mogucnosti.

Jednostruki realni korjeni. Da bi ilustrirali opcenitu

metodu razvoja na parcijalne razlomke za jednostruke realne
korjene,razmotrit ¢emo racionalnu funkciju kod koje je polinom
nazivnika prema /6.4.35/ treceg stupnja sa b_=1. '

_ P(s) _ P (s) :
F{s) = Q(s) (s=5,) (5-5,) (8-53) /6,4.36/

Kao &to je veé refeno najviZa potencija od s u P(s) ma-
nja je od 3, a Sy+ Sy 1 sy su medjusobno razliéiti. Razvoj na
paracijalne razlomke racionalne funkcije F(s) treba imati
oblik

K K K

1 2 3
F(s) = — il =kl /6.4.37/

Nas je zadatak u odredjivanju vrijednosti za Ki» Ky 1 Ky
Nagin na koji demo to izvr3iti bit fe prikazan za Kl' Najprije
treba pomnoZiti F(s)sa s-s,, pa imamo

s=s s-s,
s-s, % K3 s=5

+K2 2

(s-sl) F(s) = Kl

/6.4.38/
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Ako sada postavimo s=s, odredili smo K, kao

K, = (s=s,)F(s) s=s, /6.4.39/

Poopcfavajuéi ovaj rezultat nalazimo da je

s=85,
J

Ky =-(s-sj)F(s) /6.4.40/

Koeficijenti Kj nazivaju se residuwnrtima funkcije F(s).

Provedimo opisani postupak na jednom primjeru racionalne
funkcije slijededeqg tipa

8,03 .3 '
Fls) = S 323 %38 125 + 3 /6.4.41/

s +4s +3s

Buduéi da stupanj brojnika nadvisuje stupanj nazivnika,
prvo je potrebno dobiti jednadZfbu /6.4.41/ u prikladnom obli-
ku. Digleéi brojnik s nazivnikom dobivamo
25%+9s+3 |

/6.4.42/
8 +45  +3s

F(s) = s+l +

Razvojem na parcijalne razlomke F(s) dolazimo na oblik

Kl K K3

2
? +m+s—+§ /6.4.43/

F(s) = s + 1 +
\

Primjenom jednadZbe /6.4.40/ dobivamo koeficijente Ky K2
i K3

K 252 + 93 + 3
= Ts+1y (s+3)
1 s+1) (s+ s=0

[}
[

2
_ 28749s + 3 -
K2 il 2 /6.4.44/
=-1
. & 252 + 95 + 3 & o
s (s+1)

§=-3
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Prema tome, kona&ni rezultat razvoja na parcijalne razlom-
ke racionalne funkcije F(s) kojoj je oblik prema /6.4.41/ je
slijededi

_ 1 2 _ 1
F(s) = S+1+; + m -s—+—§ /6.4-45/

Jednostruki kompleksni korjeni.JednadZba /6.4.40/ ostaje
jednako va¥efa i za sluaj jednostrukih kompleksnih korjena,
kao u slu¥aju jednostrukih realnih korjena. Postoji,medjutim,

dodatno pojednostavnjenje ako je nazivnik racionalne funkcije
F(s) tipa

Q(s) = Ql(sl(s-u—jB}{s—a+jS} /6.4.46/

Razvoj na parcijalne razlomke racionalne funkcije F(s) je
tada

Kl K2 Pl(s)

s-a-3 B * s=-a+3jR + Qllsl

F(s) /6.4.47/

Nije teZko pokazati da mora biti K,=K} , tj. da su za kon-
jugirano kompleksne korjene s, = a+jp i 52=SI= a=jB, koeficijen=-
ti Kl i Kz razvoja na parcijalne razlomke i sami konjugirano
kompleksni.

Potra%imo npr. razvoj na parcijalne razlomke za funkciju
F(s) kod koje je nazivnik Q(s) tipa jednadZbe /6.4.46/

K K K

1 5 1 2 3
Fie s | B * * /6.4.48/
PS+1)2+1](5+2)‘ s¥1-31 ' s¥i+31 T 542

Primjenjujuéi jednadZbu /6.4.40/ nalazimo da je

- zidi. i}' @’ /6.4.49/

s==1+j1

K, = F(s) (s+1-jl1)

Naravno, da K2=K; ima 1sti modul /2/4, ali argument pro-
tivnog predznaka, tj.-225°.
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ViSestruki korjeni. Ako polinom nazivnika Q(s) ima korjen

sj koji se r puta ponavlja, moZe se pisati

Q(s) = Ql(s)(s-sj]r /6.4.50/

Razvoj na parcijalne razlomke funkcije F(s) s takvim na-
zivnikom je tada slijedeci

K,y Kz Kr .\ Pl{s}
fs—sj) Q, (s)

F(s) = + + eus +
r r-1
(s Sj) (s sj)

/6.4.51/

Ako taj izraz pomnoZimo sa (s—sj)r dobivamo

L r = - - 2 _ k-1
(s sj) F(s) Kl + Kz(s sj) + K3(s sj) + ...+ Kk(s sj) Foao

P, (s) "
+ 'Q—'i—ré'}- (S—Sj) /5.4.52/

r-1
viae Kr[s-sj)

Iz ove jednadibe, veé po usvojenom pravilu iznalaZenja
reziduuma, Kl se izradunava postavljanjem s=sj kao u jednadZbi

/6.4.40/. Da bi, medjutim, prona¥li K2 treba derivirati
(s-sj)rF{s} po s, i zatim postaviti S8 0s

'g"s" [{S-Sj)rf‘(s}] = K2 + 2K3(5"'5j) + ... + Kk(k"l} (S'Sj]k_2+,,.

P. (s)
r-2 d 1 r
. ene + Kr(r 1) (s Sj] + E[W (S—Sj} ] /6.4.53/
Iz ovoga uz s=sj imamo odmah

d o
Kz o Es—sj) F(sﬂ /6.4.54/

S=s.;
J

Poopéavanjem ovog rezultata dobivamo izraz za odredjiva-
nje bilo kojeg od koeficijenata za dio racionalne funkcije s

viSestrukim korjenima.
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/6.4.55/

k-1
1 d r
K, = = (s-s.) "F(s)
k (k=1)! dsk 1 [ j ] )

s—sj

gdje je k = 1,2,...,r

Pretpostavimo npr. da nam je zadana racionalna funkcija

3 2
_ 25 +4s"+5s+1 /6.4.56/
s(s+l)

F(s)

Oblik traZenog razvoja ove funkcije na parcijalne razlomke
jest prema jednadZbi /6.4.51/ slijededi

K K K K
1 2 3 i

F(s) = + +* e /6.4.57/
(S+1)3 (s+1}2 (s+1) s

MnoZeéi ovaj izraz sa [s+1)3 prema /6.4.52/ dobivamo

3 2
25" +4s +5s+l /6.4.58/

(s+1)3F(s) = =

Postavljanjem u ovu jednadZbu s=-1 dobivamo odmah K]=2.
Ako deriviramo /6.4.58/ po s imamo

mlm
0

3 2
[(s+1}3F(s)] - As ts -2 /6.4.59/
s

Postavljanjem u /6.4.59/ s=-1 slijedi K2=—1. Ponovnim de-
riviranjem i upotrebom jednadZbe /6.4.55/ nalazimo da Jje

K,=1 1i K

3 =1, pa je na kraju rezultat razvoja

4

F(s) = 2 = 1 T S

[s+1)3 (5+1}2 s+1

/6.4.60/

0
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6.4.5. Analiza mreZa metodom Laplaceove transformacije

Pravila koja smo dovde upoznali mogu korisno posluZiti
za primjenu Laplaceove transformacije u analizi mreZa. To Ce-

mo ilustrirati slijedeéim primjerom.

Razmotrimo linearni vremenski nepromjenjivi elektricki
krug prema sl.6.4.3. Pofetno je stanje tog kruga zadano s
uc(o-*) =2V i iL{o—J = 3 A. Varijabla mreZe koju ¢emo sma-
trati odzivom je napon na paralelnom spoju RLC. Treba izra-
¢unati potpuni odziv ako je poticaj a) ig(t) = 6 cos 7t,
b) ig(t) = S(t) , «¢) ig(t] = §&(t), 4) ig(t) = r(t).

LeQO2H uft)

WLARLY

+
-'gru() c-an:a uc(0)=2V Rezn 30} 34 l

SI 6.43

Iz K2S dobivamo integrodiferencijalnu jednadZbu za t20

t
Sou(e)de’ + i (o-) = ig(t} /6.4.61/
=

Primjenom Laplaceove transformacije na obje strane ove

jednadZbe imamo
i (o-)
1 111 L _
c [sU(s} = uc(o-)] + R U(s) + T [-S-U{s):l T I(s) /6.4.62/

Nakon sredjivanja ova jednadZiba postaje

1 1 iL(o-)
(sC + e YU(s) = I(s) + Cuc(o-) A, /6.4.63/
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odnosno
i (o-)
B S 1 _ P ¢
5 (s" + 7 5 * 1 JU(s) = I(s) + Cucio ) = /6.4.64/
Ako uvrstimo numerifke vrijednosti dobivamo
1 2 3
35 (s"+12s+100)U(s) = I(s) + 1 - T /6.4.65/
a iz toga
U(s) = —5——25— I(s) + 225—'6 /6.4.66/
s"+12s+100 s"+12s+100

Da bi naglasili fizikalno znadenje potpunog odziva, raz-
dvojili smo U(s) na dva ¢lana, od kojih je prvi posljedica
samo poticaja I(s), a drugi je nastao samo zbog pogetnih
uvjeta. Buduéi smo ved izveli da Laplaceova transformacija
ima linearna svojstva, ofigledno je prvi &lan onda prisilni,
a drugi &lan slobodni odziv. Za potrebe razvoja na parci-
jalne razlomke moZe se jednadZba /6.4.66/ preurediti u

2s 25-6
U(s) = I(s) + e — /6.4.67/
(s+6) +8° (s+6) +8°
S ——— ——
Laplaceov Laplaceov Laplaceov
transfor- transformat transformat
mat pot- prisilnog odzi- slobodnog
punog od- va odziva
Ziva
a) ig(t] = 6 cos 7t. Izrafunat ¢emo najprije prisilni

odziv. Laplaceov transformat za ovakovu vremensku funkciju
poticaja ig(t} glasi prema tabeli €.4.1.
6s
I(s) = ——s /6.4.68/

52 + 72

Uvrstimo 1li /6.4.68/ u dio jednadZbe /6.4.67/ koji odgo-

vara Laplaceovu transformatu prisilnog odziva imamo
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12s
u_ (s) = /6.4.69/
P [(s+6) %+8% J(s%+7?)

Nazivnik funkcije Up(s) moZe se rastaviti prema slijede-

cem

Q(s) = [(s+6)2+82](52+72] = (s+6-38) (s+6+18) (s=37) (s+37) /6.4.70/

Iz ovoga slijedi da su korjeni Q(s)

s, = al+j81 = -6+38
Y = e;~18; ==6-38 /6.4.71/
S, = ay+jB, = 0437
sé = az—jﬁz = 0-37

a razvoj na parcijalne razlomke Laplaceovog transformata pri-

silnog odziva Up(s) prema /6.4.47/ jest

% Ky i X
Us(8) = 57638 * 576438 ' 5=0-37 ' s=0437 /6.4.72/
Trazeé¢i reziduum K, prema /6.4.40/ imamo
12s
K, = (s-s,)U_(s) o T — . =
1 1 p s=s, (s+6+78) (s-37) (s+37) S=-6+78

0,0?63{114,53° /6.4.73/

TraZeféi K2 prema istom pravilu imamo

12s

K2 = (s—sz)Up(s) s=s, - (s+6—j8}(s+6+j8)(s+17)| §=0+97

0,0611 f58,73° /6.4.74/
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Inverznom Laplaceovom transformacijom, za koju koristimo
posljednji redak Tabele 6.4.1 , dobivamo izravno prisilni od-
ziv
u (t) =£¥9‘7'U (s){=2+0,0763 e-Gtc05(8t+114,53°) +

p P

ot &
+ 2+ 0,0611 e cos (7t=58,737) =

= 0,1526 e ®tcos(8t+114,53%)+ 0,1222 cos (7t-58,73%) /6.4.75/

Za Laplaceov transformat slobodnog odziva /6.4.67/

u_(s) = S . S /6.4.76/

[s+6)2+82

izravno se iz Tabele 6.4.1 oditava inverzna transformacija

1

us(t) fﬁzp [Us(s}] 2e_6tcos 8t + :E%ZLE e_6t sin 8t =

= 3,01 e ®% cos (8t+48,37°) /6.4.77/

Potpuni je odziv suma prisilnog i slobodnog odziva, pa
zbrajanjem /6.4.75/ i /6.4.77/ slijedi

u(t) = 3,075 e %cos (8t+50,97%) + 0,1222 cos (7t-58,73°) /6.4.78/

O%igledno je prvi &lan ovog rezultata prelazno stanje, a
drugi stacionarno stanje. Nakon relativno kratkog vremena od
trenutka primjene poticaja na krug, prelazno e se stanje pri-
guiiti na praktidki zanemarivu vrijednost, pa stacionarno
stanje 0,1222 cos {?t—58,73°) ostaje kao prisilni odziv zada-
nog kruga.

b) i (t) = S(t). Laplaceov transformat jedini&nog skoka
B (iR PO
je
I(s) == /6.4.79/

pa je transformacija prisilnog odziva sada
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2s 1 2 1 8
U _(s) = T ———— o /6.4.80/
P (s+6)2+8% S (s+6)2+82 ° [(s+6)2+82]

Izravno iz Tabele 6.4.1 oc¢itavamo skokovni odziv
-6t .
up{t) = s(t) = 0,25 e sin 8t /6.4.81/

Slobodni odziv je ostao isti /6.4.77/ kao 3to je izra&unat
u pitanju pod a), pa je potpuni odziv

6t

1}

u(t) = 0,25 e ®%sin 8t + 3,01 e %tcos (8t+48,37°) =

= 2,83 e %tcos (8t + 45°) /6.4.82/

Vidimo iz rezultata, da za t+= napon u(t)+0, jer je tada
za konstantnu struju induktivitet ekvivalentan kratkospojnoj

grani.

c) i_(t) = é(t). Laplaceov transformat jedini&nog impulsa
L (e e il

je
I(s) =1 /6.4.83/

pa je transformacija prisilnog odziva

2s

U (s) = /6.4.84/
2 (s+6) 2482

Iz tabele je inverzna transformacija, odnosno impulsni odziv

2e—6tcos 8t - 1,5 e

= 2,5 a”%%s0s (8t + 36,879 ; /6.4.85/

6tsin 8t =

= h(t
up(t) (t)

Slobodni odziv imamo ve¢ izracunat u a) pa je potpuni

odziv

-6t 6t

2,5 e °“cos (8t + 36,87°) + 3,01 e
6t

cos (8t+48,37°) =

u(t)

= 5,48 e °‘cos (8t + 43,15°) /6.4.86/
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Buduéi da postoji podetno stanje u krugu, vremenska de-
rivacija potpunog odziva /6.4.82/ za slu€aj poticaja s jedi-
ni¢nim skokom, nije jednaka potpunom odzivu /6.4.86/ na po-
ticaj jedini&nim impulsom.Lako je medjutim, provjeriti da'je
h(t) prema /6.4.85/ jednak ds(t)/dt,gdje je s(t) dobiven u

HGo A 8L
d) i (t) = r(t). Funkcija jedini&nog uspona je za t20

jednaka r(t) = t, pa joj je Laplaceov transformat
= &b
I(s) = = /6.4.87/
s
Transformat prisilnog odziva je prema tome jednak
2s L. = 2
U (s) = ————=5—5i =5 = ———g—am— /6.4.88/
p (s+6)"+8 s E5+6} +8 ]5
a razvojem na parcijalne razlomke dobivamo
K K* K
A 1,72
Up(s} = 5638 + ST6+38 i /6.4,.89/

TraZedi reziduum K, prema /6.4.40/ imamo

Ky = vt = TETCETE -
P s=5 J =_6+j8

0,0125 / 143,132 /6.4.90/

TraZedi K2 prema istom pravilu imamo

2

K. = (s=-s,)U_(s) = ime e
B 2P s=s, (s+6) " +8

= 0,02 /6.4.91/

Koristeéi Tabelu 6.4.1 dobivamo izravno prisilni odziv

2+ 0,0125 e ®tcos (8t+143,13%) + 0,02 S(t) =
0,025 e ®tcos (8t+143,13%) + 0,02 za t20 /6.4.92/

up{t)
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Slobodni odziv imamo veé izradunat u a) pa je potpuni
odziv na poticaj jediniZnim usponom jednak
6t s (8t+143,13%) + 0,02 +
6t -6t

u(t) = 0,025 e

+ 3,01 e °F cos (8t+48,37°) = 3 e °‘cos(8t+48,84°) +

+ 0,02 /6.4.93/

6.4.6. Transformacija konvolucionog integrala

U prethodnom smo poglavlju upoznali konvolucioni integral
kao prakti&no sredstvo za odredjivanje prisilnog odziva iz
poznavanja impulsnog odziva kod linearnih vremensko invarija-
bilnih mreZa. Ovdje cemo to svojstvo konvolucije poopéiti na
funkcije koje ne moraju biti u direktnoj vezi s funkcijama
odziva mreZa, i ukazati na znafajno pojednostavnjenje konvo-
lucionog integrala u domeni Laplaceove transformacije.

Pretpostavimo da su dvije vremenske funkciije fl(t} i fz(t)
transformabilne po Laplaceu, i da su im transformati FI(S) i
Fz(s). Mi kaZemo da vremenska funkcija f(t) predstavlja kon-
voluetju , ako funkcije f1 i f2 tvore slijededu matematidku

konstrukciju
A t t
f(t) = f fl(t')fz(t—t']dt' = [ fz(t’)fl(t—t')dt’ /6.4.94/
o o

Ovaj je izraz posvema u skladu s konvolucionim integralom
kako smo ga izveli u /6.3.8/ ili /6.3.10/, pa se i integrali
u /6.4.94/ jednako nazivaju konvoluctonim integralima. Ovako po-
stavljena konvolucija najeSce se obiljeZava simbolidki jed-

nostavniije

f(t) = fl(t)*fz{t} /6.4.95/

Ako se medjutim, potraZi Laplaceova transformacija konvo-
lucionog integrala, onda se ova notacija jo¥ zgodnije trans-
formira. Mi femo to ovdje samo postaviti kao teorem i tvrditi

da je
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F(s)igﬂ[f(t)] ig[fl{t}*fztt]:, ii:/[fz(t)tfl(t}] =

= F, (s)F,(s) /6.4.96/+

Drugim rije&ima, Laplaceov transformat konvolucije je pro-
dukt Laplaceovih transformata funkcija koje se "konvoluiraju".
Naravno, vrijedi i inverzija

= -7
N2 7[F(s)] = [E‘I(s}Fz(s)] /6.4.97/

£(t)

€.5. PRIRODNE FREKVENCIJE

6.5.1. Prirodne frekvencije varijabli mreZe

RjeZavanja jednad?bi mre¥a Laplaceovom transformacijom
koja smo provodili u prethodnom poglavlju, rezultirala su u
prvom koraku transformatom traZenog odziva u obliku racio-
nalne funkcije. Kao &to se vidi iz izradjenog primjera, raz-
voj na parcijalne razlomke te racionalne funkcije dovodi
redovno do funkcionalnog oblika kao npr. /6.4.70/, kojega
moZemo pisati opéenito na ovaj na&in

: K. ’
F(s) =L S_"sl_ + T -'s-_-_%— /6.5.1/
i i i 3
Inverznom transformacijom vradamo se u vremensku domenu
i iz /6.5.1/ dobiva se odziv koji je u formi sume eksponenci-

jalnih funkcija

+ Dokaz za ovaj teorem zahtijevao bi dosta prostora, pa ga u
okvirima ovog teksta nefemo provcditi. Zainteresirani Eita~-
lac mo¥e ga naéi u specijalnijoj literaturi.
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£(t) = I K,e + L K.e /6.5.2/
I ! i |
- B
U oba ova izraza S5 predstavljaju polove racionalne funk-
cije F(s), koji potjefu od dijela te funkcije nastalog usli-
jed pofetnih uvjeta, a ovise o topologiji mreZe i vrijednosti
elemenata. Oni su dakle funkcija unutrainjeg karaktera siste-
ma koji je u razmatranju. Polovi sj medjutim, pripadaju naziv-

niku poticajne funkcije, kao 3to je npr. I(s) u /6.4.66/.

Iz +ih razloga, polovi S koji su prirodna obiljeZja si-
stema,nazivaju se prirodnim frekvencijama varijable mre3e f(t). Na-
protiv, pclovi sj karakteriziraju poticaj, pa se nazivaju
prisilnim frekvencijama.

Poznato je veé¢, da je slobodni odziv funkcija isklju&ivo
topologije i elemenata, a po svojoj je veli&ini ovisan o
poetnim uvjetima mreZe. On je medjutim, neovisan o poticaju.
Prirodne frekvencije su prema tome, ujedno i korjeni karak-
teristiéne jednadibe slobodnog odziva.

MoZemo zaklju&iti konstatacijom, da je ...

ces 8 prirodna frekvencija varijable mreZe z, ako za neko podetno

s
stanje slobodni odziv z(t) sadriava &lan Kje 17,

I1i drugirsr: rijeima ..., ako je za neko po&etno stanje K,#0,

te se ke 17 pojavljuje u izrazu za slobodni odziv varijable

.
Uzmimo npr. krug prema sl.6.5.1 , kod koje nas zanima

kao varijabla mreZe u.

51.6.5.1

Veé je dobro poznata diferencijalna jednadZba ovog kru-

ga
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; du % u=0 /6.5.3/

a znamo i slobodni odziv, ako je podetno stanje uc(o)

- ==t
u(t) = u_(o)e <€ /6.5.4/
Prema gornjoj definiciji je $,= ~ éé prirodna frekvenci-
ja varijable u. Buduéi da je
1
u (0) ===t
A« ¥/ -0 [N, - RC
T(E) Wi = R e /6:5:5/
onda je s; = - %E ujedno i prirodna frekvencija varijable i.

6.5.2. Prirodne frekvencije mreZe

Polazimo od primjera mreZe prema sl. 6.5.2.

"2
— AW
2 -F———————_o(:)
* - u +*
Ly g u]é-fl
51.6.5.2

Treba zapaziti da je u ovom primjeru prilaz @ ® ostav-
ljen otvorenim. Upravo zato moZemo zaklju&iti, da nikakva stru-
ja ne izlazi izvan paralelnih kombinacija elemenata pa varijab-
la u, ima prirodne frekvencije j(1//TC) i -j(1/YIC), dok je
--1/R2C2 prirodna frekvencija varijable u,. Iz tog primjera vi-
dimo , da dvije varijable mreZe ne moraju nuZno imati isti skup
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prirodnih frekvencija.

Zato ¢emo ovdje ukratko profiriti koncepciju od prirod-
nih frekvencija pojedinih varijabli, na prirodne frekvencije

mreZe kao cjeline.

Kod toga ¢emo smatrati da je broj ...s prirodna frekvenci-
ja mreZe, ako je 8 prirodna frekvencija nekog napona ili prirodna frekven—
cija neke struje u toj mre3i.

Vratimo li se n§ gornji primjer, onda su prirodne frek-

vencije mrefe prema sl. 6.5.2 sve tri navedene prirodne
frekvencije , tj. j(1/YLC), =-j(1//LC) i -1/R2C2-

6.6. STABILNOST MREZE

Vrlo je zna&ajno uo€iti, da linearne vremenski nepromje-
njive mreZe koje sadrZe samo elemente pozitivnih parametara,
imaju slobodni odziv sastavljen iskljuivo od prigufenih
eksponencijala i (ili) sinusoida konstantnih amplituda. Dru-
gim rije&ima, svi korjeni karakteristi&ne jednadZbe imaju
ili negativne realne dijelove, ili su im realni dijelovi jed-
naki nuli. Ako je npr. Sy korjen karakteristi®ne jednadibe,
a opéenito smo mu pridjelili jednadZbu s;= o¢+(-)jw, onda je
kod takvih mreZa Re(le = 0<0. Ova ¢injenica je intuitivno
razumljiva, jer ako bi slobodni odziv eksponencijalno rastao
s vremenom,to bi zna¢ilo da nije zadovoljen zakon o odrZanju
energije, koja je jednokratno dodijeljena mreZi samo u t=0.

Prema tome, ako karakteristi&na jednadZba ima korjene
kojih su realni dijelovi isklju&ivo jednaki nuli ili su ne-
gativni, te ako su korjeni na ju-osi jednostruki, tada za
mreZu koju takvi korjeni opisuju kaZemo da- je stabilna. U pro=
tivnom, mreZa je nestabilna. ¥ Stabilnost je veoma vaZno svoj-

stvo pasivnih mreza.

+ Ovo je viZe opisna definicija stabilnosti. Za potpunu karak-
terizaciju treba zadovoljiti posebne matematidke kriterije
kao npr. Routh-Hurwitzov koji se mogu naéi u specijalnijoj
literaturi.
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6.7. RAVNINA KOMPLEKSNIH FREKVENCIJA

U ovom demo poglavlju nadeti diskusiju o mnogim pred-
nostima upotrebe pojmova pol i nula, za grafi&ko prikaziva-
nje racionalne funkcije s realnim koeficijentima F(s). Naj-
prije treba obratiti paZnju na polove te funkcije i ukazati
na odnos izhedju njih i vremenskog odziva mreZe.

Buduéi da ti polovi, kao prirodne frekvencije mogu biti
realni, kompleksni ili imaginarni, uputno ih je locirati u kom-
pleksnoj ravnini, koju nazivamo ravninom kompleksnih frekvencija
i1i krace, s-ravninom. Ovu kompleksnu ravninu odredjuju hori-
zontalna os s realnom skalom brojeva i vertikalna os s ima-
ginarnom skalom brojeva. To nam omoguduje , da jednom todkom
(i1i gledano "kroz naofari" polarnog sistema - radijverktorom)
fiksiramo neku kompleksnu frekvenciju s= o+jw tako, da joj
horizontalna koordinata predstavlja realni dio o, a vertikal-
na koordinata imaginarni dio jw.

Jasno je, da moZemo koristiti s-ravninu kako za prika-
zivanje nula, tako i za prikazivanje polova. Da bi se u toj
ravnini jasno razlikovale totke koje se odnose na polove od
onih-koje potje&u od nula, polovi su oznatavni s malim kosim

kri¥em, a nule s malom kruZnicom.

Pretpostavimo npr. da nam je zadana racionalna funkcija

s(s-1+31) (s-1-91)
5 : e /6.7.1/
(s+1) “(s+32)(s-72)

F(s) =

Oova funkcija ima polove u

s = -1 (dvostruki) .
s = =-j2
s = +j2
i nule u
s =10
s = 1-3j1
s = 14j1
5:&
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Polovi i nule od F(s) prikazani su u s-ravnini na sl.

6.7.1.

| jor
jd 9
jr 4
j2
J
DYOSTRUKI POL r
o
s + _“ - - + —
=2 =2 = ! . | 3 £ 5
_j !
-j) 1
_j]
SL6.7.!

Razmotrimo sada poloZaje polova u s-ravnini,koji odgova=
raju nekim karakteristi&nim valnim oblicima, odnosno odzivi-
ma nekih standardnih tipova elektri&kih krugova. ’

Tako je npr. funkcija jedini&nog skoka S(t) u domeni
kompleksne frekvenciije

_gﬂ[sm] =;i- “ 7673}

pa ofigledno ima samo jedan pol u ishodiftu s-ravnine kao Zto
to prikazuje sl.6.7.2.a).

Elektri¢ki krug, kakav je bio o?radjivan u primjeru na sl.
6.5.1 imac je odziv u(t) = u_(o)e” RCt, Takove mrefe opisuje
po jednoj od varijabli diferencijalna jednadZba prvog reda, pa
se opfenito i nazivaju mreZama prvog reda. Opéi je oblik slo-
bodnog odziva za mreZe prvog reda f(t) = Klesl gdje je s,=-a.
(Budu¢i da uzimamo za ove primjere samo karakteristi&ne odzive,
onda je naj&e8ce a>0.) U frekvencijskoj domeni takav odziv ima

transformat
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qg[kle_at] = /6.7.3/

kojem je jednostruki pol na realnoj osi u o=-a, kao gto pri-
kazuje sl.6.7.2.b).

) Jur

s(t)

s

a)

Ju

-a

b)
51.6.7.2
U analizi mre¥a vrlo su karakteristi&ne mreZe drugog re-

da, kakav je npr. i serijski RLC krug na sl. 6.7.3.

i

51.6.7.3

Homogena diferencijglna jednad¥ba koja opisuje ponaZanje
struje ovog kruga veé je izvedena u poglavlju 6.1, odakle pre-
nosimo samo njen zavrZni oblik uz o= R/2L i m°=1/{L .

da’i di 25 =
+2uEE+m°i =0 /6.7.4/
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Iz karakteristi&ne jednadZbe 52+2u3+m§ = 0 slijede kor-

jeni

s -ata., = -a

3 P— a&,wg - d 1 /6.7.5/
gdje je

4 /u2+w§ /€6.7.6/

Oblik slobodnog odziva ovakove mre¥e drugog reda ovisi
0 relativnim vrijednostima a i W, e Prema tim relativnim vri-
jednostima o i Wy klasificiramo slobodni odziv u ova &etiri

sluéaja:

(1) Natkriti&no prigufeni (u>mo). Dvije su prirodne
frekvencije §,%~a, i 8, = -a, tada realne i negativne, pa

je slobodni odziv suma dvije priguZene eksponencijale

-alt -azt
i(t) = kle + kze /6.7.7/

U frekvencijskoj domeni takav odziv ima transformat
k k
) 1 2
_96_[1(1-.)] s7a; + s7a; /6.7.8/

pa prema tome ima dva pola, kao 3to prikazuje sl.6.7.4.a).

(2) Kriti&no prigufeni (u-uoi. Dvije su prirodne frekven-
cije tada realne i jednake tj. $,= s, = =&, pa je slobodni
odziv oblika

1(8) = (ky#k,t) e *F /6.7.9/

U frekvencijskoj domeni takav odziv ima transformat
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k k

og,ﬂ[i(t)] = ﬁ e /6.7.10/

(s+u)2

pa prema tome ima dvostruki pol, kao Sto prikazuje sl.6.7.4.b).

(3) Potkritiéno prigudeni (a<w_ ). Dvije su prirodne frek-
vencije tada konjugiranoc kompleksne tj. sl=—a+jmd i 52=—a—jwd,
gdje je

vlastita prigufena Wy W - o 76:711/
frekvenetja ...

Slobodni odziv u ovom sluaju ima oblik eksponencijalnc

prigufene sinusoide

i(t) = K OF cos(wdt + €) /6:T12Y

Ovaj valni oblik precizno prikazuje sl.1.7.5. U frekven-

cijskoj domeni takav odziv ima transformat

Fliw| = E— v K 6T E5]
" 5+a-jwd s+a+ Jug

pa su polovi locirani u s-ravnini kao 3to prikazuje sl.
6.7.4.c).

(4) Neprigueni (a=0, i zato R=0).Dvije su prirodne frek-
vencije tada konjugirano imaginarne, tj. sl=jwo i 52=—jw0, pa
je slobodni odziv nepriguZena sinusoida

i(t) = k cos (mot + g) /6.7.14/

U frekvencijskoj domeni takav odziv ima transformat

. _K K*
_gﬂ[i{t)] ol = ol /6.7.15/

Odziv 1 polovi skicirani su na sl. 6.7.4.d).
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5.6.7.4

Jur
(- It
' o ¢
= » : %
ay -t ay
a)
Jar
G
£
o e
b)
i P
D e P
L G
o -t
J Wiy
c)
i | jw
X jas
' 2
X-jw,
d)
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Ovih nekoliko primjera daju jasan odgovor na pitanje
kako poloZaji prirodnih frekvencija u s-ravnini diktiraju
oblik odziva. '

Relativno gufenje oscilacija u podkritiZnom sluaju
esto je karakterizirano bezdimenzionalnim brojem

8lo®

Q& /6.7.16/
koji je poznat pod imenom faktor kvalitete fizikalnih tityag~
nih krugova. Definiciju kako je data izrazom /6.7.16/ moZemo
primijeniti na sve mreZe drugog reda bez obzira na topolo-

giju i elemente u granama.

Prema tom izrazu, manje gufenje znadi vedi faktor kvali-
tete. U sluaju serijskog RLC kruga, kakav je bio slufaj u
gore provedenom primjeru, manju konstantu guSenja postizavamo
smanjenjem otpornosti R; obrnuto kod paralelnog RLC kruga za
istu svrhu treba poveéati R. Idealni titrajni krug bez gubi-
taka ima gu¥enje jednako nuli, 3to rezultira beskona&nim fak-
torom Q.

Prema vrijednosti ovog faktora kvalitete, mogude je
razvrstati i ova Cetiri slu¥aja odziva mreZa drugog reda, ko-
ja smo u ovom poglavlju diskutirali. Lakc je ustanoviti da
u nadkriti¥no priguZenom slufaju mora biti Q<1/2; u kriti&no
prigugenom slufaju je Q=1/2, u podkriti¢no priguSenom slu-
&aju Q>1/2, dok nepriguSeni slu€aj znali Q==.

Neprigufeni sluaj (o=0, odnosno R=0 za serijski RLC
krug) je sasvim idealizirani sludaj, jer je induktivitet sa-
mo model svitka %ice, koja uvijek ima bar malo gubitaka .
Zato se u praksi ne mofe postiéi Q=+« za neku pasivnu mreZu.
To nadalje zna¥i, da neprigudena sinusoida nije nikada slo-
bodni odziv takve mreZfe. Vrijednost Q od nekoliko stotina,
danas je ipak veé dostizivo u praktikim titrajnim krugovima
sa zbijenim elementima.

Ako karakteristi&my jednadZby drugog reda (52+2as+mg=01
prika¥emo s pomoéu faktora Q dobivamo da je
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2 %% 2

s” + o S tuw, =0 i oot A G

Pod pretpostavkom da mijenjamo Q od 1/2 do ©, a wg drZi-
mo konstantnim, moZfe se analitidki odrediti krivulja mjesta
na kojoj se u tom sludaju nalaze sve prirodne frekvencije u
s-ravnini. Rezultat takovog raduna je jednadZba kruZnice

02 + m2 = mé /6.7.18/

Bududi da je za pasivne mrefe ¢ uvijek negativan, to zna-
€¢i da ¢e se polovi kretati po polukruZfnici radijusa W koja
se nalazi u drugom i treéem kvadrantu s-ravnine zaigx 1/2.
poleovi su izvan polukruZnice na negativnom dijelu realne osi.
PoloZaj prirodnih frekvencija u s-ravnini za razli¢ite vrijed-
nosti faktora kvalitete Q, prikazuje dijagram sl1.6.7.5 . ako
je mreZa drugog reda.

51675

Rezultati koje smo upravo dobili mogu na prvi pogled iz-
gledati suviSe specijalizirani, jer se odnose samo na mreZe
drugog reda kao $to su jednostavni RLC krugovi. Zaklju&ci su,
medjutim, mnogo dalekose’niji. U prvom redu, mrefe vifeqg re-
da imat ¢e karakteristi®nu jednadZbu koje su korjeni opet ili
realni ili u konjugirano kompleksnim parovima. Za stabilne si-
steme ovi korjeni moraju imati negativne realne dijelove. Isto
tako, svaki se par korjena mof¥e opisati u ovisnosti od svojih

Wy i a, a oni su odludujuéi za oblik odziva sistema.
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Prema tome, koncepcija o krivulji mjesta moZe se primjeniti
i na mre¥e koje opisuje karakteristi¥na jednadZba viSeg reda od 2.
I u tim €emo slufajevima varirati samo jedan element ili para-
metar, a istra¥ivati pomicanje korjenova u kompleksnoj ravnini.
Nas zapravo zanima krivulja mjesta korjenova bududi da time
znamo sve o pona%anju mreZe za neku posebnu vrijednost parame-
tara. Pretpostavimo npr. da neki promatrani sistem ima karakte-
risti&nu jednadZbu

s 46524584k = 0 /6.7.19/

gdje je k parametar kojega variramo. Najizravnija metoda za
odredjivanje krivulje mjesta bila bi u mijenjanju vrijednosti
za k korak po korak, i u svakom tom koraku odredjivanju vri-
jednosti za korjene jednadibe /6.7.19/. Taj je mukotrpni po-
sao najbolje prepustiti elektronifkom raunaru. Rezultat za

ovaj primjer dat je na sl. 6.7.6.

K=30

-5 -

51.6.7.6

Za male vrijednosti od k, svi su polovi realni i negativnij
za vedi k,dva pola izlaze iz realne osi i postaju konjugirano
kompleksni par. Za k230, ovi polovi prelaze u desnu polovinu
s-ravnine, pa je tada sistem nestabilan.
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7. FUNKCIJE MREZA

Laplaceovu transformaciju, kao jednu od metoda rjeSava-
nja jednadZbi elektrilkih mreZa, upoznali smo u prethodnoj
glavi. -

Pri tome smo istakli svojstva koja idu u prilog upotre-
bi te metode. Postoje,medjutim, i neki drugi pokazatelji vri-
Jednosti Laplaceove transformacije, koji ne moraju biti u
izravnoj vezi s navedenom svrhom, tj. odredjivanjem rjeSenja
za neku od varijabli mreZe.

Tako na primjer, teorija Laplaceove transformacije omo-
gucava uvodjenje koncepcije o funkcijama mre¥a, koja de biti
predmet diskusije u ovoj glavi. O nekim su elementima tog
pojma studenti elektrotehnike veé uzgred saznali, udeéi o
analizi sinusoidalnog stacionarnog stanja primjenom komplek-
snog rafuna. Tu su se susreli s terminima kao 3to su ulazna
impedancija, admitancija, itd. Vidjet de se u predstojeéim
izlaganjima, da su to u suStini bili samo specijalni slu&a-~
jevi jednog Zireg i sveobuhvatnijeq pojma, kojeg zbirnim ime-

nom nazivamo finkeije mreZa.

Cinjenica,da one mogu biti dobivene eksperimentalno s
dovoljno velikom preciznoféu mjerenjima u sinusoidalnom sta-
cionarnom stanju, pomaZe nam da analiziramo svaki problem sa
stanovista konkretne funkcije mreZe. To se obi&no pokazuje
jednostavnijim od npr. zakljufivanja na temelju impulsnog od-
ziva. Nadalje ¢emo vidjeti, da se upravo preko funkcija mre-
Za zapaZa tijesna veza, koja postoji izmedju ponaZanja mreZe
u smislu valnih oblika struja i napona, i pona%anja sa sta-
novista karakteristidnih parametara odziva mreZe u njezinom

sinusoidalnom stacionarnom stanju.

7.1. DEFINICIJA FUNKCIJA MREZA

Razmatrajmo linearnu vremenski nepromjenjivu mreZu koja
neka ima samo jedan nezavisni naponski izvor ili samo jedan
nezavisni strujni izvor kao poticaj. Zbog tog poticaja mreZa
ima prisilni odziv koji moZe biti ili napon izmedju bilo ko=
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ja dva &vora, ili struja kroz bilo koju granu te mrefe.*

Funkcija mreZe, koju demo oznafavati s H(s), definirana

je tada slijedecim izrazom

y F [ prisilni odziv]

Funkcija mreie = STl
,%,ﬂ [poticaj]

Ova se definiciona jednadZba moZe interpretirati i na ovaj

naéin:
Laplaceov transformat prisilnog odziva jednak je produktu
funkcije mreZe i Laplaceovog transformata poticaja.

‘:z/i[prisﬂni odm] = (Funkcija mreiel%[poticaj] /7.1.2/

Buduéi veé znamo da je Laplaceova transformacija jedini&-
nog impulsa jednaka jedinici i da je impulsni odziv prisilni
odziv na jedini&ni impuls, primjenom jednadZbe /7.1.2/ dolazi-
mo do vrlo vaZne relacije

bf[’”t’] = Hied /7.1.3/

To zna&i, da je ... Laplaceov transformat impulsnog odziva jed-

nak funkeiji mreZe.

7.2. FUNKCIJE MRE¥A I SINUSOIDALNO STACIONARNO STANJE

Prema gore izloZenom,funkcije mreZa definirane su kao od-
nosi dvaju Laplaceovih transformata. To dalje zna&i, da i one
same moraju biti u opéenitom slufaju funkcije kompleksne frek-
vencije s = 0+jw. Prisjetimo se, da je npr. funkcija impedan-
cije u sinusoidalnom stacionarnom stanju bila sliéno definirana
kao kvocijent fazora odziva (napona) i fazora poticaja (struje),

Tt Ova se ogranifenja za definiciju izra%avaju katkada drugadi-
jim, ali ekvivalentnim uvijetima: (1) da mreZa mora biti u
stanju nula (bez po&etnih uvjeta), i da(2) ne smije imati
unutradnjih nezavisnih izvora.
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a izraZena u simbolikoj notaciji bila je funkcija &isto ima-
ginarne frekvencije jw . Ofigledno je prema gornjoj definici-
ji, da je funkcija mre¥e opéenitiija koncepcija, jer stavlja

u odnos prisilni odziv prema bilo kakvom poticaju (a ne samo

fazor odziva, prema fazoru poticaja!).

Razmotrimo npr. serijski RLC krug prikazan na sl.7.2.1.

ift) L c

F__*

eft) A § uft)

5721

(1) Naponski generator na ulazu neka pretstavlja po;icaj
sinusoidalnog valnog oblika e(t) = E cos wt = Re[E(jm)e]wT
napon u(t) na otporu R moZemo smatrati odzivom u stacionarnom
stanju. Smatrajmo nadalje, da su svi pofetni uvjeti jednaki
nuli.

Diferencijalna jednad¥ba ovog kruga tada glasi:

ai i ¥
LS 4Rt +d 7/ i(t)ae’ = e(r) /7.2.1/
at §/

Nakon deriviranja ove jednadZbe imamo

2
d’i di 1 _ del(t)
L d_t:f + R dt ¥ "é' i= dt /7.2.2/

a uvrdtavajuéi ul(t) i(t)/R slijedi

L odfult) L dule) |1 o Ge (t] P33
L e

R dtz dt RC

U poglavlju o rjeZ3avanju diferencijalnih jednad¥bi ovog
tipa, vidjeli smo da partikularno rjeZenje (ovdje ujedno i
stacionarni odziv) mora imati oblik
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u(t) = U cos (wt+y) = Re [U(J'wiej"’t] /7.2.4/

Stavljajuéi /7.2.4/ u jednadZbu /7.2.3/ nakon kradenja

ostaje

[-I-lgtjm)2+ jw + -ﬁ%] U(30) = juE(jw) /7.2.5/
odnosno .
U(3w) =[§F —s—I% | EGGw) 13261
(Jw) ~+ T Jw + ic
Ako oznadimo
H(jw) = § ——52% : 189
(Jw) ™+ $iw + = -
prelazi jednadZba /7.2.6/ u
U(jw) = H(jw)E (jw) 11228/

Iz ovoga izraza dobivamo stacionami odziv u ovisnosti

od vremena

u(t) = Re U(jw)e. = |H(jw)| E cos |wt + £ H(jw o2
Jwt ] - | (Jw) | /7.2.9/

(2) Razmotrimo isti primjer, ali neka je sada e(+) posve
proizvoljni valni oblik napona izvora. Transformirajuéi po
Laplaceu diferencijalnu jednadfbu /7.2.3/ uz sve pofetne uvje-

te jednake nuli imamo

T 2 1 -
[ﬁ s“ + s + T{E]U(S) = SE(s) /7.2.10/
odnosno

U(s) =["E --rg_i—] E(S) /7.2.11/
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Ako oznaéimo

_ R s
H(s) = 5 R /7.2.12/

1
S+-I':5+—L-E

prelazi jednadZfba /7.2.11/ u
U(s) = H(s)E(s) /7.2.13/
Prisjetimo 1i se kako smo definirali funkciju mreZe, vi-

dimo da je to upravo relacija /7.2.12/ jer iz /7.2.13/ sli-
jedi

_ U(s) :
Usporedjujuéi analogne izraze rjeZavanja istog primjera
za sinusoidalno stacionarno stanje (1) i u sludaju opcenitog
poticaja (2), moZemo zaklju&iti slijedeéei

Uvrdtavajudi s=jw u funkeiju mreZe H(s) dobiva se omjer fazora
odziva naprama fazoru poticaja u sinusoidalnom stacionarnom stanju kod

frekvencije w.

Ovaj je zakljucak izveden na temelju jednog specifi&nog
primjera, 3to se ne bi smjelo smatrati korektnom metodom do-
kazivanja. Treba naglasiti,da se do istog rezultata dolazi
i posve opfenitom analizom matriénih jednadZbi mreZa. Gornja
konstatacija je medjutim, intuitivno o¥igledna, pa je za
svrhu ovog teksta nepotrebno provoditi generalni dokaz.

Primjena ovog zakljulka stavlja u odnos funkcije mreZa
s veli&inama koje se relativno jednostavno mjere (amplitude
i fazni kutevi). Tako npr. ako nista nije poznato o topolo-
giji i elementima neke linearne i vremenski invarijabilne
mreZe, mogu se mjeriti poticaj i odziv, pa je ipak mogude
odrediti funkciju mreZe.
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7.3. KARAKTERISTICNE FUNKCIJE MREZA

U primjeru iz prethodnog poglavlja, tra¥ena funkcija
mreZa H(s) bila je omjer dviju istovrsnih elektrickih vari-
jabli tj. napon kroz napon. Iako izgleda suvi3no ipak nagla-
simo da su ta dva napona "mjerena" na dva razlifita para
priklju&nica mreZfe. U uvodu ove glave pozivali smo se na
impedanciju kao specijalan slu&aj funkcije mreZa, a ta je bi-
la omjer dviju raznorodnih varijabli, tj. napona i struje.
Taj napon i ta struja se, medjutim, mjere na istom paru pri-
klju¥nica. Ova dva spomenuta slu¢aja, kao i ostale mogude
kombinacije omjera odziva i poticaja, pripadaju zajednigkoj
familiji funkcija mreZa, ali su svaki za sebe specifiéni

prema odredjenim obiljeZjima.

Prije nego upoznamo ostale ¢lanove ove familije treba
vo¥iti razliku izmedju ulaznih i prijenosnih funkcija mreZe.

Pretpostavimo npr. da je poticaj strujna varijabla a
odziv naponska. Bko su sada i taj napon i ta struja identifi-
cirani na istom paru priklju&nica mreZe kao na sl. Tiededoa8)i
tada funkciju mreZ¥e koja je kvocijent Laplaceovih transfor-
mata tih varijabli,nazivamo ulaznom fimkeijom mreZe. Naravno,
funkcija mreZe bila bi isto ulazna, da je na tim prikljuéni-

cama napon bio poticaj, a struja odziv. t

Smatra se naime, da je mre¥a pobudjivana strujnim odnos~-
no naponskim izvorom na tim prikljuénicama; u tom smislu te

su priklju&nice ulazni pristup mreZi.

Na shemi prema sl. 7.3.1.b) uklju€eni su i drugi parovi
prikljuénica. Kada su odziv i poticaj identificirani na dva
razli¥ita para prikljuénica, za funkciju mreZe kaZemo da je
prijencsna (transferna) po prirodi. To proizlazi iz &injenice,
da poznavajuéi prijenosnu funkciju mreZe i varijablu na jed-

fRadi kradeq izra¥avanja u daljnjem tekstu, ponegdje se nede

stalno naglaZavati , da se radi o Laplaceovim transformati-
ma prisilnog odziva i poticaja kod funkcija mreZa. To treba
smatrati samim po sebi razumljivim, kada se spominju samo
odziv i1 poticaj.
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nom prilazu mreZ¥i, moZemo izraZunati varijablu na drugom
prilazu. U tom je smisao prijenosa od jednog na drugo mje-
sto mreZe.

Uy -
iz
iy @ i1 7 @
- *
uy uy uy =0
a) b)

S.2.3.1
7.3.1. Ulazne funkcije mreZa

Na osnovi iznesenog lako je zaklju&iti na slijedefe spe-
cijalne slufajeve ulaznih funkcija mreZa.

Ulazna impedancija je omjer Laplaceovog transformata napo-
na prema Laplaceovom transformatu struje na ulaznim priklju&-
nicama@@ promatranog dvopola

U, (s)
211(5) = TITET 131

Ulazna admitancijo je omjer Laplaceovog transformata stru-
je prema Laplaceovom transformatu napona na ulaznim priklju&-
nicama@@ promatranog dvopola

I,(s)
Yll{S) = EITET S 5327

Ulazne funkcije mogu se pisati i bez ovih indeksa ako
promatrana mreZa ima samo jedan prilaz. Da bi izbjegli udesta-
lo pisanje "impedancija i admitancija" ove se dvije funkcije
mreZa katkada zajedni&ki nazivaju jednim imenom: imitancije.
Imitancija je zato impedancija ili admitancija.
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S§l1. 7.3.2 prikazuje primjer ulaznih impedancija mreZa

za pojedinaéne elemente R, L i C.

5@9 v  Cm=

t
usRi u-:—;{.‘ i (0.)=0 “'E"‘f”’”{f up (020
0
2.5
polo) a1 pugful uet gl B
P O] 70
1
Z:R Zrsi 37
5173.2

O¢igledno je da bi ulazne admitancije za R, L i C ele-
mente prema sl. 7.3.2 bile 1/R, 1/sL i sC.

Lako je pokazati, da su pravila za kombiniranje impedan-
cija i admitancija, identi&na s onim ve¢ dobro poznatim za
sinusoidalno stacionarno stanje. Kod serijskog spajanja eleme-
nata zbrajamo impedancije pojedina¢nih elemenata, da bi dobi-
1i ukupnu ulaznu impedanciju. Kod paralelnog spajanja eleme-
nata zbrajamo admitancije pojedinaénih elemenata, da bi dobi-
1i ukupnu ulaznu admitanciju. Na taj nadin moZemo dobiti ulaz-
ne funkcije mreZa i kompliciranijih spojeva, ako kombiniramo
odgovarajuce zbrajanje impedancija i admitancija pojedinaé&nih
elemenata. Opcfenite metode analize mreZa (petlji, &vorova,
itd.) mogu biti takodjer sprovedene izravno u ovisnosti od
impedancija i admitancija, *to tada dovodi do sistema linear-
nih algebarskih jednadZbi.

Ove jednadZbe mogu onda biti rjeZene po Zeljenoj vari-
jabli, da bi se dobila traZena funkcija mreZe. Ovakav postu-
pak omoguéava nam da izbjegnemo pisanje integrodiferencijal-
nih jednadZbi, ako nas zanima saro funkcija mreZe.

Analiza, koja direktno upotrebljava transformirane vari=

jable, Cesto se naziva analizom u frekvencijskoj domeni. Naprotiv,
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analiza s integrodiferencijalnim jednadZbama, naziva se ana-
lizom u vremenskoj domeni. Ovim smo se terminima veé "prikrive-

no" sluZili u dosada¥njem izlaganju, iako im zapravo tek ov-

dje otkrivamo puno zna&enje.

Pretpostavimo npr. da felimo odrediti ulaznu impedanci-
ju mreZe, koja se sastoji od serijskog spoja R i L, premoste=-
nog s jednim kapacitetom prema sl1.7.3.3.

p |
O]
* |
Zs) —> ’—’C sL i
ot |
@i J
5.2.3.3

Ulazna je impedancija ovog dvopola

R
1 1 il
Z(s) = —m——— = = I 133/
sC + 1 c 52+ E s + B
R+sL L LC

7.3.2. Prijenosne funkcije mreZa

Prijenosne funkcije mreZa, za razliku od ulaznih, treba
pisati s dvostrukim indeksima koji se odnose na promatrane pa-
rove priklju¢nica. Ako su ta dva para prikljudnica oznadeni
s @@ 1@@ (sl. 7.3.1.b)), onda na njih gledamo kao na pri-
laz mreZi 1 odnosno prilaz mre%i 2, na kojima su identificira-
ni poticaj odnosno odziv.

Prema tome moZemo definirati Cetiri karakteristi&ne pri-
jenosne funkcije mreZe.

U, (s)
Prijenosna impedancija «...... 221 (s) = '1‘2'(?)‘ /7.3.4/
1



Prijencsna admitancija «..... 5&
Prijenosni omjer napona ..... A (s)

Prijenosni omjer struja ..... o
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1

21

(s)

(s)

]

I

Izls}
EITET J7.3.5/
Uzts}
FI_TE)_ /7.3.6/
12(5)
'ﬂ-(;)- /?-3.7/

Kao primjer razmotrimo djelitelj napona prema shemi na

sl. 7.3.4, i pretpostavimo da nas zanima prijenosni

napona kao funkcija

(e e 2 o

mreZe.

nac
W
@; ANV ':@
R
=
Uyls) Ry g UxAs)
‘-
@ 11z
SIL.7.3.4

omjer

Impedancije Ry i 1/sC mo¥emo najprije kombinirati u ekvi-

valentnu impedanciju koja ¢e imati vrijednost ,

1

o

zekv[5) =

1 R,Cs+l1

sC + =— 1

Ry

/7.3.8/

Prijenosni omjer napona ako je uz(t) prisilni odziv dobi-

vamo prema /7.3.6/

U, (s)

R

P?l{S) 3 Ulls)

_ 2
R2+Zekv(5}

/7.3.9/

Ako u ovaj izraz uvrstimo Zekv(s) imamo

R
2
Ay, (s) = R R

5 Seusia: 0
1Cs+R1+R2

Cs+R2

L 2

-/7.3.10/
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Nakon krac¢e razrade ovog izraza , dobivamo prijenosnu

funkciju u uobi&ajenoj formi

L7321/

7.4. OPCENITA SVOJSTVA FUNKCIJA MREZA

Iako svaka od funkcija mreZa koje smo spomenuli u pret-
hodnim poglavljima ima svojih posebnih svojstava, mi &emo
ovdje navesti samo neka veoma opéenita i Zireg zna&enja,

a koja se odnose na sve funkcije mreZa. Izlaganje specijalni-
jih svojstava ostavljamo za napredniji tefaj iz teorije
elektrilkih mreZa.

Promatrajudi rezultate primjera iz funkcija mreZa, moZe-
mo uo&iti da su i funkcije mreZa racionalne funkcije s kon-
stantnim koeficijentima kompleksne frekvencije s. Takav za-
klju&ak slijedi i iz generalno postavljene analize u tom
smislu, kojega necemo ovdje provoditi. Navedena konstataci-
ja vrijedi za bilo kakovu zbijenu linearnu i vremenski ne-
promjenjivu mreZu.

Prema tome moZemo pisati opéi oblik funkcije mreZe kao

m m-1
aos +a,.s + . b a s+a

_ 1 m-1 m /7.4.1/

)
s) n n-1
b s +bs teee + b s+ b

_ PB(
H(s) = ol

gdje su P(s) i Q(s) polinomi varijable kompleksne frekvenci-
je s, a koeficijenti agr Ayeeep bo' bl""'bn su realni
brojevi. Ovi su koeficijenti realni zato, jer su gradjeni
kao sume produkata parametara elemenata R, L, C, itd., a ti
su parametri kao %to znamo realni brojevi. Funkcije mreZa

su u potpunosti odredjene s ta dva skupa realnih koeficijena-
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ta, koji definiraju polinom brojnika i nazivnika. Alterna-
tivni izraz za funkcije mreZa u faktoriziranom obliku piSe

se kao

H(s) = K /7.4.2/

-y
=g =3
—

e

gdje je K realni faktor, ni(i=1,2,...,m) su nule funkcije
mreZe, a pj(j =1,2,...,n) polovi funkcije mreiZe.

Na taj na&in funkcija mreZe moZe biti u potpunosti od-
redjena i sa zadanim nulama (nl, n,, ...,nml, polovima
(pl, pz,..,pn) i faktorom K. Buduéi da i polinom brojnika
P(s) i polinom nazivnika Q(s) imaju realne koeficijente, nu-
le i polovi moraju biti ili realni brojevi, ili parovi ko-
njugirano kompleksnih brojeva.

To je posljedica &injenice, da svaki polinom F(s) s real-

nim koeficijentima, ima svojstvo F*(s)= F (s*) za svaki s.

7.5, IZRAZAVANJE FUNKCIJA MREZA LOGARITAMSKOM MJEROM

Ustanovili smo u poglavlju 7.2., da supstitucijom juw
umjesto s u funkciji mrefe H(s) dolazimo do H(jw), koji
je omjer fazora odziva u sinusoidalnom stacionarnom stanju

i fazora odgovarajufeg sinusoidalnog poticaja.

Elektrotehni&ka praksa pridaje naro&itu vaZnost pozna-
vanju i razumijevanju ponaZanja funkcije mreZe H(juw), ako
se w mijenja od 0 do =. Tako je posebno korisno, imati
vizuelno predodeno ponafanje mreZe u sinusoidalnom stacio-
narnom stanju, od sasvim niskib do veoma visokih frekvenci-
ja.

%Za svaki stalni w, H(jw) opfenito je kompleksan broj.
Prema tome, mofemo ga pisati u oravokutnim koordinatama



- 274 -

H{ju)= R(w) + jX(w) ¥ i [0 BV
ili u polarnim
HOw = |H(wi ele&HEw) /7.5.2/

U izrazu /7.5.2/ veli&inu [H(jw)| nazivamo apsolutnu vri-

Jedicst, a 3 H(jw) faza funkcije mre¥e kod frekvencije w.

Ako funkcija mreZe predstavlja prijenosnu funkciju,
prikladnc je uvesti logaritamsku mjeru. U nacelu medjutin,
logaritamska mjera moZe se uvesti i ako funkcija mreZe nije

prijenosna.
A ”
6 (jw) = 1n H(jw) = 1n [H(iw)! + 3 %5 H(juw) /7.5.3/

Realni dio ovog izraza obi&no se u praksi naziva poja-
Eanjem, a mjeri jedinicama koje se zovu neperi. Naziv pojadanje
ne treba doslovno shvadati jer rezultatski on moZe izra¥avati
i slabljenje ulaznog signala. Ozna®imc li noiafanje s v (W)

imamo

i(w) * 1n [H(jw)! nepera (N) /T:5.4/

U ovim su formulama za logaritamskc izraZavanje urotreb-
ljeni prircedni logaritmi. Ako medjutim, definiramc pojadanie
s dekadskim logaritmom, dolazimo do jedinica koje nazivamo
decibe lima. Pojadanje u toj alternativi raduna se nrema slijede-
dem izrazu

{w) = 20 log H({jw)| decibela (db) & L

Konverzija izmedju tih dviju jedinica , mofe se prove-

sti s pomocu relaciije

Broj decibela -~ 8,68 - broj nepera /7.5.6/
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7.6. FREKVENCIJSKI ODZIV

Poznavanije apsolutne vrijednosti i faze funkcije mreZa ne
koristi se samo za dobivanje odziva u sinusoidalnom stacionar-
nom stanju, nego je u tim podacima takodjer sadrZana informa-
cija o ponadanju prisilnog odziva na hilo kakav poticaj. Kri-
vulja apsolutnih vrijednosti i faza funkcije mre¥e u ovisnosti
o frekvenciji, snima se na temelju mjerenja laboratorijskim
instrumentima relativno jednostavno. &tavide, ova se mjerenja

mogu izvesti s dovolijno visokim stunnjem preciznosti.
Zajednidka informacija o apsolutnoi vrijednosti i fazi
funkcije mreZe za svaki 1w, obi&no se naziva frekvencijsk/ odziv
mrezZe.
Razmotrimo npr. paralelni RC krug (sl1.7.6.1) koijemu je

funkcija mreZe (ulazna impedancija)

1
_ U(s) _ 1 _ Cc
H(S) = 3157 = G¥sc T iy e g

Polinom brojnika je konstantan za svaki s, pa se zato ka-
¢ da H(s) nema kona¢nih nula. Polinom nazivnika jednak je
nuli kada je s=-1/RC. To zna&i da H({s) ima pol u s=-1/RC. Da

bi dobili frekvencijski odziv odredimo najprije H(ju).

H(juw) = % -——1--—-1—- [/7:6.2/
T Aw = (g )

A ; 1
HGw | = & L -2 /756434
ijuw =(- ﬁa)- “2+(€F]2
i fazu

*H('hu} = = arc tqg mRC /?.6.4/
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Iz jednadZbe /7.6.3/ moZemo zakljuéiti, da se [H(jw)]|
monotono smanjuje kada w raste. Ako je struja istosmjerna
(w=0) funkcija mrefe je H(o)=R, a za vrlo visoke frekvencije
|H(jw) | = 1/wC. 2Za fazu imamo iz /7.6.4/ iznos x H(0)=0 kod
istosmjerne struje; za w>0 faza monotono pada, a kada w-+w
dobiva se da xH(jw) -+ -90°. Frekvencijski odziv za ovaj
krug,kao i prikaz funkcije mreZe u s-ravnini nacrtani su na
sky Tuwbeks

J[ IH (jan]
R
R ;( RS Ce=
Yz
i =
wr
o ...2.. -1.
AT RC RC
6
1 ¥
e T 2 3 -Ac
0 RC RC RC w
]
i
-45—————
_gq
S1L26.1

PokuSajmo analizirati frekvenciijski odziv sa stanovi¥ta
poloZaja pola u s-ravnini, za razli&ite vrijednosti obrodukta
RC. Pretpostavimo da je mjerilo na sl. 7.6.1. prilagodijeno
upravo veli&ini RC=1. Ako je pak RC dva puta manji, tj. RC=0,5,
pol se u s-ravnini udaljuje od jw=-osi na dvostruki razmak,

a frekvencija kod koje pada apsolutna vrijednost za ¥2 (ili

za 3 db) je dva puta vefa. To znafi da krivulja apsolutnih vri-
jednosti blaZe i polaganije opada. Sli¢no bi se moglo zaklju-
Civati i o krivulji faze. Prema tome %to je pol bli%e jw-osi,
to je krivulja apsolutnih viijednosti funkcije mreZa "uZa".
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7.6.1. Dobivanje frekvencijskog odziva iz dijagrama
polova i nula

provedeni primjer ukazao je na vezu koja postoji izmedju
prikaza funkcije mreZe u s-ravnini i frekvencijskog odziva. To
nam daje pravo naslu¢ivanja, da se na temelju poznavanja
lokacija polova i nula funkcije mreZe u ravnini kompleksnih
frekvencija, moZe i konkretnije zaklju€ivati o oblicima kri-
vulja apsolutnih vrijednosti i faze, odnosno opéenito o pona-

danju mreZe.

Razmotrimo to na primjeru serijskog RLC kruga prema sl.
Te62a)a

| jew

5 o jsoo Vi

G

zts)—> C== —:;O?—TT"—

5 Jj 500 'E]

a) b)
5.7.6.2

Ulazna impedancija ovog kruga jednaka je

R
2 s+ = 85 + ==
= 1 _ LCs“+RCs+l _ L
Z(s) = R + sL + =C Cs L = 7657

Ova funkcija mreZe ima pol u s3=0, i dvije nule koje su
korjeni jednadZbe

&% % % &% s 0 /7.6.6/

Radi jednostavnosti zadajmo jo¥ numerifke vrijednosti pa-
rametara: R = 1000 , L =0,1 H i C = 10 pF. U tom sludaju
nule funkcije Z(s) imaju vrijednosti:
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-500 + 500 V3
-500 - j500 V3

wn
e
I

e i e

wn
L8]
]

PoloZaj polova i nula u s-ravnini za ovu funkciiju mreze
prikazuje sl. 7.6.2.b). Funkciju impedanciie moZemoc napisati
u faktoriziranoj formi .

(s—sl)(5~52}

Z(S) = 0,] ———‘;'_ . 0,1

(s+500—j500v’§; (s+500+3500/3) ,4 4.8/

Ako Zelimo izraunati Z(s) za neku vrijednest od s, treba
samo uvrstiti tu vrijednost u /7.€6.8/. Nas medjutim, prvenstve-
no zanima frekvencijski odziv, pa treba uvrstiti s=jw. Gra-
fi¢ko rafunanje u tom sludaju, dade se vizuelno lako predo&iti.
Prvo treba upozoriti da kompleksni broj s minus kompleksni
broj Sy jednak je opet kompleksnom broju S-S, . Apsolutna vri-
jednost i kut kompleksnog broja s=s, prikazuje u s-ravnini
$l.7.6.3.

U ot j
v Xea ;
‘ur’//<<fb ’
\T2
________ {
: /2 fod
&
YA
51763 51.76.4

Apsolutna vrijednost kompleksnog broja_s—s] je prema tome
razmak izmedju toéaka s i sy, a fazni kut 8 se mjeri izmedju
pozitivnog dijela realne osi i spojnice tofaka s i Sy- Primje-
nimo 1li tu ideiju na izradunavanije funkcije imnedanciie z{ﬁml)

kod neke frekvenciie Wy dohivamo prema sl1. 7.6.4.
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(Juw)=s)) (Gwy=s,) VATR YA i

0,1 — = 0,1 —F=——=
L ][“1 r te}

2(34,)

Da bi izra&unali impedanciju 2(jw) za &itav niz vrijed-
nosti od w, procedura prema sl. 7.6.4. ponavlja se za svaku
vrijednost od w. Medjutim, pribliZna slika © odredjenim svoj-
stvima frekvencijskog odziva moZe se dobiti iecnostavnim pro-
matranjem dijagrama polova i nula. U naSem nrimjeru zapaZamo,
da krivulja apsolutnih vrijednosti impecdancije u ovisnosti o
frekvenciji ima vrlo velike vrijednosti za male w, jer je
duljina(l,) fazora koji ide od pola u ishodi&tu veoma mala.
Sli&no, za veoma velike w, postaju ll’ 12 z 13 veoma veliki.
Bududéi su oni tada otprilike istog reda velifine, ansolutna
vrijednost impedancije je pribli¥no jednaka !Z(juw)=",1% 1.
Istim nadinom razmi¥ljanja zaklju¥ujemo, da negdje u blizini
vlastite priguSene frekvencije “q (imaginarni dio od Sl)' ot B
kada je ju u susjedstvu najvede nule, 1, postaje veoma kratak
§to rezultira najmanjim Z(jw)'. Kada bi na temelju ovoca po-
stupka crtali graf ovisnosti apsolutnih vrijednosti impedan-
cije o frekvenciji, dobili bi poznatu konkavnu krivulju, 3sto
smo mogli i odekivati s obzirom da se radi o serijskom rezo-

nantnom krugu.

Opisana tehnika mo%e se primijeniti na svaku funkciiu

mreze

(s-nl}(s*nz)...(s—nm)

H(s) /7.6.10/

" Ts—piTTs—p2)...{s-nn]

Da bi izradunali H(s) za neki s=ﬁu], treba najprije pri-
kazati polove i nule u s-ravnini, zatim ucrtati fazore od
svake nule i svakog pola do tocke 5=jw1. Aposlutna je vrijed-
nost od H{jml) s K pomnocZeni produkt du¥ina fazora od nula do

iml, podijeljeno s produktom duZina fazora od polova do ﬁml.
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“"Ukoliko su nule ili polovi vifestruki, tj. dva ili vide
ih se nalazi u istoj to&ci s-ravnine, treba to uzeti u obzir
kod ra€unanja ovim postupkom. Ako npr. postoji dvostruka nu-
la u tod&ki Sy mi tada zamifljamo da imamo dva fazora povu-
¢ena od Sy do jw,. Zato treba kvadrirati duljinu 1 fazora, a
udvostruditi kut 0.

S malo prakse , gore opisana grafifka tehnika omogudava
brzo skiciranje frekvencijskog odziva. Tako moZemo zakljudi=-
ti s nekim opdim konstatacijama, koje povezuju lokacije po-
lova i nula s apsolutnom vrijednosti i fazom promatrane funk-

cije mreZe:

(1) u susjedstvu pola koji je u blizini jw-osi, moZe se

ofekivati lokalni maksimum apsolutne vrijednosti i nagla pro-
mjena faze;
(2) u susjedstvu nule koja je u blizini jw-osi, mo¥e se

ofekivati lokalni minimum apsolutne vrijednosti nagla promje-
na faze.

To nam daje korisnu ideju za konstruiranje mrefa odredje-
nih karakteristika (sintezu), tj. da "usadjujemo" polove tamo
gdje Zelimo da apsolutna vrijednost bude velika, odnosno
nule tamo gdje apsolutna vrijednost treba biti mala. Zapazimo
takodjer: Eto je pol bliZe jw-osi, to je oZtriji vrh krivulje
apsolutnih vrijednosti{kaiemo da je mreZa selektivnija, jer
jako istile frekvencije koje su u blizini vlastite.

7.7. SVOJSTVO SIMETRIENOSTI FUNKCIJA MREZA

Vedé éﬁo ustanovili, da dobivamo funkciju mreZe kod frek-
vencije w, ako u izraz H(s) kao racionalne funkcije stavimo
s=jw. Tako imamo

Y 1} . ym=1 .
aO(Jw) + altjw} +...+am_l(jm) +ap

H(jw) = =T
b, (30) ™+ by (Gu)"

ST Lf
+..4b _ (Ju) + b

Buduéi su svi koeficijenti ovih polinoma realni, to éemo
&lanove sabrati na slijedec¢i na&in



= ZHL

2 4 : 2
(a -a o w ta, ,w oo ) Hjula, j-an qwTFe.l)
2

w4+...]+jm(bn_1—bn_3w *#4a.4)

1

H(jw) 5
{bn-bn~2w +bn-4

Sada je H(jw) u ovoj formi

(polinom od w2)+ jw(polinom od m2] 77.7.3)
(polinom od m2)+ jw(polinom od w2]

H(jw) =

Ako potraZimo izraz koji bi ovome bio konjugirano komplek-
san , dobili bi da je

; 25 4 5 2
H* (ju) = (polinom od w”)=jw(polinom od mz) /7.7.4)
(polinom od w?)-jw(polinom od w”)

Treba napomenuti, da bi tofno isti rezultat dobili zamje-
njujuéi varijablu w u /7.7.3/ s -w . Buduéi da je m2k=(-m)2k,
polinomi od mz ne mijenjaju svoju vrijednost zamjenom w sa

-w. To znadi, da za sve realne w vrijedi

H* (Jw) = H(-juw) [7.7.5/

Ako se pozovemo na svojstvo konjugirano kompleksnih ve-

li%ina, dobivamo iz izvedenih relacija ove jednakosti:

Re[H* (Juw) ] = Re[ H(jw)] [H* (Gw) | = 'H(Jw)! ATV ES
Im[H* (§u) ] =—Im[H ()] A H* (Ju)= - % H(ju)

a iz ovoga
Re[H(jw)] = Re[H(-jw)] lHGw | = (B30 | 9 4.9/
Im[H(jw)] =-Im[H(-jw)] X H(jw)= - x H(-jw)

Dod1i smo do zakljudka, da su realni dio funkeije mreZe Re[H(jw/]
i apsolutna vrijednost |H(jw)| parne funkeije od w; imaginarmi dic
Im[H(jw)] © faza funkeije mrede % H(jw) su neparne funketije od w.
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Prakticka je vrijednost ovoga, da za prikaz Zitavog frek-
vencijskog odziva treba poznavati ponasanije Re [H(jm}] i
Im[H(jw)] , ili |H(Gw)! i xH(jw) za w 2 0. Za negativni dio
frekvencijske osi primjenjuje se gornji zakljufak o simetri&no-
sti.
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8. TEOREMI M REZA

U ovoj glavi izloZit cemc fetiri veoma korisna teorema
mrefa. Upotreba tih teorema &esto pomaZe da se dodje do jed-
nostavnijih rjeSenja. Kod njihove primjene treba ipak biti
oprezan, i voditi rauna o ogranifenjima koja svaki od tih

teorema postavlja, s obzirom na karakter mreZe.

Ova éetirj_ teorema: teorem supstitucije, teorem superpozicije,
Thévenin-Nortonov teorem i teorem reciprodnosti, bit e prezentira-
na u ovom tekstu bez izvodjenja opéenitih dokaza. Citaoc ce,
medjutim, ipak biti u moguénosti da uo&i bitna svojstva i
intuitivno prihvati njihovu valjanost. Obradjeni primjeri
mogu biti osnovni putokaz za tehniku primjene ovih teorema.

8.1, TEOREM SUPSTITUCIJE

Ovaj se teorem mo¥e primjenjivati pod uvjetom da mreZa

ima jednozna&no rjesSenje. Uz zadovoljenje tog uvjeta on vri-

jedi u slu&aju linearnih i nelinearnih, vremenski nepromje-
njivih i vremenski promjenjivih mreZa. Linearne mreZe opce-
nito, (osim degeneriranih slugajeva, kada model nema svoj]
fizikalni realitet), imaju jednozna&no rje$enje. Mi smo ved
ustanovili, da mreZe koje se sastoje od otpora, induktiviteta
i kapaciteta koji su linearni, vremenski nepromjenjivi i
pasivni imaju jednozna&na rjeSenja za sve varijable mreZa.

Ta su rjefenja odredjena poticajem , po&etnim strujama u in-
duktivitetima i pofetnim naponima na kapacitetima. Sve ovo
vrijedi i u slu®aju postojanja vezanih induktiviteta u mreii,

ako im je matrica induktivnosti pozitivno definitna.

Teorem supstitucije ukazuje na mogucfnost zamjene svake
grane elektrifke mreZe s odgovarajuce odabranim izvorom, &
da to ne prouzrofi promjenu neke struje u grani ili nekog
napona grane. Takva nam zamjena moZe katkada olakSati rjeSe-
nje, ako nadomjesna mreZa ispadne jednostavnija. Teorem sup-
stitucije postavit €ero rije¥ima na slijedec¢i naéin.

Razrotrimo neku granu k bilo kakve mreiZe Yoja zadovoljava gore

postavljeni wvjet. Jva grana ne smije biti grana vezanih induktiviteta,
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nitt grana zavisnog izvora. Neka su nadalje (%) 7 w (*) valni oblict
struje ¢ napena grane k. Pretpostavimo sad da tu granu k zamijeniro,

Lile s nezavisnim izvorom struje kojega je valni oblik ik(-), bilo s ne-
zavisnim tzvorom napona koji ima valni oblik u,(*). Ako tako modificire-
na mrefa ima opet jednoznaino rjelenje za sve svoje napone grana i struje
grana, onda su ti naponi grana © te struje grana identidni s onima u ori-

ginalnoj mreii.

Uzmimo npr. linearni vremenski nepromjenjivi dvopol, koji
u sebi nema nezavisnih izvora i kojemu je pofetno stanje nula.
Neka je na prilaz tog dvopola u t=0 prikljuen naponski izvor
proizvoljnog valnog oblikaeO (*) uslijed Zega dvopol reaqira‘
strujom i(+) na istom prilazu (Sl1.8.1.1.a)).

(:) I(s) (:)
Efs) M AT )() uts) M
©, G

a) b)

51811

Funkcija mreZe za taj primjer je ulazna admitancija

¥ la) =248 /8.1.1/
EO(S)

Ako na isti dvopol priklju¢imo nakon toga strujni izvor
valnog oblika io{'L na njegovom ¢e prilazu biti napon u(-)
kao odziv (sl.8.1.1.b)). Sada je funkcija mre?e ulazna impe-

dancija

U(s) /8.1.2/

Z(s) =

U izlaganju o funkcijama mrefa saznali smo, da je ulazna

impedancija recipro¢na ulaznoj admitanciji, tj.
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5(s) = i /8.1.3/

Ova se reciprofnost obi&no dokazuje dugotrajnom analizom
preko jednadZbi &vorova, odnosno jednadZbi petlja. Primjenju-
juéi, medjutim, teorem supstitucije dokaz za /8.1.3/ postaje

jednostavan.

Smatrajmo da je naponski izvor E_ na sl.8.1.1.a) u onoj
specifiénoj grani k, o kojoj govori teorem. Prema tom teore-
mu treba element u toj grani zamijeniti sa strujnim izvorom
Io(s) = I(s), gdje je I(s) Laplaceov transformat struje i(t)
koja ulazi u dvopol prema sl.8.1l.a). Ovom zamjenom origi-
nalna mreZa prelazi u nadomjesnu prema sl. 8.1.1b). Teorem
supstitucije kaZe, da napon na priklju&nicama @-@ u
s1.8.1.1.b)mora biti isti kao napon na istim priklju&nicama
u sl.8.1.1a). Tc znaéi da je U(s) = Eo(s}. Uvrstavajuéi sve
tou /8.1.1/ i /8.1.2/ dobivamo Z(s) = 1/¥(s), 3to smo i Ze-
ljeli dokazati.

8.2. TEOREM SUPERPOZICIJE

Teorem superpozicije je u osnovi vecdine tehnic¢kih siste-
ma, a da ¢esto puta nismo niti svjesni da ga primjenjujemo.
On se zasniva na svojstvu aditivnosti 1 homogenosti linear-
nih mreZa.

Razmotrimo linearnu mreZu ¥ , koja moZe biti i vremenski
promjenljiva. Neka ta mreZa ima jednoznaéan prisilni odziv
na poticaj od svakog nezavisnog izZvora bilo kakovog valnog
oblika. Taj odziv moZe biti struja u nekoj odredjenoj grani
ili napon na odredjenom paru &vorifta mreZe M, a moZe biti
i svaka linearna kombinacija tih struja i napona. Pod tim
uvjetima, prisiini odsiv mreZe M koji je posljedica istovremenog djelo-
vanja svih nezavisnih izvora, jednak je swmi prisilnih odziva koje bt
prouzrokovao svaki nezavieni izvor sam za sebe, ako bi djelovac u mreZi

za to vrijeme. (Drugim rijedima, zaredom izjednadujemo s nulom
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sve nezavisne izvore osim jednoga).

Ovaj cemo teorem ilustrirati na primjeru linearne mreie
prema sl. 8.2.1. Pretpostavimo da je mre¥a prije primjene
poticaja bila u stanju nula, tj. uc(o-) = 0. (Iako teorem
superpozicije to ne zahtijeva, ako sve po&etne uvjete pred-
stavimo nadomjesnim izvorima). Napon na kapacitetu smatrat
éemo odzivom ove mreZe. Valni oblici nezavisnih izvora zadani
su s ig(t) = IS(t) i eg(t} = E&6(t), a I i E su konstantni.

o ® cun

51821

Neka je ui(-] prisilni odziv uzrokovan djelovanjem samog
strujnog izvora u mreZi , tj. kada je eg=0, Sto znad¢i da je
naponski izvor zamijenjen kratkospojnom granom.U tom je slu-
Zaju prisilni odziv za t=2>0

I
u; () = IR(1 - e R€ ) - /8.2.1/

Neka je ue(-) prisilni odziv uzrokovan djelovanjem samog
naponskog izvora u mreZi, tj. kada je iﬂ=0, Sto znadi da ije
strujni izvor zamijenjen prekinutom granom. U tom de sludaju
prisilni odziv za t2>0

ue(t} == e 18:2:2/

Diferencijalna jednadZba ove mreZe ako su u djelovaniju oba

izvora glasi
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i = -4 +c%‘;J /8.2.3/
11i 5
du u _ . 9 _ E
cPE B+ =I5 40 /8.2.4/

Prisilni je odziv u ovom slufaju prisustva i naponskog i
strujnog izvora u mreZi jednak za svaki t 2 0

- ==t

u(t) = IR + ('r??:‘ - IR) e RC /8.2.5/
Iz /8.2.1/, /8.2.2/ i /8.2.5/ slijedi da je

u(t) = ui(t) + ue{t) /8.2.6/

kao Sto zahtijeva teorem superpozicije.

Upotrebom funkcije mreZa moZe se teorem superpozicije
izraziti i na drugi naé¢in.

Ako je X(s) Laplaceov transformat prisilnog odziva uzro-
kovanog istovremenim djelovanjem svih nezavisnih izvora u
mreZi, vrijedi

X(s) = Hk(s)lk{S) /8:.2.1/

[T =]

k=1

gdje je Ik(s) , k=1,2,...,m, Laplaceov transformat od m
poticaja, a Hk{s), k=1,2,..,m, odgovarajucfe funkcije mreZe od
m poticaja na odredjeni odziv.

Za primjer ovakovog gledanja na teorem superpozicije poslu-
Ziti fe mreZa prema s1.8.2.2. Poticaji su dva nezavisna izvo-
ra e, i e,, a prisilni odziv neka bude napon u na otporu R2
akc oba izvora djeluju u mreZi istovremeno.
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Ry L

o Cm= Sy ()u

5. 822

Prema izrazu /8.2.7/ za teorem superpozicije u ovom pri=

mjeru imamo

U(s) = Hl(sl El{s) + 82(5)12(51 /8:2:.8/

Za dobivanje funkcije mreZe Hl(s} strujni izvor 12 mora

biti izjednaden s nulom

1 /8.2.9/
1+(Rl+sL}f62+sC)

_Uls)
Hlts) = Elis)

12=0

Za dobivanje funkcije mreZe Hz(s) naponski izvor e, mora

biti izjedna&en s nulom

U(s). By Tek
HZIS) T I.(s) = T¥(R.+sL) (G.+s0C) /8.2.10/
2 o 1 2
i

Uvritavanjem /8.2.9/ i /8.2.10/ u /8.2.8/ dobiva se pri-

silni odziv

Ells)+{Rl+sL}Iz(s)

Uls) = T+(R, ¥5L) (G,+5C) /8.2.11/
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Citalac moZe lake provjeriti da se isti rezultat dobiva

i iz jednadZbe KIS za ovu mrezu

) Ells]—U(s)

FTsL + (G2+SC)U(5] - 12(5) =0 /8.2.12/

8.3. THEVENIN-NORTONOV TEOREM

Thévenin-Nortonov teorem daje nam u ruke veoma korisnu
"gablonu" za pojednostavnjenje analize elektritkih mreZa pu-
tem konstrukcije ekvivalentne mreZe. Primjenjuje se na veoma
raznolike tipove mre%a, a sve se po tom teoremu prikazuje

ekvivalentnom mreZom istog oblika.

Uvjeti koji se postavljaju na karakter mreZe, da bi se
mogao primjenjivati Thévenin-Nortonov teorem mogu se opisati
na slijedeéi nadin. Na linearnu (vremenski nepromjenjivu ili
vremenski promjenjivu) mreZu M priklju®en je preko priklijué-
nica @ i @ bilo kakav "teret" u obliku dvopola koji mo-
Je u sebi sadrfavati posve proizvoljnu mreZu (sl.8.3.1). FKod
razdvajanja mre¥e M od tereta, iedino se moramo drZati ogra-
niéenja, da ne smije biti veznih elemenata (transformatori,
zavisni izvori) koji bi imali jedan od svojih prilaza u mre-
¥i M, a drugi u teretu. Drugim rijedima,medjusobno elektril-
ko djelovanje izmedju M i tereta, moZe se provoditi jedino
preko zajedni&kih struje i napona na priklju&nicama @ i ®.

LINEARNA 1
MREZA +
H u TERET




- 290 -

Treba.naglasiti, da inae teret moZe biti linearan ili
nelinearan, vremenski nepromjenijiv, ili vremenski promjenjiv.
MreZa ¥, medjutim, mora biti linearna, a moZe sadrZavati i
nezavisne i linearne -zavisne izvore. Nadalje pretpostavljamo,
da M ima jednozna&no rjeZenje, kada je zakljulena s teretom

ili kada je taj teret zamijenjen s jednim nezavisnim izvorom.

Uz ove uvjete Thévenin-Nortonov teorem tvrdi, da se zamjenom mreZe
M lijeve od pmﬁkljuénica@i @ s Théveninovom ekvivalentnom mreZom
1171 s Nortonovom ekvivalentnom mreiom, ne mijenjaju ni valni oblik stru—

Je i(=) niti valni oblik napona u(°), bez obzira na teret.

Théveninova ekvivalentna mreia , sastoji se od dvopola Mo
u serijskom spoju s naponskim izvorom ep. Valni oblik e_(*)
naponskog izvora je napon na otvorenim priklju&nicama i
@, tj. kada je teret odspojen , odnosno zamijenjen prekinu-
tom granom.

Prema tome napon ep nastaje uslijed svih nezavisnih izvo-
ra i pofetnog stanja u M, Dvopol Mo u nadomjesnoj mreZi do-
biva se iz originalne mreZe M, postavljajuci sve nezavisne
izvore jednakim nuli (tj. zamjenjujuéi svaki nezavisni napon-
ski izvor s kratkospojnom granom, a svaki nezavisni strujni
izvor s prekinutom granom), i izjednadrfuéi s nulom sve polet-
ne uvjete. U tom nadomjeitavanju svi zavisni izvori ostaju

neizmjenjeni.

S1.8.3.2.a3) prikazuje Théveninovu ekvivalentnu mreZu, a
slika 8.3.2.b) mreZu koja definira naponski izvor ep The-

veninove ekvivalentne mreZe. Indeks "p naglaSava da se

radi o naponu prekinute grane.

Nortonova ekvivalentna mreZa , sastoji se od dvopola M,
u paralelnom spoju sa strujnim izvorom i,. Valni oblik ik(-)
strujnog izvora je struja preko kratkospojenih priklju&nica
@ i @ mreZfe M, tj. kada je teret zamijenjen kratkospojnom
granom. Prema tome struja ik nastaje uslijed svih nezavisnih
izvora 1 pofetnog stanja u M.

S1.8.3.3.a) prikazuje Nortonovu ekvivalentnu mreZu, a
sl. 8.3.3.b) mre?u koja definira strujni izvor ik Nortonove



< 291 =

VA — O

THEVENINOVA EXVI= @
VALENTNA MREZA

. SL8.32 L

ekvivalnente mre¥e. Indeks "k" naglaZava da se radi o struji
kratkospojne grane.

ke | il v |rener b i

NORTONOVA ERVIVALEN- @
THA MREZA

e) b)
5.8.113

Thévenin-Nortonov teorem, ne samo da nas $tedi od suviSnih ko-
raka u nekim izra¥unavanjima odziva mreZe, nego nam sugerira
i vrlo koristan sistem promatrnja mreZa. On naime tvrdi, da
se svaka linearna mre%a M sa stajali¥ta para prikljuénica

@ @, ponada kao da je sastavljena od naponskog izvora
e_ u seriji s "praznom" ("mrtvom", "opudtenom", bez energi-
_je) mreZom M, i1i ekvivalentno, od strujnog izvora ik
paraleli s "praznom" mreZom M Buduéi je ta prazna mrefa ;
M dobivena reduciranjem M tako da su svi nezavisni izvori
i podetni uvjeti postavljeni jednakim nuli, to se M moZe
smatrati u stanju nula i s poticajem nula.
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Ako je linearna mreZa M ujedno i vremenski nepromjenijiva,

mnogo je prikladnije kod primjene Thévenin-Nortonovog teorema,

posluZiti se koncepcijom funkcija mreZa,

Neka je zekv(5] - l/Yekv(s) ulazna impedancija na prikljucé-
nicama 1 - 1’ mreZe Mo dobivene iz linearne vremenski nepro-
mjenjive mreZe M izjednac¢avanjem svih nezavisnih izvora i po-

¢etnih uvjeta s nulom.

Uz ista opfa ogranifenja, koja smo u podetku naveli, napon
U(s) i struja I(s) na prikljuénicama @ o @ ostat ¢e ne-
promjenjeni uz bilo kakav teret, ako mreZu ¥ zamjenimo ili s
Théveninovom ekvivalentnom mreZom ili s Nortonovom ekvivalent-

nom mreZom, kako to prikazuje sl.8.3.4.a) i b).

R O
.
Zoky \/k o
‘ u TERET T (i Youy | Mo v TERET
£ -] B

@

a) b)
5183.4

Kod toga vrijedi da je

Ep(s) = Zekv(s}Ik(s} - O B
odnosno
Ik{s} = YekV(S)Ep(S) G W

Ovi se izrazi lako dokazuju na osnovi definicije za Ep i
Ik. Ako npr. zamijenimo teret u s1.8.3.4,a)s kratkospojnom
granom, struja I postaje struja Ik kratkospojene Théveninove
ekvivalentne mrefe i /8.3.1/ slijedi iz primjene KZN. Analog-

no, ako zamijenimo teret u sl1.8.3.4.b) s prekinutom granom,
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napon U postaje napon Ep otvorene Nortonove ekvivalentne mre-
Ye 1 iz KIS slijedi /8.3.2/.

" !
Ovakav pristup je naro&ito koristan kod rafunanja Theve-
ninove ili Nortonove ekvivalentne mreZe u krugovima koji ima-

ju zavisne izvore.

Pretpostavimo npr. da treba odrediti Théveninovu i Norto-
novu ekvivalentnu mre?u za spoj naponskog izvora , induktivi-
teta i kapaciteta prema sl.8.3.5, koji je u stanju nula u
t=0,

L @ @ @

_,nvnx__r___4
Zoks)
C: Ufs) mm() > ili C)kas ) Yoinds)
Epls)
G) O )
51.8.1.5

Za svrhu dobivanja E_ promatramo zadanu mreZu s otvore-
nim prikljuénicama (1)- . U tom je sluaju struja I koja
tede u konturi UL -Cy

Uo[s}
Io{s] = — /8.3.3/

1
o —
8Ly sC,

a napon U; na priklju¥nicama 1 - 1’

1
3 s—cl- UO(S)
Ul(s) = IO(S} sc. 1 /8.3.4/
1 sL.+ —
1 sC1

Buduéi da je po definiciji Théveninove ekvivalentne mre-

e U1=Ep imamo

EP(S) S Uo(s) /8.3.5/
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Za svrhu dobivanja I, promatramo zadanu mreZu s kratko-
spojenim priklju&nicama @ = @ . U tom slufaju ne tede
struja kroz C,, jer je premoditen kratkospojnom granom, pa je

- 1
Ik(s) = -STI UO{S} /8.3.6/

Iz ovih podataka primjenom /8.3.1/ odnosno /8.3.2/ sli-
jede ekvivalentna ulazna impedandja zekv u Théveninovoj, i
ekvivalentna ulazna admitancija gy B Nortonovoj ekvivalent-

noj mreZi

Ep(s) sL1 7
Z (s) = = 8.3.7/
ekv Ik(s} 1+32L c
171
1+sL,C
1 11
Y (s) = = /8.3.8/
ekv Zekv{s) sL1

Razmotrimo drugi primjer s istim zadatkom kao gore, ali

za mreZu prema sl.8.3.6,

R~ | C) I
*

*
Uy Cy =_U‘1 C)" u Ry uz

5.816

Primjenom KZN na petliju Uo—Rl—cl dobivamo napon U,

U _(s)
o 1 1
Uyle) = ——7 " 5& * TRy, Yo!® /B35
1 sC

1
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Napon Uz(s} na otvorenim priklju&nicama @-— @ uz

referentna usmjerenja prena slici, jednak je
Uz(s) = —gUI(s) R, /8.3.10/

Budu¢i da je U,=Ej imamo za napon izvora Théveninove
ekvivalentne mreZe

gR

2
- T:EE;E- UO(S} 8331

EP(S) "

Ako su priklju&nice (:)—-([D kratko spojene, ne tefe stru-
ja kroz R, pa je struja kroz kratkospojnu granu

gu, (s)
12(5) = gUl{S) = TTE?TEI /8.3.12/

a struja izvora Nortonove ekvivalentne mreZe

I (s) = -I,(s) = = T:E%IEI U, (s) /8.3.13/

Ako primjenimo izraz zekv = Ep/Ik dobivamo impedanciju

Théveninove ekvivalentne mreZe
zekv(s) = R2 /8.3.14/

i admitanciju Nortonove ekvivalentne mreZe

_L=
Yoo is) = R, G, /8.3.15/

Ekvivalentna se impedancija moZe odrediti i na drugi na-
&in, koji se katkada pokazuje kradim.

Treba najprije odrediti praznu mreZu Mo tako, da sve ne-
zavisne izvore i podetne uvjete izjedna&imo s nulom; zatim
stavljamo zami¥ljeni "ispitni" izvor struje It(s) na prikljué-
nice te mreZe i izra&unavamo odziv u obliku napona Ut(s) na



- 296 -

tim priklju&nicama. Ekvivalentna impedancija dobiva se tada
iz izraza Ut(s) - Zekv(s)lt(s).

Provedemo li to za ovaj prosljednji primjer, imamo is-

praZnjenu mre?u prema sl.8.3.7.

Ry @ @

+ +

¢ :E:-ﬂ( oS u (Dn =~ 0L

G) O

5,837

Bududéi da je Ut=RzIt slijedi zekszZ' rezultat koji smo
veé dobili u /8.3.14/.

Ako je npr. zadana mreZfa prema sl.8.3.8.a), preglednije
je odrediti najprije Théveninovu ekvivalentnu mre¥u za dio
lijevo od presjeka a - a’, a zatim toj ekvivalentnoj dodati
ostatak mreZe na desno od presjeka. Tako dobivamo mreu pre-
ma sl1.8.3.8.b).

R e A @

Ly Cye==3 Uy R3

a)
51.83.9

Odavde odmah slijede elementi Théveninove odnosno Norto-
nove ekvivalentne mreZe

R,R

Ug(s)i I (s) =g2-U_(s); 2

3
E_(s) =
P R ¥R, R, "o ekv R,+R;

(s) = =—== /8.3.16/
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8.4. TEOREM RECIPROCNOSTI

S pojmom reciprofnosti vrlo se Cesto susredemo u tehnici,
a posebno u elektrotehnici. Recipro&nost ima zato veliku vaZ-
nost ne samo u analizi i sintezi elektri&kih mreZa, nego isto

tako i u mjernoj tehnici.

Grubo refeno, kada je reciprodnost svojstvo nekog linear-
nog sistema, ulaz i izlaz mogu mu se medjusobno zamijeniti,
a da se time nije promijenio odziv sistema na zadani valni

oblik poticaja.

U teoriji mreZa, svojstvo recipro&nosti ima jedna pod-
grupa linearnih vremenski invarijabilnih mreZa. Te mreZe mo-
gu sadrZavati linearne otpore, induktivitete, kapacitete, ve-
zane induktivitete i idealne transformatore, dok giratori,
zavisni i nezavisni izvori, ne mogu biti u sastavu reciproé-
nih mre%a. MreZu koja odgovara ovim uvijetima obiljeZavat ce-

mo simbolom M, (indeks R treba podsjecati na reciprofnost).

Neka je Mp bilo kakva elektri&ka mreZa koju safinjavaiju
elementi sa liste dopu$tenih. Teorem reciproénosti uvijek se
izraZava preko prisilnog odziva mreZe MF na poticaj, ili

nezavisnog strujnog izvora, ili nezavisnog naponskog izvora.

U pogledu mjesta gdje €e taj nezavisni izvor biti pri-
kljuéen na mreZu, kao i nac¢ina na koji ¢fe se odziv registri-

rati, teorem reciprofnosti ostavlja #iroku slohodu.

Tako moZemo Zice s priklju€nicama @i ®, koje pred-
stavljaju ulaz sistema i na njih se zato prikljucuje nezavi-
sni izvor kao poticaj, "zalemiti" na bilo koja dva nostojeca
¢voridta mreZe, ili "presjedi" jednu od grana i nezavisni
izvor spojiti izmedju dva slobodna kraja presjelene grane.

i prikljué-
R
nice(:)i.(:D izlaza sistema , izmedju koijih dolazi mjerni in-

Na ista ta dva naf¢ina mogu se spojiti u mreZi M

strument koji registrira odziv.

Prvi na&in spajanja - spajanje na d¢vorista - moZe se
slikovito nazvati "spoj limilicom"; drugi na&in - spajanie
u granu - moZe se slikovito nazvati "spoj sje@icama". Oba

su ilustrirana na primjeru dijela mreZe ¥  na sl. 8.4.1.

kK
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Prije nego postavimo teorem reciproénosti treba jo¥ napo-
menuti slijedecde. Razmatrati femo strujne i naponske valne
oblike na jednom od prilaza mreZi, koji nastaju uslijed dva
razli¢ita skupa poticaja. To je razlog da pored indeksa uz
slovo dotiéne varijable koji oznacava redni broj prilaza, mo-
ramo uvesti i simbol "kape" " na slovo, koji ¢fe oznacavati da

se radi o drugom skupu poticaja. Prema tome je npr. i, stru-

2

ja na prilazu@— @ za prvi skup poticaja, a 1., struja na

istom prilazu, za drugi skup poticaija. :
Prikazat <femo teorem recipro€nosti na osnovi tri postav-
ke.t
MreZa Mﬁ treba ispunjavati spomenute uvijete o sastavu
elemenata, mora biti u stanju nula i ne smije biti degene-
rirana. Pretpostavljamo da mreZa ima dva prilaza @— @ i
(:)- (:b ;, koji su dobiveni spajanjem prikljuénica na bilo ko-
ji od navedenih nadina.

Postavka (1). Najprije priklju¢imo naponski izvor u, na
prilaz (:)— QE) i promatrajmo prisilni odziv kao struju i2(')
na kratkospojenom prilazu (:)— cz) (sl.8.4.2.a)). Prikljuéi-
mo zatim isti naponski izvor u, naAprilaz (:)— (:D i proma-
trajmo prisilni odziv kao struju il(-) na kratkospojenom

prilazu(@)- @) (s1.8.4.2.b)).

t U ovom poglavliju, kurzivom pisane simbole ne treba nuZno sma-
trati matricama ili vektorima. Taj je nadin pisanja ovdje
izabran samo da bi se istakli zaklju&ci pojedinih postavki
teorema reciproénosti.
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u

I-IER 2

O, @

a) b)
51.84.2

©

Teorem reciprodnosti tvrdi, da de uz bile kakovu topologiju i vri-
Jjednosti elemenata mreie Mﬁ, s te uz bile kakav valn’ oblik u (<) izvora,

biti za svaki t

12(?:} = iIr’tJ

Postavka(2). Priklju&imoc najprije strujni izvor io na
prilaz @— @ i promatrajmo prisilni odziv kao napon u,(*)
na otvorenom prilazu @—@ (sl.8.4.3.a)). Prikljudimoc za-
tim isti strujni izvor i_ na prilaz @— @ i promatrajmo
prisilni odziv kao naoon ﬁl(-) na otvorenom prilazu@- ®
(s1.8.4.3.b)).

O) O)

@ @ ®

a) b)
5L &4.3

Teorem reciprodnost? tvrdi, da de uz bilo kakovu topologiju i vri-
Jednosti elemenata mrede HR‘ te uz bilo kakav valni oblik L'.O(‘) 1zvora,

biti za svaki t

uztt) = Uy (t)
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Postavka (3). Prikljudimo najprije strujni izvor i, na
prilaz @ @ i promatrajmo prisilni odziv kao struju :L (=)
na kratkospojenom prilazu @ @ (sl.8.4.4.a)). Prlkljuélmo
zatim naponski izvor uO na prilaz @— @ i promatrajmo pri-
silni odziv kao napon u‘,l () na otvorenom prilazu @ @
(s1.8.4.4.b)).

® @

@ 0,
P
io Mg ’ 2 2 % Yo
® &

G ©)

a) b)

51844

Teorem reciprodnostt tvrdi, da de uz bilo kakovu topolegiju i vri-
Jednosti elemenata mreZe MR’ te uz bile kakve ali medjusobno jednake

valne oblike iavora (tj. i (+) = u (+)), biti za svaki

zgrt) = qu't}

Buduéi da teorem recipro&nosti iskljuéivo razmatra pri-
silni odziv (ujedno i stacionarni odziv ako t+w) linearnih
vremenski nepromjenjivih mreZa, prikladno je prikazati ga
preko funkcija mreZa. Ekvivalentne postavke tog teorema izra-

Zene s pomoc¢u funkcija mreZa su slijedefe,

Postavka (1). Za prijenos od @— @ na @— @ prema

sl.8.4.2.a) prijenosna je admitancija definirana kao
I
¥ (s) C 2 %)
21 U _(s)

o

Za prijenos od @—@ na @—@ prema sl. 8.4.,2.b)

prijenosna je admitancija definirana kao

le (s)
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Teorem recipro&nosti tvrdi da je za svaki s

Yglfs} = ng(s)

Postavka (2). Za prijenos od @—- @ na @— @ prema

s1.8.4.3.a) prijenosna je impedancija definirana kao

Za prijenos od @— @ na @—@ prema sl.8.4.3.b)

prijenosna je impedancija definirana kao

Ul(s)
Byalg) = i=—me
8 s Iots)

Teorem reciprofnosti tvrdi da je za svaki s

221(5) = 2}2(3)

Postavka (3). Za prijenos od @—@ na @—@ prema

sl.8.4.4.a) prijenosni omjer struja definiran je kao

I,(s)

A 2
(S) = U —
ID(S)

Za prijenos od @— @ na @— @ prema sl1.8.4.4.b) pri-

jenosni omjer napona definiran je kao

%21

UI{S)

Uo s)

A12(S)
Teorem recipro&nosti tvrdi da je za svaki s

-'.121(5) = 412{8.1
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Svaka mreZa koja zadovoljava teorem recipro¢nosti naziva
se reciprodna mreZa. Prihvacdajuéi taj pojam, teorem reciprodnosti
jamZi, da svaka mreZa sastavljena od linearnih vremenski nepro-
mjenjivih otpora, induktiviteta, kapaciteta, vezanih induktivi-
teta i idealnih transformatora, (neki od njih mogu biti i ak-
tivni) jeste reciprofna mreZa. Moglo bi se takodjer pokazati,
da neke linearne vremenski nepromjenjive mreZfe koje sadrZe za-
visne izvore jesu reciproéne, dok druge nisu. Sliéno,mree
koje sadrZe vremenski promjenjive elemente opfenito nisu reci-

pro¢ne, ali neke posebne, mogu biti reciproéne.

Kao primjere za provjeru recipro&nosti uzmime radi jed-
nostavnosti dva elementa mreZa: idealni transformator i gira-
tor. Idealni transformator, kako smo ga definirali u poglavliju
2.3.2. odredjuiu jednadZke u,=nu, za odnos napona, te
jp=(-1/n)j, za odnos struja na prilazima 1 - 1’ i 2 - 27,
Recipro¢nost idealnog transformatora ispitat cemo primjenom

postavke (3) teorema reciprofnosti elektriékih mreZa (s1.8.4.5).

@ i iz @ ® @

5 5

a) b)

51845

Ako priklju&imo istosmjerni strujni izvor i6=1{nl na
prilaz @— @ idealnog transformatora prema shemi na sl.
8.4.5.a) uz kratkospojeni prilaz @— @ imamo

3
1 © /8.4.1/
) 2

Primijenimo 1li izraz za odnos struja na prilazima ideal-
nog transformatora (pridrZavajuéi se referencija koje zahti-
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jeva teorem recipro&nosti) dobivamo za struju kroz kratkospo-

jnu granu na prilazu (:)— (:D

'—_'—__l =l =
277327 =55 n 1o /8.4.2/

S

Ako prikljudimo istosmjerni naponski izvor u = I{V} na
prilaz (:)—-(:D idealnog transformatora prema shemi na sl.
8.4.5.b) uz otvoreni prilaz @-@ imamo

/8.4.3/

Primijenimo 1li izraz za odnos napona na prilazima ideal-

nog transformatora, dobivamo za napon izmedju otvorenih pri-

kljuénica @i ®

/8.4.4/

=1

G, =u, =2u =2y =
n n o

Buduéi smo deobili rezultat i2=ﬁl=1/n, to znadi da ideal-
ni transformator udovoljava postavei (3) teorema reciproénosti,

pa je on prema tome i reciprofan element mreZe.

Girator, kako smo ga definirali u poglavlju 2.3.3 odre-
djuju jednadZbe u1=rj2 i u2=—rjl. Primjenom postavke (2) teo-
rema recipronosti (sl.8.4.6) ispitat cemo reciproénost gira-
tora posve analognc kao gore u primjeru za idealni transfor-
mator.

@f: r @ @ r f:@

—_— 3 = >

a) b)

5. 846
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Za strujni izvor na prvom prilazu giratora imamo

u, = hrjl = —ri0 = =1 /8.4.5/

a za strujni izvor na drugom nrilazu

g = Wy o= rj, = ri  =r /8.4.6/
Dobili smo da u, # Gl’ §to je u protivnosti s postavkom
(2) teorema recipro®nosti. Prema tome girator nije recipro&an

element mreZe.
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