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Davna je Zelja kod analize elektri&nih sklopova bila da se
analizom dobije 5to vjernija slika pona#anja sklopa pri raznim
uvjetima rada. Ustvari, sva literatura o elektri&nim sklopovima
se u sustini svodi na 6pis sklopa i opis ponasanja sklopa u raz-
li¢itim situacijama sa svrhom da se razjasni 3to vide pojedino-
sti u odnosu na velidinu i oblik signala, na prijenos signala
kroz sklop, na ponafanje pri povisenoj temperaturi, i tome sli=~
éno.,

Elektri&ni sklopovi, koje Zelimo analizirati, sadrfe pasivne
elemente - otpore, kondenzatore i induktivitete i aktivne i pasi-
vne nelinearne elemente - tranzistore, elektronske cijevi, diode.
Analitic¢kim putem moZemo rjeSavati samo neke jednostavne sklopo-
ve i to uz mnoga pojednostavnjenja i aproksimacije. Pazljivi ée
¢itatelj mnogih analiza doéi do zakljutka da se problem u podet-
ku postavlja veoma $iroko i sa veéim brojem detalja, narodito u
modeliranju aktivnih elemenata, ali da je tokom razrade analize
postupno uvodjeno sve viSe pojednostavnjenja kako bi se dobio ko-
nacan rezultat. Na kraju, korisnik takove analize obiéno nije u
stanju registrirati sve aproksimacije koje su uvedene, i veoma
je tesko dati ocjenu toénosti kona&nog rezultata. Njena vrijed-
nost je, opcenito, u ukazivanju na osnovne osobine sklopa, to

Jest na stvaranje opée slike o pojedinim sklopovima.

Medjutim, takova analiza je nedostatna za konstrukciju ure-
djaja. Zbog toga se uvijek prilazilo izradi samog sklopa, te se
ispitivanjem istog razliéitim mjernim metodama dolazilo do kona-
¢ne izbedbe koja je zadovoljavala postavljene kriterije. Ovako
izvedeni sklop predstavljao je, dakle, ne samo realizaciju prora-
¢una, ve¢ je bio i rezultat "tajne zanata" i intuicije konstruk-

tora,

Analiza, koju smo spomenuli, uvijek je tretirala samo line-
arne mreZe, a ukoliko mreZa nije bila po svojoj naravi linearna,

tada su svi nelinearni elementi morali biti linearizirani da bi



ge moglo pristupiti proracunu,

Da bi analizirali,elektriéni sklop, primjenjujemo I ili
II Kirchhoffov zakon i Ohmov zakon. Poznato je da za linearnu
mreZu sa tri ili viSe &vorova, odnosno petlji, analiti&ko rjese-
nje postaje sloZeno jer vodi prema prirodi mrefe i vrsti anali-
Zze na sustav algebarskih, odnosno, diferencijalnih jednadibi sa
tri ili vi8e nepoznanica. Pri tome treba uo&iti da nelinearna
svojstva elemenata uwopée nisu uklju¢ena u mreZu, jer se &dak naj-
jednostavniji sklop sa nelinearnim elementom, serijski spoj na-
ponskog izvora, otpora i diode ne moZe rijediti eksplicitno.

Zbog svih navedenih ograni&enja konvencionalne analitié&ke
analize, prilazimo primjeni numeri&ke analize potpomognute radun-
skim strojem kao sredstvom realizacije. Cim smo prihvatili radu-
nalo kao sredstvo provedbe numerilke analize elektriénog sklopa,
moguénosti i zahtjevi vrtoglavo rastu, mogli bismo reéi za "ne-
koliko redova velitine". Velidina mreZe je preko pet stotina &vo-
rova, (odnosno petlji) a nelinearni elementi su uklju&eni u mre-
Zu sa svim svojim nelinearnim svojstvima.

Cilj je, dakle, analizom uz primjenu radunala dobiti toé&nu
sliku ponasanija sloZenih sklopova sa najfinijim detaljima u bilo
kojem dijelu sklopa bez obzira na vrstu signala, veli&inu sklopa
i upotrebljene elemente, a sve to sa svrhom da svojstva zadanog
sklopa moZemo prou¢iti bez izrade modela u naravi. To znad&i da
je proradun toliko tolan da zamjenjuje rezultate koje se inade
dobija mjerenjem. Dapate, kod projektiranja integriranih sklopo-
va, modeli izradjeni od diskretnih elemenata bitno su se razli-
kovali po svojim osobinama od integrirane izbedbe. Prora&un s
pomoéu racunala pokazao se bliZim izvedenom integriranom sklopu,
jer je bilo moéuée bolje simulirati sve elemente i parazitne
efekte koji se u integrarnoj tehnici javljaju.

Pored elementarnih zakona elektrotehnike tri su osnovna nu-
meric¢ka postupka potrebna za analizu sklopova s mnogo elemenata:

- rjeSavanje sustava algebarskih jedhadibi S mMnogo nepozna-
nica i malom ispunom;



= iterativni postupak prilagodljiv nelinearnim poluvodié&-
kim elementima vezan uz problem konvergenciije;
- numeri¢ka integracija kod analize prijelaznih stanja ve-

zana uz problem stabilnosti i toénosti rjelenja kod mre-
Za tije se svojstvene vrijednosti znatno razlikuju.

Svako od tri navedena podru¢ja bit ée razmatrano, a oblici anali-
ze elektri&nih mreZa, koje se moZe provesti navedenim numerié&kim
postupecima, jesu:

- static¢ka analiza pri kojoj se uz zadane istosmjerne napo-

ne izraduna stanje svih elemenata sklopa. Pri tome su sve
kapacitivnosti u prekidu, a induktivnosti u kratkom spoju.
Uz ovu analizu se pridodaje dobijanje istosmjerne prijeno-

sne karakteristike sklopa jednostavnom promjenom ulaznog

istosmjernog signala u Zeljenim intervalima;

- analiza pri malom izmjeni&nom signalu koja se vr&i nakon

5to je istosmjerno stanje odredjeno. Svi nelinearni ele~-
menti se lineariziraju oko radne to¢ke, a kapacitivnosti
i induktivnosti su ukljuéene u mreXu. Mijenjanjem frekven-

cije ulaznog signala dobija se amplitudna i fazna karakte-

ristika sklopa;

-~ analiza prijelaznog stanja, odnosno, dinamiéka analiza vr-

$i se uz bilo kakav ulazni signal u odnosu na amplitudnu
i vremensku ovisnost. Svi elementi su ukljudeni u 'mreZu sa

svim svojim svojstvima. Na izlazu se dobija vremenski odziv

sklopa u bilo kojoj to¢ki. Ovoj analizi se mo¥%e pridodati
Fourierova analiza izlaznog signala ukoliko je taj periodi-
dan, Naime, ukoliko je na ulazu narinut veliki sinusni si-
gnal, na izlazu se javlja izobliden sinusoidalni signal &i-
je vise harmonike je moguée odrediti primjenom Fourierove
analize,

Na kraju treba primijetiti da je s obzirom na arhitekturu
i veli¢inu programa, te zauzeée memorije tefiste na statidkoj
analizi., Jednom kada je program za statidku analizu pripremljen,
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Analizu mrefe mo%emo izvr$iti bilo I bilo II Kirchoffovim
zakonom (I KZ - metoda &vora, II KZ - metoda petlji). Metoda &vo-
ra se pokazala prikladnijom, pa éemo je i ovdje primjeniti. Po-
djimo pri tome od jednostavnog primjera ¢ linearnom otpornom mre-
Zom (sl. 1.)

51, 1. Orijentirana linearna mreZa.

Opis mreZe treba udiniti na jednostavan nad¢in da nekom dru-
gom, ili rad¢unskom stroju bude jednozna&éno jasno o kakvoj se mre-
2i radi, a da je ne trebamo nacrtati. Takodjer ne Zelimo pisati
jednadZbe i time opisati mreZu, jer sebi Zelimo olakfati trud, a
"pisanje" jednadZbi prepﬁstiti stroju.

MreZu definiramo tako da oznalimo sve Cvorove i grane iz-

medju njih, Jedan &vor je referentui i on se obi&no oznadava
s O.

U navedenom primjeru sa slike 1. mreZu ¢emo opisati ovako
(sl. 2.):



R1 1 @ 1k
R2 2 @ 2k
R3 3 @& 5k
R 1 2 1k
RS 2 37 1k
Isl. @ 1 1A
IS5 3 2 1A

Sl. 2. Opis mreZe 1 definicija grane mreie.

Navedeni opis daje potpunu-sliku mre%e, prema kojem opisu
se ona dade rekonstruirati, dadu se postaviti sve potrebne jed-
nadZbe, pa prema tome i dobiti Zeljenofrjeéenje.-Jédnostavno re-
&eno, princip koriftenja rafunala se svodi na to da je na¥ zada-
tak zavrien nakon #to smo mreZu prema navedenom nad¢inu opisali.
Ostali dio posla obavit ¢ée radunski stroj. O%ito je da ée ébog
toga radunalo imati dosta posla i da ée program biti 'sloZen. Pro-
grami za automatski proradun elektriénih mreia sadfﬁe od 5000 =
10000 naredbi (tj. 5000 - 10000 kartica). No-jednom napisani i
u¢itani u stroj oni se. pohranjuju na magnetskoj traci ili disko-
vima kako bi se izﬁjeglo sasvim neekonomiéno u¢itavanje kartica,
£to bi ujedno znacdilo i veliki gubitak vremena za korisnika. §to
vise, jednom ulitan program u simboli&kom jeziku (npr. Fortran)
prevede se (kompajlira) na vlastiti - tzv. strojni jezik radunala
i u tom obliku &uva za koriZtenje. Na taj naéin priredjen.program
omoguéavé da nakon uéitavanja ulaznih  podataka (opis mreZe) pro=-
ratdun odmah moZe zapoceti.

2.1, Matrica vodljivosti

Podjimo jo# korak dalje u automatskoj obradi elektri&nih
mreZa. Nakon 5to smo mreZu opisali na podesan nad¢in, pogledajmo
kako moZemo napisati jednadibe koje opisuju mreZu. Pri tome éemo
nastojati sve ralunske operacije prikazati u matriénom obliku,

jer je takav oblik vrlo prikladan za matematidku.manipulaciju, a



isto tako i za programiranje.

Za mreZu na slici 1. napiZimo jednadZbe &vora, I Kirchhoffov

zakon,
gvor 1 I, + 0+0+I,+0 = I
&vor 2 0 + I,# 0 =1, + I = Igs (1)
gvor 3 0 + 0 + I+ 0 = Ip = -I ¢
i dalje
éﬁor.l* Gy vy + G, (V1 - Vé) = Igq
¢vor 2 =G, (Vy=V,) + G, V2+GS(V2-V3) = Igg
&vor 3 -G5 (VZ-VS) + G3 V3 = -I85
i dalje
¢vor 1 (G1+GQJV1 - 6, V, + 0 = Igq
gvor 2 = G, V,+(G,+G,+GcIV,=GgVy = Iy (2)
&vor 3 0 = GgV,+(G4+G IV, = =I¢
U matri¢noj formi izraz (2) glasi:
¢vor 1 G1+Gq ' --Gu 0 Vq ISi
Gvor 2 | =G,  G,*G,+Gg . =Gy [| V, | = Ig (3)
¢vor 3 0 =Gg G3+G5 Vi —185

¢vor 1 &vor 2 &vor 3

ili simbolicki



gdje je § matrica vodljivosti iz (3), vektor V.  je vektor

napona &vorova prema referentnom &voru (&vor nula ili uzemlje-
nje), a s desne strane je vektor strujnih izvora I, « Uogimo
na ovom mjestu na&in na koji je sloZena matrica § , usporedju-

juéi je sa rasporedom elemenata na slici 3.:

- dijagonalni &lan <7 je suma svih vodljivosti koje su
vezane za ¢vor 1t ,

- ostali ¢lanovi u retku < se nalaze na mjestima Zj i
to tako da na mjesto ij dolazi ona vodljivost koja ve-

zuje &évor < i évor J , ali sa negativnim predznakom,

~ yvodljivosti koje su s &évora < vezane na referentni &vor
nalaze se samo u dijagonali.

Vektor strujnih izvora ima na pojedinom mjestu zbroj svih
struja strujnih izvora koje ulaze u taj &vor. Ovaj postupak je
vrlo prikladan za slaganje matrica iz toploZkog opisa mreZe koji

je dan na slici 2. Medjutim, izraz se moZe dobiti

GV =1
~ =N =sn
postepeno primjenjujuéi osnovne zakone kao &to su I Kirchhoffov
zakon, Ohmov zakon i definiciju pada napona na otporu koji je

jednak razlici potencijala na krajevima otpora.

Napigimo sva tri zakona za cijelu mreZu u matri&noj formi.

I Kirchhoffov zakon., Standardnu granu mreZe definiramo pre=-

ma slici 3, Izmedju &vora m 1 n nalazi se vodljivost G i
paralelno njoj strujni izvor I, .

Slt. 3. Standardna grana mreie,



Ukupna struja grane je J = I = IS . Grana mrefe moZe sadr-
. 2avati samo vodljivost G , samo strujni izvor IS ili istovre~-
meno oboje. Uzimajuéi u obzir ovu definiciju izraz (1) moZemo na-
pisati

1
0 1 0 =1 1 J2 =0
0 0 1 0 -1 J3
Ty
Je 5 €
1 0 0 1 0 I1 - Isi
0 1 0 -1 i 1, -0
0 0 1 0 -1 13 - 0 =0
Ig = Igg
ili u matrié¢noj formi
AJ =0,
ACL-1) =0
AL=AL ., IKZ. (4)

Matrica A zove se matrica incidencija i moZe se konstrui-
rati iz topoloskog prikaza mreZe (vidi slike 1. i 2.). Iduéi od
grane 1 do 5 piSemo 1 na mjestu onog ¢vora iz kojeg struja grane
izlazi, a =1 na mjestu ¢vora u koji struja ulazi,

Matrica Ay je ukupna matrica incidencije, koja obuhvaéa i
referentni &vor. Vidimo da je &etvrti redak matrice A, suvisan,
jer se dade jednozna&no rekonstruirati iz prva tri. Na primjer u

prvom stupcu (grana 1) nalazimo samo +1, ¥to zna¢i da se ~1 nala-
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zi u Cetvrtom retku, Sto znati da je prva grana spojena izmedju
dvora 1 i referentnog &vora.

grana 1 2 3 4 5

.

évor 1 1 0 0 1 0
&vor 2 0 1 0 =1 1 = A
&vor 3 0 0 1 0 =1

- e o an o - -

évor H=@|=1 -1 «1 0 0

Isto tako pregledom slike 1., vidimo da mreZa ima detiri &vo-
ra. No budué¢i da jednom &voru moZemo pridati vrijednost nula, stvar-
ni broj nepoznanica je 3,

Ohmov :zakon. Za svaku granu mreZe moZemo napisati vezu izme-

dju napona ‘i struje kako slijedi:

Gy Vb1 = I4 "6y b1 I
€2 Vp2 = I Gy ¢ Vb2 I,
G3 Vpg = 13 =2 Gq Vb3 | * | I3
Gy Vpy = Iy 0 Gy Yoy Iy
Gy Vg5 = Ig Gy || Vig | PO 5
,QD Eb = I, Ohmov zakon (5),

gdje je Sp dijagonalna matrica vodljivosti, vektor Vy, vektor
napona grana, a I vektor struje grana.
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Definicija pada napona na grani, se dobije odredjivanjem

. napona grane iz razlike potencijala na krajevima grane,

Vo=V, 1 0 o |V, i
v, =V, o 1 o |v, Vi
vy =V, = |0 0o 1 W= | %
Vy=V, = Vp, 1 -1 0 Vi
Vs *Vegr |0 2 -3 Vbs |, d1d
AV =Y. ()

Matrica koja povezuje napone &vorova i grana je transponira-

na matrica incidencija Qt .

PoveZimo sada izraze (4), (5) i (6)

>

-:].:- =

i

(7

i<
]
=
-

gdje jednostavno uvritavanje daje:

A Gy VYV, =4ALs,
t .
-Av"G-'Dé --n"ﬁ.;.gs
GV, *Al , (8)

L Dakle, matricu vodljivosti dobili smo sada

gdje je § =A Gy A
postepeno, koristed¢i matricu incidencija i dijagonalnu matricu

vodljivosti.
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Iz izraza (8) izrafunaju se naponi &vorova prema

- =1
Yat &AL (9)
Sve o8tale parametre mrefe moZemo izra&unati iz poznatih na-
pona &vorova prema izrazu (7) :

naponi grana y, = ét Yo »
. = = t
struje grana I =6V =6,A"V .
Izratunajmo matricu G = A Sp ét za mreZu na slici 1.:
1 0 0 1 o0 G1 1 0 O
AGA = [0 1 0-1 1 G, 0 1 0
0 0 1 0 -1 Gjy 0 0 1 =
Gy 1-1 0
Gg 0 1 -1
G1 0 0 Gu 0 1 0 0 (61+Gu) —Gu 0
0 G2 0 _GH G5 0 1 0 -Gu (G2+G4+G5) ~85 =6
0 0 G5 0 -Gg 0 0 1 = 0 -Gg (64+G¢)
1 -1 0
0 1 =1

2.2, Zavisni strujni izvori

U bilo kojoj grani mreZe moZe se nalaziti strujni izvor. Ti
strujni izvori mogu biti nezavisni ili zavisni. Nezavisni strujni
izvori idu u vektor s desne strane kako je veé ranije prikazano.
Zavisni strujni izvori se ovako tretiraju (sl. 4.): pretpostavimo
da se radi o nazivisnom strujnom izvoru. Takav izvor bi se nalazio
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u desnom vektoru. Zatim taj izvor opiSemo naponima upravljadkih
&vorova i ¢lanove s desne strane prebacimo na lijevu stranu.

Struja upravljacke grane je

L]
u

1 %6 (Vpy = Vo) »

a zavisna struja je

-t
11

v ;. 1 v
“2————NVWhF—————4;n2 _ upravijalka, nezavisna grana

Vit @ Y2 . .
upravijana, zavisna grana
1
2 = ﬂ l‘
nezavisna grana vektor strujnih izvora
™ my
\ | | YL
- \ | ] ’ﬂ/ : _
kj [—— = 16—~ -NG - Iy = =06y \py +00y V2
o N | . - o
s I\ 1 Col
. 89 N\
k7 | l
z \ ,
(] ' v Q I )
\ ‘Vn

Sl. 4. Prikaz umetanja savienog strujnog tisvora

u G matricu.
L d
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Ovakav strujni izvor se zove naponski upravljan zavisni struj-
ni izvor. Veli&inu 361 se moZe izraziti i takozvanom transkonduk-
cijom G, Ppa za struju I, imamo

™

Zavisni strujni izvor odredjuju &etiri ¢lana u § matrici koji
nisu simetri&ni s obzirom na dijagonalu. Dakle, G matrica je
simetridna opéenito, ali ukoliko imamo zavisnih strujnih izvora
6 matrica ima i nesimetri&nih &lanova. S obzirom na refeno, za-
visni strujni izvori predstavljeni su u G matrici kako slijedi:

a-+ BG =-0G + G -G
1 {14 m m
g + | -6, 0 Gy * | =6 Gy,
o v - oo, . 4 +
4 upravljadka grana upravljac¢ka grana

2.3. Naponski izvori u mreZi

Naponski izvor koji se nalazi sam u grani nije moguée izrav-
no obuhvatiti u mreZi koju analiziramo metodom &vora. To nije iz-
vedivo zbog &injenice da prema izrazu (5), Ohmov zakon, nije mogu=-
ée odrediti struju takove grane,

Promatrajuéi neku mreZu koja ima naponski izvor o¢ito je da
je broj nepoznatih napona &vorova umanjen za jedan. Naime, poznati
naponski izvor V_ , ukoliko je prikljuen izmedju &vorova Vig i
Vo » daje za napon &vora V., = Vi4 + Vo . Ova ¢injenica traii da
se u sludaju mreZe koja se rjeSava metodom &vora, takodjer smanji
broj nepoznanica za broj poznatih naponskih izvora, a isto tako
potrebno je odredjenim algebarskim manipulacijama omoguéiti anali-
zu mreZa koje sadrZe :‘i naponske izvore.

a) Naponski izvori spojeni jednim polom na referentni &vor

Uglavnom svi naponski izvori koji su zanimljivi za primjenu
u mreZi su jednim svojim polom uzemljeni. To su naponi napajanja
sklopa i naponi ulaznih signala. Zbog toga ¢éemo najprije opisati
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kako se takovi izvori mogu uklju€iti u matrini izraz (8). Podji-
. mo od primjera na slici 5, OpiSimo mreZu uz pretpostavku da nam
je poznata struja naponskog izvora I,

i

Sl. &§. Mre¥a sa naponekim isvorom kojemu Je
Jedan pol usemljen.

6, +6, =G, 0 -6, || v T,
-G, 6,46 -G 0 v 0
1 ®17% 3 2§ . (10)
0 =63 Gg+G,+G -Gy [| Vg 0
-G, 0 -G 6,46 || Vv, 0

gdije je V1 = VS o

Premjestimo sada prvi stupdc na desno i prvi redak na dno.

Prva operacija zna¢i da mijenjamo raspored nepoznanica Vn : od
V. dolazi na dno vektora V., - Nakon ove operacije € matrica

je nesimetridna, a struja I, je ostala na istom mjestu. Druga

operacija zna¢i da prebacujemo cijelu prvu jednadZbu na posljed-

V2, Va, Vq dobijemo- Vz, Vs, Vu, V!, tj. nepoznati napon

nje mjesto pa s tim mijenjamo raspored strujnog vektora I : od

rica je opet simetri¢na matrica, a nepoznata struja I, se nala-

zi na dnu strujnog vektora. Nakon Sto su obe operacije provedene

0, 0, 0 dobijemo 0, 0, O, I,. Nakon ove operacije G mat-

izraz (10) prelazi u



= 16 =

Gi-l-G3 =G, 0 =64 v, 0
-Gg G4+6, +G¢ ' -Gg 0 Va z 0 (11)
0 -Gy’ G,*+Gyg -6, Vy 0
-6, 0 6, G, +6, Vs I,

nn ne n 8
-------------- - . e on - - o ew o (12)
i
Cen ! Ggs Ve Iy

Snn Yo * Gns Y5 7 Ls
(13)

Len In * Bas X5 7 Iy
Prva jednadiba iz (13) nam daje:

G V = (I_ =~ 6 vV.) , (14)

i dalje

v = g 1

Vo = Snn (Ig - Spg ¥ -

~N§ —8
Dakle, opisanim postupkom smanjili smo broj nepoznanica susta-

va i omoguéili.rad s naponskim izvorima. Druga jednadZba iz (13)

nakon #to smo prema (14%) izrafunali napone &vorova V., » omogucava

izratunavanje struja kK I koje teku naponskim izvorima.

Vratimo se opet naSem primjeru i sredimo izraz (11) prema (13):



G1+G3 ---G3 0 V2 G1 Vs
“GB 63+Gu+G5 -G5 V3 = 0
0 ~G5 (52+G5 Vy G, Vs i

Ukoliko u mre2i ima vi%e naponskih izvora kojima je jedan
pol uzemljen, svi oni se eliminiraju tako da se stupci koji sa-
drZe napone Vs i reci koji sadrie struje I prebacuju kraj-
nje desno, odnosno na samo dno matriénog izraza.

b) Naponski izvori spojeni izmedju bilo koja dva &vora

U ovom sludaju procedura je sloZenija, a primjena se kod ana-
lize elektridnin mreza vrlo rijetko susreée., Zbog toga nec¢emo da-
ti cijeli algebarski postupak, veé ¢emo samo nacelno opisati kako
bi se i takovi naponski izvori mogli ukljuditi u mreZu i racunati
metodom ¢vora. Imamo 1i naponski izvor u mreZi prema slici 6. mo-
guée je mreZu na mjestu gdje se nalazi naponski izvor VS prika-
zati kao da se sastoji iz tri posebna naponska izvora V. . Time
smo dobili tri grane V_,, G, a ¢vor V, Jje iStezao. Nakon toga
potreban je jo$ jedan korak, serijski spoj napona i vodljivosti
po Nortonovom teoremu zamjenimo sa paralelnim spojem strujnog iz-
~vora G Vs i vodljivosti kao &to je to prikazano na slici 6.

Time je postupak eliminacije naponskog izvora zavrsen.
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AAAAAA
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51, 6. Ilustracija postupka sa naponskim izvorom kojt
Je spojen izmedju bilo koja dva dvora.
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3. RJESAVANJE SUSTAVA ALGEBARSKIH JEDNADZBI

3.1. Gaussova eliminaciija

-

U poglavlju 2. smo opisali kako se dobije matrica G i vek-
tor 15 » te je mreZa opisana s izrazom G Voo 2 dan o RjeSenje po
naponima &vorova pifemo simbolicdki

" 5"1 I (15)

V
—=n =sn

gdje je 9_1 inverzna matrica od G . Postupak dobijanja rjese-
nja objasnit ¢emo, kako je to u matematici udbiéajeno na primjeru

Ax=b,
odakle je
X = Q'l b . (16)

Postupak dobijanja rjes$enja Cramerovim pravilom zahtjeva n!
racdunskih operacija $to je neizvedivo za vece matrice. Spomenimo

da je 10! = 3 628 800, a 20! = 2,432-1018 .

Zbdg toga se sustav jednadZbi rjeSava metodom Gaussove elimi-
nacije, a taj postupak zahtjeva pribliZno n3/3 ra¢unskih opera-
cija., Gaussova eliminacija se sastoji u tome da se iz prve jedna-
dzbe eliminira prva nepoznanica i uvrsti u svih preostalih (n-1)
jednadZbi. Opidimo postupak na primjeru s 3 jednadibe s 3 nepoz-
nanice. Primjenit éemo modificiranu Gaussovu eliminaciju koja se
onda zove i redukcija po Crout-u, U ¢isto Gaussovoj eliminaciji
se iz prvog retka izludli X4 » @ po Crout-u se izludi aqq Xq -

Dakle, imamo

a1 4 S49 s 1 1
dnq a7 a3 X0 | = | by
azq a39 azj X3 b3 ,
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ili opSirnije napisano

a39 Xq % a9 X5 + a43 X3 = by
“Agq Xq * 855 Xy + a4 X3 = by
a3y X4+ agy Xy + agy X3 = by .
Podijelimo &lanove prvog stupca sa ayq !
a1 12 %13 e K 812 413
a
21 _ 1
Tq 22 | Y[ m g (17)
a31 1
Ana 832 433 a31 a32 a3z | -
11
Iz prve jednadibe izludimo agq Xq ¢
a49 X4 = by = @49 X5 = a3 X3
i to uvrstimo u drugu i treéu jednadZbu:
igl (b, -~ X, = X,) + + £ b
a;, 1 Q49 %9 = 843 %3 Qap g ¥ iMas Ky T Np
a
—31-(b-a X, = a Xn) + @an, X, + a X, = b
a,, 17%12 *2 13 *3 32 *2 33 *3 3
3to nakon sredjivanja daje
a a da
21 21 21
(a - —— as.n)X, + (a - ——— a,,)X, = b, = —= Db
22 T @y %12°%2 23 T &, *13’%3 2 " a1
(18)
a a a
31 31 31
(a  m——— Ban)Xn * (Aag = =—— Asa)Xs = Dy = == D, o
32 T W4 *127%2 33 T a5, *137%3 373, 1
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Skraéeno to piSemo kao

1 1
499 Xp * 853 X3 = by
1 1 1
a3 X * azg X3 = by .

Dakle, opisanim postupkom smo eliminirali nepoznanicu X4 s ti.
reducirali smo red sustava sa n na (n-1). Postupak nastavljamo

eliminacijom x, :

1 1

! a a

1 32 4 _ 2l fap g
. (a33 - "_‘a,l 6123)}{3 - b3 ‘T bz 9
: 22 R
i1li
2 .2
a33 Xy = b3 .

Nakon zavrSenog postupka eliminacije dobijemo ovakvu shemu:

agq Xq * aqy Xy * a3 X3 = b1 (19.a)
1 1 1

0 + a5y Xo * apy Xg = b2 (19.b)
2 g

0 + 0 + azg x5 = b3 (19.¢)

Iz izraza (19) lako izradunavamo nepoznanice x ., Iz jednadZbe

(19.¢c) imamo:
' - Bl 12
Uvrstimo vrijednost X5 u jednadZbu (19.b) pa dobijemo:
- 1 1 1

i na kraju x,, X3 uvrstimo u jednadZbu (19.a) i izradunamo Xq

Pokugajmo sada uo¢iti mehanizam eliminacije na slijede¢i

naéin:



nakon ¢ega imamo:

8411 812
1

0 a22
1

0 a32

Eliminacija se ponavlja sve dok se ne dodje do zadnje nepoznani-

Ce.

Vazan podatak je broj radunskih operacija potreban za dobi-
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a33

(20)

janje rjesenja po Gaussovoj eliminaciji. Uvedimo oznake D - dije-

ljenje, M - mnoZenje, 0 - oduzimanje.

Prema opisanom postupku trebamo:

ELIMINACIJA PRVI REDUCTRANA VEKTOR RJESENJE
STUPAC MATRICA B X
D M 0 M 0 M O D
X4 tn-1) (n-1)2 (n=1)% (n-1) (n-1) (n-1) (n=1) 1
Xq (n=2) (n=2)% (n-2)2 (n-1) (n-1) (n-2) (n=2) 1
% 1 1 1 1 1 1 1 1
X & % " , " “ - 1
n=1 n-1 n—12 n=-1 n-1 n=-1 n-1
Li $i $i £i Li Li §i n
i=1 i=1 i=z1 i=1  i=1  i=1  i=1
PRIBLIZNO n2/2 n3/3 n3/3 n2/2 n2/2‘ n2/2 n2/2 @
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Broj radunskih operacija je, kako vidimo, odredjen s dva tipa
sume prirodnih brojeva Zi i %

n=1 - _
ii = iﬂ—%lﬂ y jer je zadana suma aritmetic¢ki niz prirodnih bro-

i=1 2
2 i i3 n

jeva od 1 do (n-1) #to daje - -5 * §to aproksimiramo sa - .

n-1 .

Li® je suma kvadrata prirodnih brojeva i jednaka je

i=1

3 2
n_ ., n_.n
g & FhE
hd 1
gto aproksimiramo sa - .

Kod redukcije matrice A trebamo, dakle,

n’ | n? n
T M+73=D+ 30,
n3
gdje obi&no zadrZimo samo prvi &lan —M, jer zahtjeva najvise
operacija i najvise vremena po jednoj operaciji. Sredjivanje vek-
tora b zahtjeva '
n2 n?
My 0,
n?
gdje zadrzZavamo prvi <¢lan o M . Za dobijanje rjeSenja treba ta-

kodjer pribliZno n?/2 M.

Za primjer uzmimo n=30 , u kojem sludaju imamo:

3 : 2
g-:gooo i }:uso

3
Vidimo da najvife vremena i napora u prorafunu zahtijeva %—
mnozenja. Sve druge operacije znatno manje optereéuju proradun.

1) Pribliini izraz za I i® se moZe dobiti iz integrala

n-1

i% ai .
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Numeri&ki primjer za Gaussovu elilinaciju:

2 2 3 Xq 1
., & 5 8 x2 = 2
6 2 2 Xq I
2 2 3 X4 i
2 1 2 X, £ 0
3 -u' -7 X3 1
-_2 2 3 xq 1
2 %3 @ x = 0
D 2
b
3 4! 1 Xq . §
RjeSenje je:
Xq = 1,
xé =0 = 2.1 =2 =2

(1-3+1 = 2(=2))/2 = 1

Izvriimo kontrolu uvrstavanjem rjesSenja u zadane jednadZbe:

2 -4 +3 =1
4 - 10+ 8 = 2
6-“"'2:“-

Qfl b , ukoliko se promjeni vektor b ,

Prema izrazu (16), x
matrica éfl se ne mijenja i do rjeSenja x se dolazi jednostavnim
postupkom mnoZenja matrice ﬁ_l s novim vektorom b . Kod primjene
Gaussove eliminacije, umjesto inverzne matrice Qf dobijemo iz~
raz (19) iz kojeg izradunamo nepoznati vektor x . Na prvi pogled
promjena vektora b bi trebala zahtijevati ponavljanje Gaussove
eliminacije u cjelini, tj. pribliZno n®/3 rpadunskih operacija.
"Vidjet éemo da to nije potrebno i da je u sludaju kada se mijenja
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samo vektor b , broj radunskih operacija znatno manji - n2

_ Naime, ofito je da koeficijente ajs neitre?a u izrazu (19) po-

novo radunati, veé samo vektor b (bi’ Doy D3y eeeey b:-i), a za

obradu vektora b se koriste oni ¢lanovi u stupcima koji se nala-
ze ispod dijagonale. Ti &lanovi u toku eliminacije iB%eznu i na
njihovom mjestu se pojave nule. Medjutim, ukoliko te &lanove sadu-
vamo, oada ponavlﬂanje prorauna zbog promjene vektora Db ;ahti-
/2

jeva %— radunskih operacija za sredjivanje vektora b i n
operacija za dobijanje rjeSenja, dakle ukupno n? operacija.

Ova dopuna Gaussove eliminacije po kojoj se safuvaju svi &la-
novi ispod glavne dijagonale vodi na tzv. LU dekompoziciju. Nazo-

vimo matricu prema izrazu (19) gornjom trokutnom matricom U :

4114 442 243 Y41 Y42 Y43
1 1 ) "
0 ay, a3 | = |0 Upg  Upg | = U
2
0 0 a33 0 0 u33

Nazovimo ¢lanove koji nastaju tokom eliminacije ispod dija-

gonale donjom trokutnom matricom L :

1 0 0 1, O 0
al 1 0 = | 1 1 0 = L
21 21 22 L
1 2
a3y Az 1 139 13, 133 J

gdje smo &lanovima ispod dijagonale dodali jod§ dijagonalne &la-
nove koji su svi jednaki 1 .

MoZe se pokazati da vrijedi:
LY=4,

pa onda slijedi iz
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Ax=Db, (21.a)
LYx=>», (21.b)
.gai R A (21.c)
Ly=b,

odakle je
y=L'p., (21.d)

Sada y wuvrstimo u (21.,b) te izradunamo

x = E:1 Y e ; (21.e)

Ukoliko dalje razmotrimo izraze (21) onda vidimo slijedeée:
izraz (21.a), tj. matrice L i J dobijemo uobi&ajenim postupkom
Gaussove eliminacije; izraz (21.d), tj. vektor Yy Jje u stvari
simbolidki prikaz sredjivanja vektora b ; izraz (21,3) je sim-
boli&ki prikaz dobijanja rjeZenja X iz reducirane matrice A .

3.2, PoboljSanje to&nosti riesenja

Ukoliko Zelimo postiéi veéu todnost prora&una postupamo ova-

ko: dobivena rjesenja sustava A x = b oznadimo sa X, - X_ .

Uvritavanjem x; - X u originalne jednadibe imamo:

"
o1

Apq X4 * @yp Xy * siee. ay, X, = 52 # b2

= vl —
ang X4 * @ 9 Xp * L.e.. +oa Xx.=2b #4b

Ovim putem se ocjenjuje ispravnost naSeg prora&una. Naime ,
kada bi svi X; do ?n bili toéno izradunati, tada bi i svi B



bili jednaki b . Iz razlike (by-by) do (bn—Sn) zakljuéujemo na

toCnost prorac¢una. Veéina programa ima ukljuéenu ovu kontrolu, Me-
. djutim ovaj jednostavni postupak kontrole omoguéava nam i pobolj-
Sanje to&nosti traZenog rjesSenja na ovaj nadin: odbijemo od origi-
nalne jednadZbe izradunatu

"
o

ail(xi - 11) + 312(x2 - x2) + o0 * ain(xn - xn) 1 - Ei

[1]
o
]

=z |

anl(xl - Xi) + anz(xz - x2) + - (X - X )

- 5

n
>
o

a11 Axi + 312 sz + s 008 + ain ﬁxn 1
Ax

ﬂxl + a 2 t se0s +a ﬁxn

nn

"
>
g
L]

nl n2

Buduéi da je A matrica ista, a promijenili su se samo &la-
; ' . . 2 * .
novi b1 3 bn u ani * Abn to radun ponovimo uz samo n operaci-
je i izradunamo nepoznanice Axy # Axn . Tada imamo za nove vri-

jednosti od x :

-fii-ﬁx

b
]

X+ A
n n xn

Ovaj postupak moZemo ponoviti vige puta kako bi to&nost bi-
la 3to veca.
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3.3 Inverzna matrica

Ranlje smo spomenull koliko je sloZeno dobiti inverznu mat-
ricu Cramerovim pravzlom. Koristeéi na spretan nadin Gaussovu eli-
minaciju, moZemv. dobiti sve koeficijente inverzne matrice uz pri-
bliZno n3 racunskih operacija., Podjimo ovim redom: zadan je sus-
tav A x = b , simbolidko rjeéenje je x = 5-1 b . Nazovimo ele-
mente inverzne matrice A~ 1 a,
matrice A ).

3| (za razliku od elemenata (aij)

Pretpostavimo da nam je matrica Q'l poznata. Tada moZemo

napisati:

Xq ¥ @49 by + @45 by + e 4@y b

n

Xg % Og9 by # Gyp by + ... + @, by
(22)

xn = an1 b1 + un2 b2 * cese + ann bn

Ukoliko su svi elementi vektora b nula osim prvog koji je
b1=1 tada se gornji sustav reducira na:

x1 - 311
X2 = u21

(23)
xn = ani

Ukoliko su svi bi=0 osim b2=1 tada imamo:
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(24)

a .

b
u

Provedimo sada Gaussovu eliminaciju nad sustavom A x = b ,
B p—

gdje ¢emo za D

o O =

O & e @

- -

O &8 = e

uzeti:

$to simbolidki moZemo napisati kao:

511 sooecoon aln

e ® s e ®
e o e e @

ani o e 90 o0 ann

X4

o
L
s
L
Ll

X

n

0 0
0 .
1 L]
» by = 0 » see b = : sy (25)
. 0
0 1
/
1 0
0
= cas (26)
0 9 0 ] e

Prvi niz rjeSenja x4 - X mora biti identidan s jednadZbom

n

(23), drugi niz s jednadZbom (24), itd. Dakle dobivena rjesenja
(x4 # xn) predstavljaju koeficijente inverzne matrice. Broj po-

trebnih radunskih operacija je slijedeéi:

- sredjivanje matrice A , nd/3 operacija
- sredjivanje 1-vog desnog stupca b , n2/2 operacija

- izradunavanje

Xq ¥ X, s n%/2 operacija.
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Sredjivanje matrice A viSe nije potrebno, te nastavljamo
od drugog stupca dalje na ovaj na&in:

- sredjivanje 2-gog desnog stupca b , ali s poletkom u
b,=1 , jep je b,;=0 pa nemamo Sto srediti, (n-1)2/2
operacija

= izralunavanje X, ¢ Xy s n%/2 operacija

- sredjivanje 3-feg desnog stupca b s pofetkom u bg=1 ,
(n-2)2/2 operacija

- izradunavanja  Xq P X s n2/2 operacija, itd.

Dakle, ukupno trebamo:

3 2 2 2 2 2
§—+(§—+(3}1) +(n;2) +....§-—+%-)+n,'j‘— .

Srednja suma je jednaka

.2 1 n3 n3

"ty

L1 o Bl |

1
z i=1

pa moZemo napisati za ukupni broj radunskih operacija:

n3 n3 n3 _ 3

-3—-+-B-—+T--n B

To je samo tri puta viSe nego 1li je potrebno za izradunati su-
stav A x = b .
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3.4, Primjer programa u Fortranu za Gaussovu eliminaciju

Da bi smo ilustrirali jednostavnost racunskog postupka po
Gaussovo) eliminaciji navodimo program u FORTRANU za rjesavanje
sustava od N algebarskih jednadZbi.

ARUN
AdFORy

BN Ral

anon

e N Ry

Nzl a]

L Naka)

100

is

REZERVIRANJE POLJA ZA ELEMENTE MATRICE Ay
VEKTOR B I RJESENJA X

DIMENSION A(100+100),B(100)+X(100)
UCITAVANJE ELEMENATA MATRICE A I VEKTORA 8
READ(S.100) N

READ(S:101) ( (A(Ird)sI21sN) oJ=f oMy (B (1) s I=10N)
FORMAT (I%)

101 FORHAT (10F8.1)

ie

186
17
is

20
19

D0 15 J=1eN
K=J+1

RACUNANJE PRVOG STUPCA MATRICE A I VEKTORA B

DO 16 I=K-sN .
A(Ted)=A(TI«J) /A (UL V)
B(I)=B(I)=-A(LsJ)=B(JN

RACUNANJE PREOSTALO® (N-1)%(N-1) OIJELA A MATRICE
00 17 L=KsN <

DO 18 M=K N i

A(LaM)IZA(LaM)Y =A(LeJ)2AlJo M)

CONTINUE

CONTINUE

RACUNANJE NEPOZNATDG VEKTORA X

=0

00 19 J=1+N -
L=N=J+d

K=N=-J
x(L=m(L)=c) /A (L L)
C=0.

IF(K-1) 15242

DO 20 M=LsN

C=C+A (KoM)®X (M)
CONTINUE

ISPISIVANJE REZULTATAy VRIJEDNOSTI VEKTORA X

WRITE (6+102) (X(J)»J=1,sN)
FORMAT(1X»10F12.3+/)

STOP

END
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3.5, Matrice sa malom ispunom

Kod matrice vodljivosti G koja opisuje neku elektriénu
mre 2u veoma veliki postotak elemenata matrice je jednak nuli.
Ovaj veliki broj nula u matrici treba iskoristiti tako da racun
vriimo samo sa elementima koji se razlikuju od nule. Malen broj
elemenata razliditih od nule je posljedica prirode elektridnih
mreZa. Prisjetimo se nadina na koji se slaZe § matrica (sl. 7).

Gy évorS5 -~ 0 -G 0 -G, 161062:(5306‘1 0 -Gy

St. 7. Primjer formiranja G matrice.

Vidimo da u jednom retku postoji dijagonalni &lan i jod onoliko
&lanova 8 koliko je drugih &vorova promatrani &vor povezan (ve-

za s referentnim &vorom se ne raduna).

U danom primjeru 5-ti redak G matrice koji odgovara
5-tom &voru, ima 1+3=4 elementa. Opéenito u elektri&nim mre-
%ama imamo na jedan &vor vezano 2 do 10 grana. Pretpostavimo da
imamo prosje&no 5 elemenata po retku i 50 &vorova. Tada ée G
matrica imati 50°¢5=250 ne nula, (NZ) elemenata i 2250 nula,
(Z) elemenata, tj. ukupno 2500 elemenata bit ée 10% NZ i 90% 2,
Na prvi pogled je jasno da ovako veliki broj nula elemenata
treba iskoristiti u svrhu &to racionalnijeg proraZuna. Druga
konstatacija je, da je G matrica simetrina s obzirom na gla-
vnu dijagonalu. Ovu konstataciju treba opravdati: ukoliko u mre-
%i nema zavisnih strujnih izvora, matrica G Jje simetri&na po
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obliku i po vrijednostima korespodentnih - zrcalnih elemenata.
- Medjutim, ukoliko u mreZi imamo zavisnih strujnih izvora, tada
se javljaju nesimetridni elementi. PrikaZimo ovo na primjeru
strujnih izvora u Ebers-Mollovom modelu tranzistora (sl, 8),

5 7 n
5 |-(dNGg+dy G ! oG dNGE
7 ANCE ~dNGE
n & Gc -d; ¢

Sl., 8. Ebers-Mollov model transistora daje

simetridnu strukturu u G matriet.

Vidimo, 'da u zadanom primjeru svaki ovisni izvor daje tri nesi-
metridna elementa. Sretna je okolnost da grana 5, 7 ovisi od
grane 5, 11, ali i grana 5, 11 oviso od grane 5, 7. U takovom
slu¢aju, kada postoji recipro&na ovisnost dviju grana, G ma-
trica je simetriéna, ali.zrcalni elementi nemaju isti iznos.
Prema tome, kod razmatranja matrica s velikim brojem nula ele-
menata, smatrat ¢emo da'je struktura G matrice simetriéna.

Dakle, imamo preko %0% nula elemenata, G matrica ima si-
metriénu strukturu, a broj ne-nula elemenata po retku je razli-
¢it. Postupak Gaussove eliminacije Zelimo primijeniti na takav
na¢in da zauzmemo §to manje memorije i da izvrSimo Sto manje ra-
¢unskih operacija. Pri tome treba uoditi slijedeée:

- element matrice 833 podlijeZe obradi samo onda kada su

Celni elementi u retku i , i stupcu j razlidéiti od nu-



- G -

le, i to bez obzira da 1li je sam element 8i3 #0 ili

834 ° 0 ., Dapade, u sluXaju kada je elemenat 845 ° o,
nakon obrade postaje element 8i3 # 0 , dakle, generira
se novi ne-nula element.

.

Ova &injenica, da postupak Gaussove eliminacije generira nove
elemente, dovodi do toga da broj elemenata u 6 matrici sve vi-
Be raste kako u eliminaciji odmi&emo od po&etka prema kraju.

Nad cilj je, zbog toga, srediti stupce i retke matrice tako da
se tijekom eliminacije generira #to manje elemenata. Time zauzi-
mamo najmanje rijedi u memoriji i trebamo izvr#iti najmanje ra-
¢unskih operacija.

a) Uditavanije elemenata § matrice

Uditavamo samo ne-nule i to po recima prema slijedeéo)
shemi:

redak stupac iznos

1 1 X R(1) = 1 —C(1) = 1 A(1) = x
3 b R(2) = 4 c(2) = 3 AC2) = x
7 X R(3) = B\\\\C(B) = 7 .
2 ? e . C(u) = 2 .
3 ” . Cc(5) = 3 .
7 2 . c(6) = 7 .
g % c(7) = 8 .
c(8) = 5 A(B) = x
3 5 X . o

Gore navedena shema znadi da se u retku 1 nalaze elementi na
mjestu 1, 3 i 7, a u retku 2 c=lementi se nalaze na mjestu 2, 3,
719, itd,

Neka je G matrica velitine n x n , a N2 broj ne=-nula,
tada trebamo:
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n rije¢i za indeks retka, R
NZ rije&i za indeks stupca, C
NZ rije&i za vrijednost elementa, A,

tj. ukupno n+2 NZ rijeéi. Prema ranije danom primjeru s n = 50
trebamo 50 + 250 + 250 = 550 prije&i (umjesto 2500 kada bi pohra-

njivali i nule).

b) Redoslijed eliminacije kod matrica s malom ispunom

Matrica vodljivosti § , s kojom je elektriéni sklop opi-
san, ima raspored elemenata po recima ovisan o numeraciji &voro-
va , 8to je sluéajénspostupak koji ovisi o korisniku programa.
Tako dobiveni raspored o¢ito nije optimalan s obzirom na mini-
malni broj generiranja novih elemenata i minimalan broj rafun-
skih operacija. Cilj nam je matricu vodljivosti § i strujni
vektor Ei tako srediti da broj novonastalih elemenata bude Zto
manji, &to takodjer vodi i na manji broj potrebnih radunskih o-

peracija za izvodjenje Gaussove eliminacije.

Najjednostavnije na&elo, koje se namefe, je raspored redaka
po kojem redak sa najmahjim brojem elemenata dolazi na vrh ma-
trice, a zatim dolaze reci s veéim brojem elemenata., Promotrimo
pojave koje se javljaju pri ovakovom postupku eliminacije, jer
su zajednidke i suptilnijim metodama.

Opravdajmo raspored redaka po uzlaznom broju elemenata na
slijedeéem primjeru. Na slici 9. elementi su oznageni sa znakom
x . Uvedimo jo¥ oznake n - broj elemenata u retku i stupcu,

k = broj elemenata u retku (odnosno stupcu) razli¢it od nule,
"z = broj elemenata jedhak nuli., Prema slici 9.a sa n=5 i k=5
u prvom retku, nakon prvog. koraka eliminacije, generirati c¢e

se (k=1)(k=2)=12 novih elemenata i svi nula elementi ¢ée pos-
tati razli®iti od nule. Raspored je, dakle, nepovoljan. Prema
slici 9.b koja predstavlja istu matricu kao i slika 9.a, ali sa
prvim retkom i prvim stupcem premjeétenim u zadnji redak i zad-
nji stupac, tokom cijele eliminacije ne generira se niti jedan

novi element. Raspored je, dakle optimalan.



1 2 3 u 5 5 2 3 4 1

5 § X X X X 5 X X

2 X X 2 b4 X

3 X X 3 b4 X

) X X b x

5 X X 1 X X X X
a) b)

Sl., 9. a) Primjer rasporeda elemenaia matrice sa ve-
likim brojem generiranth elemenata, b) Matrica
sa malim brojem generiranih elemenata, c) Pri-
mjer sa definticiju obradjivanog polja.

Na slici 9.c ilustriran je pojam obradjivanog polja. Velidi=-
na tog polja je

OP = (k - 1)(k - 2) . _ o an

S obzirom da se ovdje radi o promatranju matrica, koje su
simetriéne po strukturi, ostaje parametar k osnovna veli&ina
za mjeru obradjivanog polja. Prema primjeru sa slike 9,c obra-
djivano polje je uz k=4 jednako

Velidina obradjivanog polja pokazuje:

- koliko je potrebno radunskih operacija u nekom koraku
eliminagije, jer svi elementi obradjivanog polja podli-
jeZu obradi i

- kolika je moguénost generiranja novih elemenata. Naime,

svi nula elementi, koji se nalaze u obradjivanom polju,
postat ¢e nakon provedene eliminacije razliéiti od nule.

Vratimo se sada na razmatranje rasporeda redaka. Osnovni
raspored, kako je veé objasnjeno se postiZe tako da se redak i



stupac s najmanjim brojem elemenata postavi na prvo mjesto
(najmanje obradjivano polje). Redak i stupac s najveéim bro-
l jem elemenata postavi se na zadnje mjesto. Dakle, napravi se
raspored po uzlaznom broju elemenata po recima i stupcima. Go-
vorimo o recima i stupcima, jer redak j i stupac J imaju
zbog simetridne strukture § matrice isti broj elemenata.
Prema tome, ukoliko premjestimo redak J i stupac J§ mora
biti premje3ten kako bi se sacuvala simetrija G matrice.

Nakon 8to je ovaj prvi raspored izvr$en, ima nekoliko na-
¢ina kako nastaviti sa sredjivanjem G matrice. Razmotrimo
ovdje slijedeéi postupak sredjivanja [6]:

Na vrhu matrice se nalazi redak s minimalnim brojem eleme-
nata, neka je to samo jedan izvandijagonalni element, Takav re=-
dak ne generira nove elemente (jer je obradjivano polje jednako
nula). Prema slici 10. nakon eliminacije prvog retka i stupca
redak k ¢&e izgubiti jedan elemenat i postati ée zbog toga re-
dak sa samo jednim izvan-dijagonalnim elementom. Zbog toga i re=-
dak k treba biti prebaden na vrh matrice. Drugim rije&ima, na-

kon $to je prva nepoznanica eliminirana, ostatak G matrice

U1k
X X
X
11 ’-‘j’ X &
X
X

Sl, 10. Redak 1 stupac 8 dva elementa

ne generiraju novi element,

(tj. (n=1)(n-1) matricu) sredjujemo na slijedeéi nadin: prebro-
jimo elemente u preostalih (n=1) redaka i redak sa najmanjim
brojem elemenata postavimo na vrh matrice, te se izvrSi elimina-

cija druge nepoznanice. Ukoliko se prema prirodi Gaussove elimi-
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nacije generiraju novi elementi, oni se moraju pribrojiti odgo-
varaju¢im recima. Ista procedura prebrojavanja se ponavlja za
(n=2)(n-2) matricu itd.. Na kraju se dobija raspored eliminacije
redaka koji se pohrani u posebno polje. Ovo polje se koristi ka=-
da Gaussovu eliﬁinaciju iste G matrice treba ponoviti vife puta.

Opisana procedura daje vrlo dobre rezultate u odnosu na mi-
nimalan broj ra&unskih operacija i minimalan broj generiranih
elemenata. Kao primjer navodimo matricu sa 24 nepoznanice i pro-
sjetno 4 elementa po retku (ukljudujuéi i dijagonalni element).
Matrica je generirana metodom Monte Carlo (sl. 11.a). Na slici
11.b je prikazan rezultat primjene Gaussove eliminacije na za=-
danoj matrici bez sredjivanja, u kojem sludaju je potrebno 452
mnoZenja i oduzimanja, 86 dijeljenja, a broj generiranih eleme-
nata je 100. Nakon 8to je primjenjeno sredjivanje matrice (sl.
11.c) potrebno je samo 131 mnoZenje i oduzimanje, 51 dijeljenie,
a broj generiranih elemenata je 30.

Posebno polje u kojem je upisan raspored eliminacije redaka
nalazi se u lijevom stupcu slike 11.c; vidimo da se najprije eli-
minira redak 1, zatim reci 2, 7, 24 itd.



39

.Uﬁ:&am%ﬁm&w uoONDPU 2010DUIWLI]2 Ba08SNDY 131D31NZAY (O

‘Woo1d3DW WOUDPDE pPrU Du2gdazl 2L vloy 2L10DUIWR]@ 2a088nDYH 13D3IINZ3Y (g

‘nyg22a od p3uswala p oupalsoad D8 pZ T pZ PULPI124 DOIJIIDW DUDPDZ (D

(@

XXXXXXXX® XXX X®eeoseseoog

kKkKKlI!Xllxottl!!-i!iklﬁﬂ
KKNKHNOO”.C.CJOMI..l..lbnu
XAXAX XXX XRKeeos)fo) eooeeg]
NKKKNIItﬂkllOCCQOItlo.oam

X*XXeXXXe=eo) o)) e oooeoooy |
Nl.KlKﬁl!Q..k...‘do l.lN.iﬂN
ﬂl.ﬂ.ﬂ.!!tll.lﬂ.l..iﬁoa-wﬂ

.lﬂxiﬂtiiﬁltt..O.O!cl.loJWM

N.OXN..OOkﬂl\K.lllllt‘]N‘m
K.n*.l.l.#”...!lﬂo.ltl'imﬁ

KK.thutlliNOOOOOQQOOOQow
N.ll.xnl..t‘x.! se)focsce l”
ﬂ.l.li!llkll!ﬂ.‘ll.kooclMN
OOCOQKUNCOO‘UOKOOOQl!..WNN
OCNOOKOQODOOOOOKOOOOClUOQN
lOQKUGOOOOFCO.'.uiﬂlﬁlciﬁﬂ
.l.l'K..l.l.KOO..K!.Ul..Nﬁ
!Jekl.t.c0!‘0000!0"..00'0
Olctcl.lll'].ﬂ'.'!.!t.oth
ll.t.'!K!..i....lll.“ﬂ.lh
'l..lJﬁllllll‘l.!l.‘WﬂO.I

QKCICQOOC.!‘IOQIOCOOQ.XON

R AL A L 2 A X “l.... ese0 .'..xﬂ

SI066LT1894S9ESZ0EZ8 0L 42T

f07dD) 23UOK WOPO3PU DUDIII2U2E

(q

Xﬂ!liallt P TP O OBED 08 90 O&N

AXXXXXXXKX XX*XXccoeX X2 ao g7
lXﬂKKKX*llooitcoooo.ancoNN
S XXAXKXXXX X* XK= XXXX**12Z
.KHKMKKNKNK.!I*OUIOOo-t.DN
XX XXXXXX XXXXX® oK oXX® o *6 |
QXKXXNKXNNanKUUOﬂXH.loomH
e XX XX AXAX K= lec.l.... 0 OFH

.nX.NXMXRKN&lNR“*.O.u-ooamM

N XXXXXX XX XX Xe oo )Xo oo og]
.#!tﬂﬁntk!Xil.KxO.lO0.0N#H
G.UICXIOO X.*l.‘.ik.nl. o0 Iwn-.m
eXeXeXXXX X eXXeeeoexXXeXo2Z]
ox.x.xxlxXl.xxttooxﬁtOleH

.n|¢0N..‘Mlk|.ixx.0.ll.oiﬁ_ﬂ

sesesses)fe)osce)Yeoe oo e °g
CEERED CERENESCREERS XN *g
ceesess)feesccose ve)e s oo,
UK!R.XKIOK.IK!IC.O“*O sv eg
eX*XeXX*®XeoXXe oo XX X" g
lltxlllll‘ol......t.”..ia
l.tﬁO......l.ﬂl'ﬂtit”t”t.M
l.t...t.tlc.!ﬂ..‘ll L nKuN

ll.'..'...*........ .'..xﬁ

heZT1068L35052 106845590221

b 2 S 7

(D

KX.OO!I.Ili.!til!li.lotch
KX.!OCUCOlK‘ti.lt.tKCl!.hN
thl.lKXt..!on.t!lwoo‘.lNN
lllK.FlﬁtltWt..JtllJRX!!ﬂN
seceyes)eccsor)ossccssseny
oooMlKK.O.KOOIilxiMKOl-tmﬁ
OOﬂ.lKNKlll.l .l'.glk.ltﬁﬁﬂ
llﬂxxikkl tl.”llllll.. QQOF”

ollcoo&nﬂlﬂitkkkoinl.tl!@ﬂ
llIlll.llRﬂﬂlnniclokliiomm
OX!GCMOJOkFtOOOXOIOOOCCﬂ'ﬂ
llltl.t.lk.ﬂlli.X.oluoitMﬁ
tOOGUGCNO|l$KO¢0!.OlWKt!Nﬁ
sscescsses)ocas o lllﬂk'.“.dﬁ
i..iﬂlllﬂl.ti‘ﬁk.t!o'lloﬁﬁ
0..ltlolHtI.thH!lti!‘t.m
OOQOOHCCOCOHOOCOHOGCCl'uc
swmesese)ocooocecon)oos oo s
Il.olKlCCOOUON'lOONKCOOIW
tKll.MKltk..lNl..Oxkikilm
lttxill.o00.-0.10.0‘#‘.00
.lle.l...!lHltlIiixﬁu.‘ﬂ
l.ll!lol.OlooRUIOlUOQOKON

OOOOOOQOOIKOOOU!l.aO..Wﬂd

9EZI06BL9SHEZID68L3GREZT



- 4 =

4. KOEFICIJENTI OSJETIJIVOSTI LINEARNE MREZE

Nakon #to su naponi &vorova odredjeni, postoji &esto pot-
reba odrediti koliko je pojedini napon osjetljiv na promjene pa-
rametara mrefe. Analiza osjetljivosti se obi&no vr3i samo za je-
dan &vor tj. za izlazni napon. Ovdje opisani postupak se odnosi
na linearne mreZe i zasniva se na primjeni totalnog diferencija-
la., Neka je izlazni napon viz = f(xi, Xoy ssees xn), X; 8u
parametri mreZe - otpori i strujni izvorij; tada je totalni dife-

rencijal od viz

_ of 9f af
dviz-ﬁgdxi*mdxz‘fo-.. +-5—i-r—‘dxn .

Cilj nam je naéi diferencijal dviz ali iz matriénog izra-
za za mreu,.

Mre%a je opisana, kao &to nam je poznato izrazom

t -
AG A V, =41

a totalni diferencijal je jednak

t t .
Adgy AT ¥ + A Gp A" AV, = A AL
odakle slijedi za dV , uz § = A G, A®
L | . a1 t
Fn*8 Adl, -G  AdBy AN, ,
" 1 -
av, = [67" A] [aI_ - dg, A" V] . (28)

Nazovimo matricu [g™) A] = HiA® vV, = YV, pa napisimo gor-
nji izraz opdirnije (n je broj &vorova, a b broj grana):



dVi h11 s o hlj e e o000 hib dISi - Vbi dGl
° . ' dIl_. = V. . .
. . 8] bj 963

dvr' = hr‘l o 0w hI‘j s s e 08 hr‘b N »

dvn hnl o0 @ hnj ceec o000 hnb dIsb - Vbb dGb

Matrica H predstavlija matricu koeficijenata osjetljivosti,

jer je
dVr
S = qp— = h
rj 5] ry
dVr
S, T A~ = - rj by
) J
Sy je osjetljivost napona r-tog &vora u odnosu na strujni izvor
rj
u grani j . SG je osjetljivost napona r-tog &vora u odnosu na

rj
vodljivost u grani j .

Opi$imo sada dobijanje matrice H = g_l A . S obzirom da mat-

rice G i A imamo na raspolaganju, problem je inverzija matrice

G koja zahtjeva pribliZno n’ rac¢unskih operacija. MnoZenje ma-
trice g-l A i ostale radunske operacije ne predstavljaju znatno
optereéenje u radunanju. .Buduéi da smo obiéno zainteresirani samo
za koeficijente osjetljivosti samo izlaznog napona (na primjer na-
pona ¢&vora VP ) to nam’nije potrebno ra¢unati cijelu matricu koe-

ficijenata H , veé samo njen redak r , jer je:
dVr = hri(dlslﬂvbl dG1)+hr2 (dIsz-Vb2 dG2)+"‘+hrb(dISb-vbb dGb) .

Da bismo dobili gore navedeni r-ti redak H matrice, moramo imati
r-ti redak g'i' matrice. Medjutim, ranije opisani postupak inver-

zije matrica pomoéu Gaussove eliminacije po jednom koraku inverzije
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daje stupac. Da bismo izradunali koeficijente osjetljivosti jed=-
nog retka moramo i inverziju matrice § vr3iti po recima. To je
moguée i vr8i se uz pompé slijedeée matriéne relacije:

(gt‘)"’l i (g-i)t

Smisao ove relacije je u tome da invertiramo transponiranu matri-
cu § wuobicajenim postupkom, tj. po stupcima. Nadalje je stupac
invertirane matrice gt jednak retku invertirane matrice G , a
to je upravo ono sto smo Zeljeli postiéi. Dakle, koeficijente os-
jetljivosti napona jedﬁog ¢vora dobijemo uz n3/3 ra¢unskih ope=
racija.

PrikaZimo primjenu osjetljivosti kao i vezu s relativnom
greskom (tolerancije) na jednom sasvim jednostavnom primjeru
(sl. 12).

VB = 10 V,
R1 = 10 Q G1 = 0,1 1/Q
R2 = 50 Gy = 0.2 1/9

tolerancije otpora £ 10 % .

Sl, 12. Primjer ralunanja osjetljivosti,

Osjetljivost napona V, na parametar G, je

av,
644 . 4G

1 _ . 0.1
V= Vo gt 10 g T 3,33
av G :
1 2 0.2
S. = =y = 10 = 22,2
6,4 dG; " o (G1+G2)§ (0.3)
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Neka se otpor Ry promjeni za +10% , tada se Gy mijenja s
.+ 0.1 na 0.091 pa je AG,=0.009 1/Q, a prirastlizlaznog napona
vy je

AV, = S, * AG, = 22,2.0,009 = 0,2 V .

2elimo li raditi samo s relativnim promjenama (odnosno toleran-
cijama) tada ovako preuredimo izraz za prirast:

ﬁvl =‘SG - G1 . &Gl . G1
Vi VAT T Y6y Ty

Gy
Py1 = | S@1 v, Par o
8to za nas primjer daje
P, = l 22,2 9.1 P.. = 0.667 P
Vi 2 773 | Pet ‘ G1

8to znac¢i da ako se Gy promjeni za 10% napon Vy Cce se promje-
niti za 6,67%, a u apsolutnom iznosu to iznosi V1 PVi =
= 3,33.0,0667 = 0,2 V .,

Vidimo da prirast promatrane veli&ine (&Vl) i relativnu
promjenu (PVI) dobijemo iz istog koeficijenta osjetljivosti,

razlika je samo u formi koju Zelimo dati rezultatu.
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5. NELINEARNE ISTOSMJERNE MREZE

Elektroniéki sklopovi, koje Zelimo analizirati, sadrZe ve-
liki bfoj nelinearnih elemenata kao #to su diode i tranzistori.
Postupak, koji smo do sada opisali, odnosio se na linearne mre-
Ye i mi Gemo u ovom poglavlju pokazati da se taj isti postupak,
I, » dade primijeniti i u
sludaju nelinearnih mreZa, naravno uz neke dodatne numeri&ke po-
stupke koji ée ovdje biti detaljno opisani.

¢ija je osnovna relacija G V.= A

Struje grana linearne mrefe prema Ohmovom zakonu pifemo pre-
ma izrazu (5) u obliku

1=gly

8to zna¢i da je struja grane funkcija g napona grane V, .

Prvi Kirchhoffov zakon poprima oblik

AL=AL
A g(Y) = AT
AgAt V) = AT . (29)

Konvencionalni oblik pisanja izraza (29) je

f(x) = AgA®* V) -AI =0 . (30)
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Buduéi da izraz (30) predstavlja sustav nelinearnih algebarskih
* jednadZbi, rjefenje je moguée dobiti jedino na nadin da se pret-
postavi niz vrijéﬁnosti napona &vorova, tj. za vektor vV, Te
potetne vrijednosti sigurno neée zadovoljiti izraz (30), veé da-
ju f(x) # 0, tj, y = f(x) . Prikladnim iterativnim postupkom
privodi se iznos 'y k nuli i to sve dok ne postane y < €, gdje
je € unaprijed zadana gre#ka.

Metoda, koja najbrie konvergira, je metoda Newton-Raphsona,
tj. metoda tangente, koji postupak ¢emo jednostavnosti radi pri-
kazati na jednodimenzionalnom primjeru (sl. 13), Neka je todka

A(xn, ¥
x pri kojem je f(x) = 0 . Tada postavimo kroz todku A tange-

) poéetna vrijednost funkcije f(x) , a %Zelimo odrediti

ntu i njeno presjeciite sa apscisom je u x 3 koordinate

n+1
X041 * Ypeq Odredjuju todku B kroz koju postavimo tange-

ntu te dobijemo apscisu x . Postupak ponavljamo sve dok vy

n+2

y=f(x)

C \
//4;Q/4nﬂ Xp .

Sl., 13. Primjer za Newton-Raphsonovu metodu.

ne postane po volji malen. Drugi kriterij konvergencije moZe bi-

ti postavljen tako da bude Ixn+k'xn+k—1] C® u

Dakle, polaze¢i od apscise x_  , nova apscisa x .4 Je

odredjena sa



« U =

. 1
xn+1 = xn - W f(xn) . (31)
X =xn o

Primijenimo sada izraze (30) i (31) na jednostavnu nelinear-
nu mreZfu koja se sastoji iz serijskog spoja naponskog izvora, ot-
pora i diode prema slici 14,a. Prema izrazu (30) imamo:

4

b | 1 N
f(VD) = g(VD) + GB VD - Is =z
o 1 *)
= I, (e - 1) +6, Vh-6 Vv, ,
a prema izrazu (31) vrijedi:
= e + G
av, VD-v% Y s °
2 5wl . 1 N :
'S
v; e* + GS

Uvedimo u gornji izraz za napon V% zamjenu:

I 4
1.8 % ; -
6p = VE e 4 In = Ig (e™ 1)
pa imamo za napon Vg,
2 _ gl 1 1 1
VD = VD m [ID + GS VD GS VS] (32)
D s
(*) Prema slici 14.a matrica incidencija A = |1 1] , strujni
Vi
I (" -1) it 0
vektor I = 1 i strujni vektor I_ = >
- Gs VD s Gs VB

ito uvrSteno u izraz (29), odnosno (30) daje gore navedeni
izraz f(Vp). '



a N7 =

Gg 1 1

, Y=o  ls=GsVs Y%=\
£ . = G Dg}z
a) 1 |

— ——t
grana2
4 2
1 Gp
I -
; 1
| Gp

b) i

St, 14. a) Jeduﬁatavna nelinearna mreZa,
b) Grafidki prikas.

Direktna primjena izraza (30) i (31) nije pogodna za analizu
mreZa. Zbog toga razmotrimo znadenje izraza (32) u smislu grafidé-
kog prikaza sa slike 14.b, Polazeéi od tolke A , kroz koju pro-
lazi pravac - tangenta na karakteristiku diode - s nagibom Gg ’
Zelimo naéi presjeciste u todki B s drugim pravecem koji pred-
~ stavlja vodljivost G . Jednadibe pravca su:

1
D

VRN |
(I - ID) = (Vv VD) G

I=-(V=-V)G, ,

d presjeciste je dano u to¢ki B
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IR PER,
(V=-V) 6, =1Ip=(V=yp G

1
D

odakle slijedi za napon V (ovdje oznaden kao druga iteracija
napona na diodi oznakom V% )

o N
0
<

o
V
—
o
+-l
L o
<
73]

" S L T - DU DR
D D 1 + G D 3 + G § A1
8 ]

G Gp pt G

s Ul o 1 1 1 _
= VD m (ID + GB VD GB VB) s
D s

dakle, polazeé¢i od ne3to drugadije grafidke interpretaciﬁe-nego-
li je ona sa slike 13, dobili smo ponovo izraz (32), 8to znaéi
da su oba pristupa ekvivalentna. Medjutim, ovaj posljednji, ko-
ji polazi od grafidkog prikaza na slici 14.,b, za primjenu u nu-
meri¢koj analizi je prikladniji, jer izravno vodi na linearizi-
rani nadomjesni sklop diode (tj. nelinearnog elementa) koji se
dade veoma jednostavno uklopiti u do sada postavljene matridne
izraze za analizu linearnih mreZa. Slijedi, naime , da se dioda
dade nadomjestiti sa paralelnom kombinacijom vodljivosti G%

i strujnog izvora I%o (sl. 15),

Odmah uoCavamo korist od ovakove zamjene: nelinearni eleme-
nat je lineariziran - Sto je osnovni princip Newton-Raphsonove
metode - ali na takav nadin da predstavlja standardnu granu mreZe
(sl. 3), pa se prema ‘tome dade uklopiti u postojeéu matriénu for-
mu -gin =_§£3 bez ikakovih pote#koéa.

ZadrZimo se jo# malo na linearizaciji diode prema slici 14,
i 15, Polazimo od nekog poéetnog napona na diodi. Vé & pomoéu
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o Ip ]
o %
g —
n - 1.'1
QM@)/// Vo o

Sl. 15. Prikasivanje diode linearnim modelom.

kojeg izradunavamo struje diode prema izrazu I% = Ig (e - 1) .
Struja I E; struja zasiéenja diode 10~ A y @ napon Vo e
zamjena za T ) gdje_je k Boltzmannova konstanta, q naboj
elektrona i T apsolutna temperatura. Pri sobnoj temperaturi na-
pon Vi je pribliZno jednak 25 mV .

Nadomjesni sklop sa slike 15. predstavlja tangentu (pravac)
kroz zadanu to&ku I% 5 V; . Nagib tangente je vodljivost G% .
a odrezak na ordinati je I%o . Potrebno je, dakle, odrediti pa-

1
rametre pravca GD ’ IDO g

ar I
e RR.
b D|vy=vy T

4
Vo
3

Odrezak na ordinati Iéo se dobije iz jednadZbe pravca kroz za-

1 K

danu tocku ID - VD :
s (. : | _ wpd
(ID - ID) = GD (VD VD)

odakle je pri naponu VD =0, ID = IDO , te imamo:
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v
Da ne bismo dva puta radunali vrijednosti e¥ i to jednom u iz-

razu za G% » @ drugi put u izrazu za Ié koji je potreban za
izradunavanje I50 » moZemo Ié izraziti sa G% -

: M. |
ID'GDV‘I‘-IS .

Linearizacija diode ima prema tome slijedeéu sekvencu:

1

-

Ii

i 5w
G, = e

D"V
12 =alov, -vd) -1 (33)
po = 6p (Vg = Vp) - I, .

Vrijednost vodljivosti G% upisuje se na ¢etiri mjesta u matri-
cu vodljivosti G , a struja I%O na dva mjesta u strujni vektor

lsn ¢

. Kada se provede linearizacija svih nelinearnih elemenata
mreZe , izrafuna se sustav 8V, = Lg, 1 iz dobivenih napona &vo-
rova odredi napone na nelinearnim elementima, na primjer Vg
(vidi sliku 14.b). Sada se vr#i ponovo linearizacija i to

2
I vo
2 s _w
G, = e
D~ Vp
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Na ovaj nadin se postepeno pribliZavamo rjeSenju u to¢ki C na
. slici 14.c. Kao 8to je veé ranije spomenuto, toéno rjesenje ne
moZemo postiéi, veé mu se samo dovoljno toé&no pribliZiti. Naime,
pribliZavajuéi se uzastopno rjeenju, napon

postaje sve manji i unaprijed odredimo neku gresku e , na pri-
mjer €=50 uV , pa kazemo da je iterativni postupak zavrsen uko-
liko je AV < e .

Ukoliko je iterativni postupak nestabilan, tj. zbog oscila-
cija sporo konvergira, pokuSava se konvergencija postiéi smanjiva-
njem izradunatog prirasta AV = V% - V% . Naime, ovo znad¢i da Ce-
mo umjesto napona Vg' (vidi sliku 14.c) kao novi napon nelinear-

nog elementa (diode) izabrati neki napon koji se nalazi izmedju

Vg i V% s tj. umjesto
- S,
VD = VD + QV
uvodimo
b SR |
VD = V- + oAV

gdje je o manji od 1. Ovaj smanjeni prirast se moZe odrediti na
razne nadine, a jedan od njih, koji je veoma jednostavan i daje
dobre rezultate, biti ée opisan prema slici 16. Nakon Zto je iz-
ra¢unat napon V% ,'iduéa iteracija se ne vr3i prema naponu vecé
horizontalno - prema struji. Dakle, polaze¢i od totke A s vri=-

jednostima Gé " I%O , nakon $to je izracunat napon V% slijedi

2 1.2 . 1
1226 2415 o
2 2
62 = (12 + 1V
2
12 =62y, (1-1n (ID + 1)) - I © o (3u4)
po = 6p Vp o "
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2
e , g o 1

Struju I%o smo dobili iz G% i Vg « Napon V% E VTln(IE + 1),

8

§to uvriteno u izraz za Igo = Gg (VT - V%) - I; daje gore nave-

deni izraz.

Sl. 16. Primjer iteracije sa smanjenim prirastom oAV ,
tsv. horizontalni postupak (prema struji).

% §
dt

Newton=Raphsonov iterativﬂi'bcstupak, kako smo upravo spome-
nuli, neée konvergirati ukoliko su po&etni uvjeti neprikladno o-
dabrani. 8to je veéi broj nelinearnih.elemenata u sklopu to ¢ée
lakse doéi do nepovoljne situacije. Zbog toga se Newton=-Raphso-
nova metoda ne primjenjuje izravno onako kako je opisana, veé se
dodatnim kriterijima, iz iteracije u iteraciju, upravlja na takav
na¢in da se po moguénosti osigura konvergencija numeri&kog pos-
tupka. Spomenuto upravljanje prilagodjeno je prirodi problema ko-
ji se rjesava, te ¢e .ovdje biti opisan jedan od postupaka uprav-
ljanja koji je u 8iroj primjeni kod analize elektroni&kih sklopo-
va, S obzirom da elektronic¢ki nelinearni elementi imaju u veéini
slucdajeva eksponencijalnu karakteristiku,'to su veoma nepovoljni
sa stanovista konvergencije. Dijagram toka upravljanja iteracija-



ma prikazuje

slika 17., koji postupak nazivamo kontrolirana

. Newton-Raphsonova metoda (KNR). Oznake na dijagramu toka imaju

slijedeée znacdenje:

VB -
VBP -
VDIF -
VBO -
vT o
EA -
ER -
ITER -
LHOR -

novo izradunati napon barijere diode (VBD), odnosno
u Ebers-Mollovom modelu tranzistora naponi barijere
baza~emiter (VBE) i barijere baza-kolektor (VBC),

prijasnji napon barijere,

napon diferencije izmedju prijasnjeg i novoizra&u-
natog napona barijere,

napon najveée zakrivljenosti eksponencijalne karak-
teristike koji se uzima kao podetni napon prilikom

proraduna,

termi¢ki napon %E = 25,2 mV ,
apsolutna grefka (npr. 20 uvV),

H)'

relativna grefka (npr. 5:10°

varijabla koja se postavlja u 1 ukoliko bilo koji
od nelinearnih elemenata nije zadovoljio kriterij
greske,

barijabla koja se postavlja u 1 kada slijedeéu
iteraciju treba izvrsiti horizontalno na karakte-
ristiku diode (preko struje). -

Upravljanje iterativnim postupkom prema opisanom dijagramu

toka vrsi se

po slijedeéim kriterijima (sl. 18.a):
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IZRACUNATI 1Z NAPONA EVOROVA SVE
NAPONE GRANA VB NELINEARNIH ELE-

~MENATA
NE {am;-/o DA
BP-10VN> O NE AvB-1v1)> 0
DA ' DA
VDIF sVBP-VP VOIF = VB - VBP
E NE TTER=T
VB‘\»BO})U wp=vw¢wT
{
DA
LHOR =1

A VDIF -(EA+ ER % VBP))>0

DA
ITER=1 LHOR =1

VBP=10VT

VBP =VB

Sit. 17. Dijagrem toka kontrolirane Newton-Raphsonove
metode (pojednostavlijeni dijagram).
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ClD=G_DVD

v
Al
A2
"

:

|

b) :

|

|

‘ :

= 0OV  VBOVBP VB Y

Sl. 18, Prikas upravljangja £teraé£jama po KNR: a) Kon-
vencionalni postupak (prema naponu VB), b) Ho-
rigontalni postupak (prema strujti).

Podru¢je Al: Dioda je prikazana pravcem, tj. s obi&nom vod-
1jivod¢u G, iznosa atrgje zasiéenja,
GD = I8 . Novo izra&unati napon VB se pri-
hvaéa bez ogranidenja. Ne vr3i se kontrola

grefke.
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Podru&je Bl: Dioda je prikazana svojom eksponencijalnom
karakteristikom Iy = Is(e$ - 1) . U ovom

podru¢ju se iteracije vrfe u pravilu okomito
prema naponu VB , a iznimno prema struji u
poedruéju B3 i to samo kada je ispunjen uv-
jet VB > VBP ,

Podrutje A2: Novo izradunati napon VB se prihvaéa bez
ogranienja, ne vr3i se kontrola greske.

Podrué¢je B2: Novo izradunati napon VB se prihvaéa samo
ukoliko je VDIF < 2VT , u kojem sludaju se
takodjer izvrdi kontrola greske, VDIF 2 ¢ »
Ukoliko je napon VDIF > 2VT , prihvaéa se
kao novo izra&unati napon VBP = VBP & 2VT .

Podrud¢je B3: U sludaju kada je napon VB wveéi od VBP ,
vr8i se slijedeéa iteracija preko struje
(sl., 18.Db).

Svi navedeni kriteriji upravljanja iteracijama imaju za cilj
da poletno pretpostavljene radne tolke nelinearnih elemenata, ko-
je eventualno puno odstupaju od ravnoteZnog poloZaja, postepeno
ispravimo i oﬁoguéimo dobijanje Zeljenog rjeSenja. Bez.opisanih
ogranienja Newton-Raphsonova metoda bi u nekim slu¢ajevima kon-
vergirala uz manji broj iteracija, ali bi za uzvrat u mnogim dru-
gim sludajevima do3lo do numerikog osciliranja.

Opisani postupci linearizacije odnose se izravno na diodu,
dok je tranzistor samo implicitno bio ukljuden u razmatranje.
Cilj nam je, dakle, opisati Ebers-Mollov model npn tranzistora,
prikazati nadin linearizacije tog modela koristeéi do sada opisa-
nu linearizaciju dioda i na kraju pokazati kako su elementi line-
ariziranog modela upisani u sustav jednadZbi G vV, = I, + Prema
slici 19.a model tranzistora se sastoji iz dvije diode, dva ovis~-
na strujna izvora i nelinearnih kapacitivnosti. Ovdje, uistosmje-
rnoj analizi, ne uzimamo u obzir kapacitivnosti baza-kolektor i

baza-emiter. 8to se tide linearizacije i iteratiwnog postupka



svaka dioda u modelu tranzistora se posebno linearizira (sl. 19.b)
i za svaku diodu se posebno ispituje da 1li je zadovoljen kriterij
grefke. Navedimo primjer linearizacije za uobifajenu Newton-
Raphsonovu metodu (prema naponu): '

1 ‘ 1
Vae, VBE »
1 Iog M 1 lgs W
- vr -
GC - VT e 9 GE v;"‘ e »
1.1 . 1.1 1y L
Ico = 6¢ (Vo = Vpe) = Ics o Igo = G (Vp = Vpp? = Igs -

8to se tide zavisnih strujnih izvora, o njima je bilo rijedi u
todki 3,5 i slici 8,, a ovdje éemo taj opis nadopuniti i na sli-
ci 19.c dati elemente G matrice i vektora I_ =~ koji opisuju
jedan tranzistor.

Na kraju treba objasniti nadin izbora poletne radne tolke.
Podetni uvjeti dioda i bipolarnih tranzistora se odredjuju u od-
nosu na tolku najveée zakrivljenosti eksponencijalne karakteris-

tike. Naime, zakrivljenost krivulje je zadana izrazom

v & yLM.
1+ y° )3

<

Nas zanima to&ka najvedée zakrivljenosti funkcije I = I_ (e -1),

. dakle,

Ill
k = s 15,08

a najveéa zakrivljenost ée nastupiti uz uvjet %% = 0 . Napon pri

kojemu karakteristika diode ima najveéu zakrivljenost,dobiven iz

dk _ S &
uvjeta w0, dan je izrazom
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Sl., 19. a) Ebers-Mollov model tranzistora, b) Lineari-

zacetja modela, e)
modela u sustav

Upisivanje lineariziranog

G Y-n £sn ’



VT

/T,

VBO = VT 1n (35.a)

Neki autori izraz (35.a) piZu u obliku

VBO = VT 1n T('lr
S

V2

gdje je za tofku najveée zakrivljenosti konstanta K = VF = 55,8 .

Takodjer se navodi da se poZelijni K nalazi izmedju 100 i
10.000. U programu koji je napravljen odredjuje se po&etni na-
pon po volji, a prema. izrazu

VT

/TIB

VBO = VT 1n - AVT (35.b)

A /27

Eto uz jednostavnu transformaciju daje K = e vr - Po¢etna stru-

ja diode je uz napon na diodi zadan u obliku izraza (35) jednaka
VT VT 1

I. =, odnosno I_ = = =,
b vz D" oA g K
s 1 jednaka je za sve diode i tranzisto-

Dakle, podetna struja ne ovi-

8i o struji zasiéenja I
re. U Tablici 1. dane su vrijednosti podetnih struja u ovisnosti
o konstanti A .

Tablical.
POCETNA POCETNI NAPON
A K STRUJA ' VB0 .
Ip (za Is =10 A)
0 55,9 1789 mA 7126 mV
1 152,2 658 mA 687,3 mV
2 (13,6 242 mA 662, mV
3 1124 4 89007 pA 6368 mV
4 3056,5 32767 uA 611,6 mV
5 83084 12055 w A 386,3mV
6 225846 4635 u A 561,1 mV
7 613924 16,31 p A 5358mV
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Isto tako poZeljno je imati moguénost da neke diode, odno-
sno, barijere baza-kolektor kod tranzistora podetno postavimo
u zaporno podru¢je, tj. VD = VBC = 0 . Ova moguénost kada je
ugradjena u program u nekim slu¢ajevima znatno smanjuje broj
potrebnih iteracija.
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6. LINEARNE IZMJENICNE MREZE

Prije nego 1li predjemo na analizu linearnih izmjeni&nih mre-
%Za potrebno je objasniti kako se bilo koja nelinearna mreZa dade
linearizirati prije nego 1i se pristupi linearnoj analizi. Opée-
nito su mreZe nelinearne, jer se pored R, L, C elemenata sastoji
iz aktivnih elemenata - tranzistora i dioda. Kod ovog tipa ana-
lize moZe se nelinearne elemente linearizirati u okoliZu radne
toéke i te vrijednosti uvrstiti u mreZu. PosluZiimo se ponovo s
primjerom linearizacije diocde. U radnoj to&ki prema glici 20. od-
redimo tangentu u skladu s veé poznatim izrazom:

Iy Ig w
- - vr -
Gp * av; " v; e =l 4 Ig) g

Sl. 20. Linearizacija diode u svrhu

izmjentidne analize.
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Za razliku od modela diode koji se koristi kod istosmjerne
analize nelinearnih mreZa (vidi sl. 15), ovdje je dovoljno zamje-
niti diodu samo s vodljivoséu GD . Kod programa za automatsku
obradu elektriénih mreZa s kojima se moZe vr3iti istosmjerna i
izmjeniéna analiia, linearizacija nelinearnih elemenata se vrdi
automatski i nije potrebno izvana unositi linearni model neline-
arnih elemenata. Naime, analiza polima s odredjivanjem istosmjer-
nog stanja mrefe. Nakon 8to je istosmjerno stanje odredjeno, svi
nelinearni elementi predstavljeni su u G matrici s odgovaraju-
éim vodljivostima GD i jo& sa strujnim izvorima Ing » Vodlji-
vosti 6, u mreii zadriimo, a strujne izvore IDQ uklonimo iz
mreZe. Nakon ovog postupka linearna izmjenidna analiza moZe za-
podeti.

U principu koristimo isti izraz kao i za istosmjernu analizu
8 time da sada umjesto matrice vodljivosti ¢ imamo matricu ad-
mitancija Y , a vektori napona ¥a i strujnih izvora I, su

~

kompleksni. Pifemo, dakle,

L * 1)

gdije je
@ .
Isn = Igp * I ISn !

Gornji izraz mogli bismo izravno koristiti, u kojem sludaju bismo
imali opSirnije napisano za prvi redak izraza (36):

(Gj1+j Bli)(V1+j Vi) + (G12+j BlZJCV2+j V2)+ S ™ ISn1+j ISnl 5
(37)

4 ® L .
“‘Oznaka V predstavlja napon koji ima realnu komponentu

i imaginarnu komponentu V .
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Ovaj oblik nam je neprikladan za rad na ratunskom stroju, te ga
. je potrebno preurediti. Prvo definirajmo standardnu granu za iz-
mjenidne struje (sl. 21).

S1. 21. Standardna grana za izmjenidne struje.
Dijagonalna matrica admitancija je

Y, = |G,

~D ii ¢ 3 Bys

1.

i mo%emo je prikazati kao zbroj G i By matrice

~D+J~B'D.

Primjenimo sada postupak za dobijanje matrice admitancija preko
dijagonalne matrice admitancija, tj.

- t . . t
X=AYyA =A(Gy+ ] By A -

t . t -
=AGHA ¢+ AR A" 2E+3 8 . (38>

Ovaj izraz nam kaZe da matricu admitancija moZemo sloZiti iz
dvije matrice G i B , a svaku od njih izra&unavamo neovisno
jednu od druge s pomoéu matrice incidencija A . To dalje znaci
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da G matricu konmstruiramo po do sada utvrdjenom pravilu (vidi
todku 2.1) ne vodeéi raduna o reaktivnim granama mreZe. Zatim

konstruiramo B matricu po istom pravilu ne vodeéi ra&una o ot-
pornim granama mreZe. Koristeéi ovaj postupak izraz (36) moZemo

ovako napisati:

(E+ 3B (¥, #3 V)= (I, *+»3I ), (39)
§to razvijeno daje
SV, +3BY, +3eY, -8BV = Ig+ilg . o

Izjednadimo realni dio 8 realnim i imaginarnim s imaginarnim:

Q.En- R!n =£Sn
E-?-n * Exn =ISn

odakle slijedi matriéni izraz:

s -B| |y : S
s (41)
B 9- En IS:n

Gornji izraz izravno koristimo pri rjesavanju linearnih izmjeni&-
nih mreZa, a prvi redak napisan opfirnije glasi:

Gyq Vy#649 Vy #euet 6y V,-By4 V1-512 v2 w1 By, Vn = Igny

Ovaj oblik je znatno pogodniji od ranije navedenog izraza (28).

Iz izraza (41) treba uoditi da je broj nepoznanica 2 puta ve-
éi od broja &vorova zbog ¢injenice da svi naponi &vorova imaju
realnu i imaginarnu komponentu. Matrica Y je &etiri puta veéa
od 6 matrice, jer umjesto (nxn) elemenata sadrZi (2nx2n)
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elemenata, pa je i napor u raunanju veéi.

Opisani postupak primjenimo na mreZu sa sl.

napigimo

G i B matrice

-G1 0
(;1+G2 0
0 G“

o

22, Najprije

0
3 B3
—BJ BS )

Sz.
B2 = W 02 i B
ISl = 110 sin wt

¥

22. Primjer linearne

S3

tzmjenidne mreie.

= I

sin (wt + ¢) .

Potpuni matri&ni izraz koji opisuje mreZu je:
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G, -6, 0 0 0 0 - v, Teq
=6y G646, 0 0 -By-B; B P Iss
0 0 G, 0 By -B, Vs ~Igq
0 0 0 G, -6, 0 V1 0
0 B,+B,  -B, =64 G, +G, 0 v, Tq,
0 By Bg 0 0 G, v, ”Isa

G,V -6,V, = Igy
-Giv1+(ei+eznv2 = (52+33) V2 + B, V3 = Igs itd.

Kod izmjeni¢nog signala nalizu vrdimo pri odabranoj frekven-
ciji. Mijenjamo 1i“frekvenciju, matrica G ostaje nepromjenjena,
dok se matrica B mijenja. Clanovi B matrice su oblika wC, e
ili njihov zbroj pa se mijenjaju s frekvencijama. Ovo znadi da za
svaku frekvenciju treba izradunati vrijednosti elemenata matrice
ﬁ* i uvrestiti ih u izraz (41), te izrad&unati napone &vorova
En = Vn + 3 En « S obzirom na &injenicu da je promatrano frekven-
cijsko podru¢je obiéno veliko, to se i frekvencije prikazuju u
logaritamskoj skali. Zbog toga se u programu frekvencija takodjer
mjenja kao fn = 107 gdje se x odredi iz broja promatranih
frekvencija po dekadi. Na primjer, Zelimo imati 4 frekvencije po
dekadi u jednakim logaritamskim prirastima. Tada je ux = 1

x = 0,25 , pa imamo: *
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100.25

3 1.780 fo

o0.50

Hh
n

10

Hh
"

3.165 £
o

0.75
10 fO 5.630 fo

10

H
"

I = 10.000 fo . itd.

Ulazni i izlazni naponi, odnosno struje su u kompleksnom obliku
V+3iV, 1+3571T, koji oblik se u nekim programima moZe pret-

voriti i u oblik V% .+ Vi Z} , odnosno /12 + T! lo . Dakle,

mijenjajuéi frekvenciju ulaznog signala kao rezultat anallze do-
bijemo amplitudnu i faznu karakteristiku mreZe u bilo kojem &vo-
ru,

S8to se tide zavisnih strujnih izvora, te naponskih izvora
vrijedi u principu isto ono %to je veé re&eno za istosmjernu mre-
Zu s time da sada treba voditi raduna o njihovoj kompleksnoj pri-

rodi.
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7. PRIJELAZNA STANJA NELINEARNIH MREZA

Cilj nam je u ovom poglavlju opisati postupak za analizu
prijelaznih stéﬁja nelinearnih elektriénih mreZa. Takove mreZe
mogu se sastojati iz linearnih otpornosti, kapacitivnosti i in-
duktivnosti, te nelinearnih otpornih elemenata kao i nelinear-
nih kapacitivnosti i nelinearnih induktivnosti. Ulazni signal
je kod ove analize funkcija vremena. Zbog preglednosti izlaga-
nja najprije ée biti opisana analiza prijelaznog stanja linear-
nih mreZa, i u vezi s time ée se razmotriti kriterije po kojima
se ocjenjuje stabilnost i to&nost metoda numeri&ke integracije.
Zatim ée biti opisane metode numerike integracije nelinearnih
kapacitivnosti (odnosno induktivnosti). Radi se o linearizira-
nom nadomjesnom sklopu koji prikladnim iterativnim postupkom
slijedi nelinearnu prirodu samog kapacitivnog (odnosno induktiv-
nog) elementa. Postupak linearizacije nelinearnih otpornih ele-
menata obradjen je u poglavlju 5. te ovdje name potrebe ponovno
se osvrtati na taj problem.

7.1. Prijelazna stanja linearnih mreZa

Elektri&na mrefa, koja sadrii otporne, kapacitivne i induk-
tivne grane, ima strfije grana izraZene ovim izrazima

-
nu

G(Vm o Vn) »

RavnoteZa struje u &vorovima mrefe predstavljat ée kombinaciju
struja Ig » Ip s I, - PrikaZimo takovu situaciju jednostavnim
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primjerom prema slici 23. Za ¢vor 2 I Kirchhoffov zakon glasi:
I, + I, 4% I;= -I (%)

gdje jé prema izrazima (42):

t
1 .
(o]
;2 = G2 (VH-Vz) § (43)
d(Va-Vé)

I3 = G =& >

§to uvriteno u jednadZbu ravnoteZe struja u &voru 2 daje:

i
1 [ (v,-v.)dt + G,(V,=V.) + C - W -I_(t)
T 1.2 2" '8 1 3 at =~ s *
(o] :
C
e 3
| g
13
2
e MWW o 4
Gy I,

I, (1) ' I'tiL‘

Sl, 23. Dio linearne mreie.
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Ovaj jednostavni primjer nam pokazuje da ¢e dosadasnji algebarski
sustav G V = Al prijeéi u sustav integralno-diferencijalnih
jednadzbi. Ratunskim strojem ne moZe se dobiti analititko rjese-
nje, veé samo numeri&ko, a to znali da integralno-diferencijal-
nu jednadZbu trebamo pretvoriti u algebarsku. U tijeku daljnjeg
izlaganja ée se pokazati da se uz relativno malen dodatni napor
dade koristiti isti matematidki pristup koji je koriZten pri
rje#avanju linearnih otpornih mreZa i pri rjedavanju dihqmi&-
kih (linearnih i nelinearnih) elektri&nih mreZa. Opéenito, fje-
gfavanje diferencijalnih jednadibi se naziva integracijom. Ima
_v1§n metoda numerléka integracije, i mi femo ovdje opisati tri
’metode od kojih se dv13e najtesée primjenjuju. Naime, pri iz-
boru ‘metode integracije treba izabrati onu koja je dovoljno je-
dnostavna za primjenu, i pri tome daje dovoljno to&no i stabil-
no rjedenje.

Prva od tri metode je Eulerova metoda prema kojoj se napon
na kapacitivnosti C wu trenutku t + At , U (t + At) , odredju-
je iz poznatog napona U,(t) u trenutku t na slijedeéi na&in:

dU (t)
Uc('t + At) = U (t) + -—a—-—— At (uy)

tj. aproksimiramo krivulju U, (t) sa slike 24. tangentom. Aprok-
simacija je to bolja #to je vremenski interval At manji. Gres-
ku, koja nastaje primjenom izraza (44), moZemo odrediti uspored-
bom s Taylorovim redom:

2
= At

Gredka je, kako vidimo usporedbom izraza (44) i (45), jednaka:

3
At At
5T U (1) + =37 U () + v
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2
pa kaZemo da je proporcionalna sa é%T Ucﬁt) .

Sl.- 24. Prikaz Fulerove metode.

Za potrebe numerilkog proraduna, u kojem Zelimo izbjeéi formi-
ranje diferencijalnih jednadZbi i gdje Zelimo zadrZati matema-
tidki pristup koji smo koristili kod otpornih mreZa, uvodiimo

zamjenu

du_(t) I (t)
T ¢ Tt >

a za vrijeme t uvodimo
t = nAt

te jednadZba (44) prelazi u



R 1

A
=un+_gx (46)

Un+1 n

sa oznakama Un » umjesto U(t) = U(nAt) = Un y kako je to uo-
biZajeno u radunu diferencija. Nadomjesni sklop za kapacitivnost
C koji slijedi iz jedpadibe (46) je naponski izvor i prikazan
je na slici 25.a.

Zad%nduktivnost L wvrijedi veza izmedju napona i struje

UL = L H?E s pa ée integracija po Euleru dati

(47)
odnosno I =1+ é% U %

Nadomjesni sklop za induktivitet je prema jednadfbi (47) struj-
ni izvor i -prikazan je na slici 25.b. Treba napomenuti, da ba-
rem 3to se tide kapacitivnosti C , opisani postupak nije pri-
kladan za raéunanjg metodom ¢vora, jer unosi naponske izvore u

elektrié¢nu mreZu.

+

:T- m
c-[ 2 (Dl 1) 13 2 (Dol v
n ' n

e |
=

2 _ b)

Sl. 25. a) Nadomjesni sklop za kapacitivnost C 1
b) Nadomjesnti sklop za induktivnost L prema
Eulerovoj metodt.
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Primjer proraduna odziva sklopa po Eulerovoj formuli pri-
- kazuje slika 26. Radi se o sklopu integratora koji na izlazu

daje eksponencijalni porast oblika U, ® Us(l - é%') | Pogetne
uvjete moramo zadati isto kao i kod rjesavanja diferencijalnih
jednadZbi; za sklop. prema slici, za t=0 , tj. za

n=0 imamo

U
0 i I = <2 =

u_ = I =gt 1AL
R=10n
AMM— ) ! | - l l
=R
W C=
- L -
10#@ ___I;J: ) é Us (r\)-'n« At=1us
Unﬂ=Un" %LI"
.*.
n At [ U (V) I (A) | U, (V)
0 0 1 1
1 1 0,9 1,9
2 1,9 0,81 M
3 2,71 0,729 3,50

Sl., 26. Nadomjesnti sklop' RC mreZe.

Vidimo da smo mreZu koja sadrii kapacitivnost

otpora

(R)

nu jednadZbu transformirali u algebarsku.

C transformirali
u mre?u koja se sastoji samo iz naponskih izvora

(Us 1 Un+1)

. U matematic¢kom smislu to zna¢i da smo diferencijal-
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Druga metoda integracije je modificirana Eulerova metoda,
tzv. Eulerova implicitna metoda koja je prikladnija za primjenu
i daje stabilno rje#Senje diferencijalne jednadZbe. JednadZbu
(44) sada pisemo

dUC(t + At)

dt :

-Uc(t + At) = UC(t) + At

odnosno

n+l n n+l

i nakon zamjene U = In+1/C imamo

n+1

- At
Un+1 = Un + i In+1 . (48)

Ovaj postupak je sasvim opravdan, jer veza izmedju napona Un+1
i Un moZe ravnopravno biti derivacija u vremenu t, isto

tako kao i derivacija u vremenu t Iz izraza (48) slijedi:

n+l

_c C
In#t "3t Yns1 "3t % - (49)

B>
=

Ovaj izraz vodi na nadomjesni sklop prema slici 27.a. Vidimo da
je struja 141 jednaka zbroju struje kroz vodljivost 6, i
struje IC , koja suma zadovoljava jednadZbu (u49),

Sli¢no postupamo i s induktivnodéu L :

In+1 = I_ + Pt In+1 3
. At
In+1 - In + T Un+1 . (50)
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e
I

Sl. 27. a) Nadomjesni sklop kapacitivnosti C 1
b) Nadomjesni sklop induktivnosti L prema

Eulerovoj implicitnoj metodi.

Ovaj izraz daje nadomjesni sklop prema slici 27.b. Vidimo da je
primjena modificirane Eulerove formule znatno prikladnija, jer
su oba elementa C i L prikazana istom vrstom nadomjesnog

sklopa koji ima oblik standardne grane mreZe, pa prema tome za-
dovoljava zahtjeve proracuna mreZe metodom &vora. Zbog svojih

dobrih osobina ova metoda integracije je primijenjena u mnogim
programima za proradun dinamiékih elektriénih mreZa. Sto se ti-
e pogredke, koju unosi ova metoda, ona je ista kao i kod obid&-

ne Eulerove formule, tj. proporcionalna je sa

2 ' 2
%%— Uc(t) , odnosno %%— I () .

Treca metoda je trapezna metoda integracije. Napon na kapa-
citivnosti C u vremenu t + At odredjujemo po formuli

dUc(t) dUc(t + At)

UG ¢ )

MID-
t

Uc(t + At) = Uc(t) +



- VG =

At @ e
odnosno Un+1 = Un =5 (Un + Un+1) " (51.a)
ili koristeéi zamjenu
G = Tn - U = Tn+1
n t n+1l C
U ., =U +8 1 +1 (51.b)
n+1 n n n+1 . °

Vidimo da ovaj postupak koristi srednju aritmetidku vrijednost

derivacije u vremenu t, i theq o 12 izraza (51.b) slijedi

_2C o P2
L1 * 5% Upeyg = G2 Uy *+ 1) . (52)

Ovaj izraz daje nadomjesni sklop prema slici 37.a. Struja )
jednaka je, dakle, zbroju struje kroz vodljivost GC i struje

IC » koja suma zadovoljava jednadZbu (52).

Sli¢éno ¢éemo postupiti i s induktivnodéu L :

) At (1, 3
Tnet = In v 37 g+ 1)
u U
. . . 5 . o+
ili koriste¢i zamjenu I = EB 5 neg = _{%l
" At
Inet * In ¢ 3¢ Wy * Upeg)

1n+1 = 3T Un+1 + (ft Un + In) . ‘ (53)
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Ovaj izraz daje nadomjesni sklop prema slici 28.b. Struja In+i
. jednaka je, dakle, zbroju struje kroz vodljivost G, i struje
IL s, koja suma zadovoljava jednadZbu (53).

Gresku, koja nastaje prema opisanom postupku integracije
(izraz 51.a), odredjujemo usporedbom s Taylorovim redom:

> ﬁt ° .
Un+1 - Un Ll (Un t Un+1) ’
U .. =U +atU +4 0 -0 (54)
n+1 n n 2 n+1 n *

Sl. 28, a) Nadomjesni sklop kapacitivnosti C

b) Nadomjesni sklop induktivnosti L prema
trapesnoj formulti.

Napisimo sada prema Eulerovoj formuli izraz za prvu derivaciju u

vremenu tn+1

Un+1 . Un + At Un



= T8 i

odakle je U -U = At U

i uvrstimo ovo u izraz (54.a) pa imamo:

2

_ L] ﬁt e
Un+1 = Un + At Un + Sy Un . (54.b)

Ova metoda integracije je tonija od ranije opisanih, jer je funk-
cija aproksimirana s prva tri &lana Taylorovog izraza, tj. uklju-

¢uje i kvadratni &lan, te je gredka proporcionalna s at3/31 G; .

Drugi pristup trapeznoj integraciji, po kojem je i dobila
naziv, a daje istu konaénu formulu i nadomjesnu shemu je slije-
deéi:

napon na kondenzatoru C u vremenu t+At je jednak

t+AtT
UCt+At) = UCE) + % ! I dt =
t
5 i At
= U(t) + G (I(t+At) + I(t)) =
ili jednostavnije napisano
- At
Unsr = Up 38 (I * Inyq)

8to je veé poznati izraz (51.b). Iz slike 29 se vidi da smo kod
odredjivanja prirasta napona na kondenzatoru, struju integrirali
prema trapeznoj formuli, pa odatle i naziv metodi.
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L
1(t+at)

10)_~77/,
7 //
Wi

t t +At t

81, 29. Prikaz trapesne integractje.

7.2. To&nost i stabilnost metoda integracije

To&nost i stabilnost triju opisanih metoda integracije bit
ée sada prikazana na jednostavnom primjeru RC sklopa prema

slici 30.

cesw()  RE |y

§l. 30. RC sklop kao primjer metoda integracije.
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a) Eulerova metoda (E)

U bilo kojem trenutku t, i teq Vrijedi

E=U +V ili v =E-V (55.a)
E = Un+1 + Vn+1 ili Un+1 = E - Vn+1 5 (55.b)
v \
. n . . n+l
In = 'R— 1 In+1 = T_ . (55.0)

Ako prema jzrazima (55) uvrstimo odgovarajuée vrijednosti za

U . Un i In u izraz (46) imamo:

n+i

- - - At
Fo Ve FE- Vot e Vo
. - bt
Vn+1 V. (2 RC) . (56)

Izraz (56) predstavlja jednadibu diferencija ¢ije je rjeZenje uz
poznate poletne uvjete t=0 , VosEy jednako

ax P
V, & Ex(1l = ==) > (57)
gdje je, jednostavnosti radi, uvedena zamjena Tt= RC .

JednadZba diferencija (57) moZe se na jednostavan na&in do-
biti slijedeéim postupkom iz jednadZbe (56):
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Aty _ At
'_'E‘")—Ex(i '_F'"")’

jer je za t=0 , tj. za n=0 poletni napon V_ na otporu jednak
naponu izvora Ex . Zatim je prema izrazu (56) za ns1

At

_ B _ At.?
Vo =¥, (1 = ?—) = E, (1 ?")

1 X

pa ukoliko ovaj postupak primjenimo n puta imamo

At DN

V. = Ex A = =) (57)

n X
§to smo i Zeljeli pokazati.

b) Eulerova implicitna metoda (EIM)

Buduéi da razmatramo isti sklop sa slike 30. jednadZbe (55)

su iste, a za napon na kondenzatoru prema (48) imamo:

i At
U = U + G I

n+1 n n+1 °?

fto nakon uvrstavanja daje

(58)

Ve 2B sesitese (59)



¢) Trapezna metoda (TR)

Jednadibe (55) su iste, a za napon na kondenzatoru prema
izrazu (51.b) vrijedi:

- - - At At
E=-Viy =E Va *3RE Yn * 3RC Vne1 0

Vn+1 = Vn——a-f ° (50)

V= By |l—ar . (61)

Toéno, analitidko, rjesenje za razmatrani RC sklop glasi:

V(t) = Ey e t/T , odnosno uz zamjenu t=nAt

V = Ey e . (62)

Smisao ove analize, &iji su rezultati izraZeni izrazima (57),
(59) i (61), sastoji se u tome da smo odredili analitidko rjege-
nje koje daje nadomjesni sklop kapacitivnosti C u jednostavnom
RC sklopu prema slici 30. Usporedbom analitiékog rjeSenja jed-
nadZbe diferencija sa analitidkim rjefenjem diferencijalne jed-



nadZbe (62) moZemo za bilo koji trenutak t=nAt doéi do zaklju&-
. ka o svojstvima pojedine metode integracije. Prvo éemo ocijeniti

to¢nost koju postiZemo u sluaju kada se vrijeme poveéa za korak

At . Rezultati za At = 0,1t i At = v su dani u Tablici 2.

Iz tablice se vidi da trapezna metoda najbolje aproksimira pravo

rjesenje, &to smo i olekivali s obzirom na &injenicu da je u ap-

roksimaciju ukljuen i kvadrati®ni &lan Taylorovog reda.

Tablica 2.

Toénost metoda numeriEke integracije za RC sklop

Metoda E EIM TR Toéno
Padibes
ill %— ) IM ] ftT' e'éfl
1+ 5 14 2T .
at=01T 090000 090909 090476 090483
atsT 00 05 0333 | o368

Stabilnost rjesenja se moZe procijeniti poveéavajuéi vre-
menski korak At i promatrajuéi rezultat uz parni i neparni broj
koraka n . Usporedba triju metoda je dana u Tablici 3. Iz tab-
lice se vidi da je Eulerova metoda stabilna kada je vremenski
korak At < 1 . Za veoma veliki At rjedenje oscilira (mijenja
predznak) i divergira sve viZe &to je veéi n (veée vrijeme
t = nAt). Ova metoda spada u tzv. eksplicitne metode integraci-

- je, koje su opéenito stabilne samo uz ispunjen uvjet At < T .
Ukoliko elektri&na mreZa ima vide vremenskih konstanti, tada
vremenski korak At =za stabilno rjeSenje mora biti manji od
najmanje vremenske konstante sklopa, At < 7

min.

Eulerova implicitna metoda je stabilna za bilo koji vremen-
ski korak At , a to&nost rjefenja znatno opada s porastom kvoci-
jenta At/t . Ova metoda spada u tzv. implicitne metode integra-

cije koje su opéenito stabilne,
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Tablica 3.

Stabilnost metda numericke integracije za RC sklop

Metoda ™ E EIM TR
n . | - e_t'. n
(I_gL) 1 ( 71 )
T n at
At) 1+ 22
( Sk 2T
Stabilno za l<at<T 0 < at 0<at< 2T
Za veoma ; n c n
.. (-4b) ‘ (-1)
veliki at, Nt Ay
(%) :
divergira i ' stabilno
7 . . e
T : oscilira stabilno ali oscilira

Trapezna metoda je najto&nija i stabilna iako numeridko rje-
gavanje oscilira ukoliko je At > 2t . Ova metoda spada takodjer
u implicitne metode integracije. Izmedju Eulerove implicitne me-
tode i trapezne metode, prednost ima trapezna iako bi se moglo za-
klju¢iti suprotno zbog izrazite stabilnosti Eulerove implicitne
metode (stabilna za bilo koji At). Prednost je trapezne metode,

u tome, &to kod nje u isto vrijeme kada metoda podima gubiti to-
&nost, dolazi i do prigufenih numeridkih oscilacija, a da pri to-
me rezultat ne divergira. To zna¢i da nas pojava numeri&kih osci-
lacija upozorava i na netolnost rjesenja, pa se proradun moZe po-
noviti s manjim vremenskim korakom. Drugim rijefima, ukoliko nema
numeridkih oscilacija, znadi da je i todnost rjefenja zadovolja-
vajuée. Ovako jednostavnu kontrolu, médjutim, ne omoguéava Eulero-
va implicitna yetoda.

7.3. Metode integracije mrefa s nelinearnim elementima

U dosada¥njem izlaganju o metodama numeridke integracije
razmatrane su linearne elektri&ne mreZe. S obzirom da su u elek~-
tronidkim sklopovima mahom sve kapacitivnosti nelinearne potre-
bno je pronaéi postupak njihove linearizacije kako bi se takovi
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elementi uklopili u postojeéi matriéni racun.

Imamo 1li, dakle, elemenat kod kojega se naboj ne mijenja
linearno sa naponom, tj. ne vrijedi Q = CV , veé vrijedi
Q = £f(V) , radi se o nelinearnom elementu za uskladi3tenje nabo-
ja. Postupak odredjivanja prirasta naboja AQ koji je posljedi-
ca prirasta napona. AV kroz vrijeme At odredjuje se sli&no
Newton~-Raphsonovom iterativnom postupku kod nelinearnih elemena-
ta. No, umjesto Newton-Raphsonove metode, koja koristi tangentu,
primijeniti éemo ovdje metodu regula falsi k>ja koristi sekantu.
Na slici 31, prikazana je grafidki ovisnost Q = f(V) .

Nelinearni element Q = f(V) 1lineariziran je u okolisu to-
*)
&ke Qn s Vn sa
(o) _ d o _
Quer * U * ‘a%’n Vper = Vo) - (63)
tn+1
Prirast naboja AQ = Qiii - Q, Jednak je prema AQ = I I dt
uz primjenu trapezne integracije th
At
05 - 0y = Gy 1) §E
Uvrdtavanjem izraza (63) u (64) dobijemo
d o e - o At
(Hg)n (vn+1 vn) = e * 1) 3 ’
o .2 .d o _ |2_ (4
it ™ %% (a%)n Vo i1 ‘ﬁt (a%)n LI W (65.a)
. (o) . ‘s _ : . o ¢
*) Naboj Q.44 Je dobijen u skladu sa izrazom (63); Qn+1 iz
izraza (65.b) je dobijen primjenom jednadZbe Qs1 ® f(Vn+1) :

Isto vrijedi za Qiii i Q;+1 s L1td,
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0 |
Ones |
Oher 1
G | 11
‘ :;C
Ned | '
0='(v):
Qn -ﬁ
dt

Sl. 31. Primjena metode regula falsi na nelinearnt
element @ = f(V) .

Vapon Vn+1 i struja I predstavljaju vrijednosti koje su

n+1l
dobivene u prvoj iteraciji. Drugi korak linearizacije nelinear-
10g elementa Q = f(V) u okolisu tocke Q, » V daje primje-

rom metode pegula falsi za naboj Qiii slijedeéi izraz:

n

( Qnyq - Q

1) _ n+1 n 1 _

Qn+1 Qn * vO v (vn+1 vn) :
n+l n

1 prirast naboja AQ jednak je

(1) N
Qn+1 - Qn - (In+1 * In) 7
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odakle dobijemo

o o

1 _ 2 Qnes = U 1 _ 12 Ue1 -
IIH"]. o -‘;6——-:-;— Vn+1 1T -;-o—--—v- Vn + In 0 (65.b)
n+l n n+l n

Promatrajuéi izraze (65) vidimo da je svrha postignuta. Ne-
linearni element Q = f(V) najprije je lineariziran tangentom,
a potom sekantom. Svrha je ovog postupka da poCetna tolka
Q, » Y, ostane referentnom to&kom, sve dok se iterativni pos-

tupak ne zavr&i zadovoljavanjem unaprijed posfavljenog kriterija
i-1
n+1
rentne tolke se sastoji u slijededem: stanje mreie u vremenu tn

o veli¢ini dopudtene greske, AV < v -V . Smisao refe-

n+1

je poznato i pored ostalog je odredjeno naponom Vn na kapaci-
tivnosti C ; tijekom iterativnog postupka ne smije se mijenjati
to poletno stanje, jer je ono jedina referenca s pomofu koje se
odredjuje novo stanje mreZe u vremenu t ., . Nadalje, vidimo,

da smo prema izrazima (65) postigli da jedine varijable koje opi-
suju ponasanje nelinearnog elementa budu napon i struja, te je

na taj nadin moguée uklopiti takav elemenat u postojeéi algori-
tam. Stovise, nadomjesni sklop ima oblik standardne grane mreZe
(sl. 32) te je u potpunosti prilagodjen do sada primijenjenom

matrid¢nom racdunu.

____‘rn
! .
1 Q=f(V)
v -4Q
LoD
n

Sl. 32. Nadomjesni sklop nelinearnog elementa Q = f(V).
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Prema nadomjesnom sklopu vodljivost GC i struja IC u
nultoj-podetnoj iteraciji iznose

o _ 2" ,d _
Q=2 (&P, » =2V o+1

a u daljnjim iteracijama iznose

il - q
gl . 2_ ‘n#l n gty +1
c - Bt VI-} v ¢ “e'n n °*
n+ n

gdje indeks ¢ ide od I do m , a m je iteracija pri kojoj
se postiZe konvergencija.

Yy slutaju kapacitivnosti poluvodiékih elemenata, koje su
prema prirodi promjene naboja u poluvodigima definirane kao

c=R (66)

a sama nelinearna kapacitivnost C poznata je u obliku
C = fc(V) , postupamo kao i u prijasnjem sluaju. To postiZemo

tako da odredimo funkciju Q = f(V) prema

v v
Q = ! C dav = I £,(V) av . (67)
o o

Sa ovako odredjenim nabojem postupamo kao 3to je opisano izrazi-
ma (65). U ovom sludaju, kada je kapacitivnost odredjena izrazom
(66), zgodno je iskoristiti ¢injenicu da se nagib sekante
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O -
’ Qn+1 Qn

o
Vn+1

moZe odrediti s to&nofdéu drugog stupnja s pomoéu
-V
n

derivacije naboja na mjestima Vn i Vv kako slijedi:

n+l

o

Qe = O 1 [ dQ,° dQ

T2 = 7| G * @] (58)
n+l n

o
Odmah se uocava da je derivacija (%3)n =C ,a (%%)n+1 = Cg+1

pa izravnim uvritavanjem nelinearnih kapacitivnosti u izraze
(65) dobijemo:

2C 2C
o _ n o - n
Iael ® e Vn+1 [E?_ Y, # InJ (69.a)
o o
C + C C + €
. - 1 _ n+l n ,1 . n+1 n
1 Ty & e Vo1 [—-——At v, o+ In] " (69.b)

Ovakav oblik, tj. izrazi (69), nam vise odgovaraju, jer nema po-
trebe za odredjivanjem integrala prema izrazu (67). U nadomjes-
~ nom sklopu vodljivost Gy i struja In u po&etnoj iteraciji

iznose

a u daljnjim iteracijama iznose
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Na ovom mjestu dajemo i nadomjesni sklop za nelinearni indu-
ktivitet, tj. za element gdje umjesto ¢= LI imamo ¢= £(I) .
Postupamo analogno slu€aju za nelinearnu kapacitivnost pa imamo
redom:

¢ = £(1) ,

°© ~1) .

ol _ do
¢ o + (G0, (12, -1

n+l n

Za prirast magnetskog toka A¢ imamo uz primjenu trapezne inte-
graclije

éol - ¢ = (V° +V )

at
n+l n n+l n 2

Eliminacijom toka iz gornjih izraza dobijamo

do o e TN = o At
taf)n (In+1 In) tvn+1 * vn) 2 !
odnosno
o) - At o At
In+1. —-——2 (_di') Vol v o+ In & (70.a)

ST
ar'n 2 (370,
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(1)

U drugoj iteraciji za ¢n+1 imamo:
0% - 0
(1) n+1 ' R
On+1 = ¢n * (vn+1 Vn] !
I = T
n+l n
odakle je
1 At 1 At
In+1 - 0° - Vasr *+ o© -0 Va In
: 2 n+l n 5 N+l n
o _ 0 '
In+1 In In+1 In . (70 .b)

Nadomjesni sklop se prema izrazu (70.a) u pocetnoj iteraciji sa-

stoji iz vodljivosti G, 1 struje I kako slijedi:

GO = AL O ugG®v +1
2 (52)
dI’n

IL L n n

L

a u daljnjim iteracijama imamo

i At i S
%" e WO Y ¥ 5 v
Ii-l -1
n+l n

gdje indeks ¢ ideod 1 do m , a m je iteracija pri kojoj
se postiZe konvergencija.
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Postupak prorad¢una prijelaznih stanija

nelinearnih mreZa

Na kraju ovog nglavlja mofemo predo&iti tok numeridkog prorau-
na prijelaznog stanja mre’e prema blok shemi na slici 33. MreZa

sadrZi linearne 1 nelinearne otporne elemente, a kondenzatori i
induktivitetl su linearni.

Prema slici 33 vidimo slijedede :

a)

b)

c)

d)

Definiramo mreZu i svaki nelinearni otporni element zamje-
nimo s linearnim nadomjeénim sklopom (vodljivost G i struj-
ni izvor I), a svaki kondenzator C i induktivitet L tako-
djer s nadomjesnim sklopom (vodljivost G i strujni izvor
I).

Da bi prora&un mogao zapo&etl moramo zadati po¢etne napo-
ne na kondenzatorima 1 pofetne struje kroz induktivitete,
a zo nelincarne otporne eclemente pretpostaviti poletne
vrijednosti napona na njima.

Sada proraun moZe zapofeti. Najprije treba odrediti vri-
jednosti napona na nelinearnim elementima primjenom
Newtonove iteracije, zbog toga, jer smo u to¢ki b) zadali

samo pretpostavljene, po volji odabrane napone.

U ovom dijelu proraduna napredujemo s vremenom za iznos
At. To vriimo primjenom numerilke integracije, pri &emu
izratunavamo prirast napona AV na kondenzatorima i struje
Al kroz induktivitete. WNakon toga treba izracunati nove
vrijednosti napona na otpornim elementima, S5to znadi da
se vracdamo na toc¢ku c).

Postupak po tofkama c) i d) ponavljamo sve dotle dok ne izrafuna-

mo vremenski odziv mreZe u cijelom vremenskom intervalu koji je

bio unaprijed zadan.
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Zadana mreZa,
nadomjesni sklop za nelinearne elemente,

nadomjesni sklop za C i L i

nezavisni naponski i strujni izvori,

Potetne vrijednosti V, na C i I,

kroz L , te pretpostavljene vrijednosti
VNL i INL na nelinearnim elementima.

Newton-Raphsonov iterativni postupak, za

VNL i INL nelinearnih elemenata

(VC s I ostaju pri tome nepromjenjeni)

l

t = t + At

L

A

Integracija (vremenski pomak At

prema naprijed):

Vo = Vo + AV,

I, + Al

IL IJ -

51. 33, Prikaz toka numeridkog proraduna prije-

laznog stanja nelinearne elektridne mreZe.
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8. DODATAK

Struktura programa za istosmijernu analizu nelinearnih
elektridnih mreZa

Postupcl numerifke analize,koji se primjenjuju pri analizi
sklopova s mnogo elemenata, pored svoje matemati&ke prirode za-
htijevaju i1 odredjenu koncepciju redoslijeda izvrSenja pojedinih
numeritkih postupaka., Naime, ispravnim rasporedom potprograma
omogudavamo brzo i funkcionalno izvrSavanje .programa, Program,
koji povezuje numerike postupke u cjelinu ima slijedece sadr¥a-
jes

- u&itavanje podataka elektri&ne mreZe,

- obrada i sortiranje u&itanih podataka u obliku koji je

prikladan za numeri&ku analizu,

- formiranje matri&nog izraza za analizu metodom &vora,

- rjeSavanje sustava algebarskih jednadZbi s n-nepoznanica,

- kontrola rjeSenja i vodjenja iterativnog postupka,

- ispisivanje‘rje§enja.

Opisati cemo sada pobliZe funkciju pojedinog dijela progra-

1, Uitavanje podataka potrebnih za jednozna&ni opis mreZe
se vrii na naéin da korisnih programa s najmanje napora unese
podatke u stroj. Tako je dovoljno pojedini dvopolni element opi-
sati s nazivom, izmedju kojih se &vorova nalazi i iznosom:

R1 1 2 10 kOhm

Nelinearne elemente, na primjer tranzistore, opisujemo na sli-
dan nadin, no umjesto vrijednosti daje se na zadnjem mjestu po-
datak o tipu tranzlstora:



Q1 1 2 4 3
Zatim se definiraju parametri modela tranzistora. Formati
ulaznih podataka su fiksni.

2, Nakon Sto su podaci uéitani,treba ih srediti na nadin da
formiranje matriénih izraza potrebnih za analizu tede sa 5to ma-
nje napora. Tako se najprije sortiraju otpori, diode i tranzisto-
ri, Ovaj programski dio ujedno vodi raduna o formiranju matrice
vodljivostli G kako bi otpale neke suvisSne operacije u njenom
formiranju, Tako su otpori sortirani u tri polja. U prvom polju
se nalaze otpori kojima su oba €vora m i n razli&iti od nule,
U drugom polju su otpori koji su spojeni sa polom m na refe-
rentni &vor, a u tredem polju su oni otpori &iji je pol n spo-
jen na referentni &vor:

~Polje R
N M
N (0]
O M

Slidan postupak je primjenjen na diode i tranzistore.

3. Formiranje matri®nog izraza GV =pl_ = vrSi se po eleme-
ntu, a ne po retku, Ovo zbog ekonomiénosti, jer se iz odredjenog
polja pozove element sa odgovarajuéim parametrima i zatim upisu-
je doprinos tog elementa u matri&ni izraz. Tako se otpori upisu-
" ju na slijedeéi nadin:

G(N,N) = G(N,N) + G
G(N,M) = G(N,M) = G
G(M,N) = G(M,N) - G
G(M,N) = G(M,M) + G
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111 samo G(N,N) = G(N,N) + G (pol m uzemljen),
ili samo G(M,M) ='G(M,M) + G (pol n uzemljen),

Upisivanje u G matricu i vektor AI_. provodi se pri sva-
koj iteraciji, pa ulteda pri upisu viSestruko kompenzira po&etno
sortiranje. Na primjer, kako je veé navedeno kod otpora koji su
jednim polom vezani na referentni &vor,upisuje se samo jedna vod-
ljivost umjesto 4, a kod tranzistora umjesto 9 vodljivosti i
3 struje,upisuje se samo 4 vodljivosti i 2 struje.

- Kod nelinearnih elemenata se prije upisivanja obavi lineari-
zicija u skladu sa odabranim modelom. Svi modeli su kod primjene
metode &vora svedeni na paralelni spoj vodljivosti i strujnog iz=-
vora, sto zna¢i da u postupku linearizacije treba odrediti nado-
mjesnu vodljivost i1 nadomjesnu struju, Iznos tih veli&ina ovisi
o odabranom modelu i radnoj todki koja je netom bila izradunata.
Kod prve iteracije uzima se unaprijed odredjena radna to&ka,

4., RjeSavanje sustava sa n nepoznanica se provodi postup-
kom Gaussove eliminacije.

5. Vodjenje iterativnog postupka se svodi na usporedbu novo
dobivenih napona na nelinearnim elementima sa odgovarajuéim na-
ponima iz prethodne iteracije. Na temelju napona diferencije za
svaki nelinearni elemenat odredjuje se nadin linearizacije u sli-
jedeéem koraku.

6., Izlazni potprogram ne predstavlja poseban problem i pode-
Sava se prema Zeljenim izlaznim podacima, Kao standardni izlaz se
dobija napon svih &vorova u odnosu na referentni évor, ukupan uéin
stanje svih nelinearnih elemenata.

7. Posebnim potprogramom se mo#e dobiti ispis stanja neline-
arnih elemenata za bilo koje podru&je iterativnog postupka.



Upute za koristenje programa DCASS

Program za istosmjernu analizu nelinearne elektri&ne mreze
izradjen je na ovom Fakultetu i nazvan je DCA55 . Mrefa, koju
ovaj program moZe obraditi, moZe sadriavati slijedeée elemente:
otpore, diode razli¢itih modela, tranzistore NPN i PNP tipa raz~-
1li¢itih modela, te strujne i naponske izvore. Naponski izvori
trebaju biti jednim polom uzemljeni,

Da bi se neka mreZa mogla analizirati, potrebno je napravi-
ti opis mreZe, tj. zadati ulazne podatke. Opis mreie éemo odredi-
ti iz sheme mreze ¢ije éemo ¢vorove prethodno ozna¢iti. Oznadava-
nje ¢vorova zapofinjemo sa &vorovima na koje su vezani naponski
izvori, pa kad se oni izredaju oznad¢avanje ostalih &vorova moZemo
sprovesti po volji.

- Velidina mreze

Polja pojedinih varijabli se mogu mijenjati, a program
DCA55 ima slijedede moguénosti:

&vorovi 55
otpori 55
diode 20
broj tipova dioda 5
tranzistori 30

broj tipova tranzistora 5

ulazni naponi : 10
ulazne struje 5
izlazni naponi 10

- Ulazni podaci

Ulazni podaci se zadaju tako (sl. 34) da se na pod¢etku zada
ime sklopa i nad¢in analize (MODUS) po formatu

28 FORMAT (5A6, I10)
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Zatim se zadaju podaci o broju &vorova mrefe i broju ele-
menata mreZe po formatu

25 FORMAT (12I5).

U taj format ulaze slijedeée velidine:

NODE - broj &vorova u mreZi

L1 - broj otpora

L4 - broj dioda

L5 = broj tranzistora

L6 = broj modela dioda

L7 - broj modela tranzistora

L8 - broj strujnih izvora

L9 - broj naponskih izvora

L10 - broj dioda na kojima postavljamo po&etni napon 0

L11 =~ broj tranzistora kojima na kolektorskoj diodi Ebers-
Mollova modela postavljamo podetni napon 0
L60 - broj napona grana koje Zelimo izradunati i Ztampati

KRAJ - dopusteni broj iteracija

Poslije toga treba dati podatke za veliZine TEMP (tempetatura
u OKJ, QQ (naboj elektrona), BK (Boltzmannova konstanta),

G1 (pomo¢na vodljivost u modelu diode i tranzistora), EA (apso-
lutna greska), ER (relativna greska) i AA (konstanta koja od-
redjuje poloZaj potetne radne todke). Na primjer:

TEMP = t(°C) + 273,15

QQ = 1,6021 x 10~ 19 As

BK = 1,3806 x 10723 g (%k)~1
G1 = 1078 s

EA = 107°. v

ER = 10"

AA = 2

Ove varijable se zadaju po formatu:

21 FORMAT (5E15.9).



- 99 =

Potom se zadaju podaci za pojedine elemente mreZe i to slijede-
éim redoslijedom i formatima:

OTPORI
103 FORMAT (A6, 2 F10.0, E15.9),

DIODE

105 FORMAT (A6, 3 F10.0),
PARAMETRI MODELA DIODA

106 FORMAT (F10.0, 4 E15.9),
REDNI BROJ DIODA KOJE SU POZETNO
INVERZNO POLARIZIRANE

109 FORMAT (161I5);

TRANZISTORI

110 FORMAT (A6, 5 F10.0),
PARAMETRI MODELA TRANZISTORA
111 FORMAT (5 E15.9),

REDNI BROJ TRANZISTORA KOJI SU
POCETNO INVERZNO POLARIZIRANT
114 FORMAT (16I5);

STRUJNI TIZVORI
103 FORMAT (A6, 2 F10.0, E15.9);

NAPONSKI IZVORI
115 FORMAT (A6, 2 F10.0, 3 E15.9);

IZLAZNI NAPONI
117 FORMAT (A6, 2 F10.0).

Na kraju dajemo podatke LP1, LP2 kojima se poziva ispis stanja
nelinearnih elemenata od LP1 - iteracije do LP2 - iteracije po

formatu:

26 FORMAT (2TI10)
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30 40

(Naziv sklopa I MODUSl

5 10 % 20 25 30 35 40 45 50 55 60

r’hoosi ul owl wsl owel ] wl !l vl wl wolkrall

15 30 45 60 75
r’ TEMP | 0a | BK| 61 EA;
5 30
ER AA
6 16 26 Al
- T
Ime | Cvor I Cvor ] \znos !
otpora N M otpora
6 16 26 36
Ime | J | Broj
diode N M model a
10 25 40 55 70
T T
Broj 4[ [ | i ;
modela , AIS TAU cJ Vo
(Modeli se daju redosljedno)
5 10 15 ==~

R

IDD

-\

St. 34. Prikas ulaznih podataka na karticama.



6 16 26 36 46 S6
I ! '
- Sime | | : | Broj NPN ili |
tran, N M K modela PNP
15 3G 45 60
Broj [ i | |
modela AISE AISC WN Wi

( Modeli se daju redosljedno)

(Prazna kartica

Prazna kartica

; S 10 15 = - -

(’.11
100

b 16 26 Al

Ime f | lznos
strujnog N M str. izv.

izvora

6 16 26 41 56 n
ime | ': | Donja ( [ Gornja f
napon, N M granica AV granica
izvora

6 16 26

Ime i | !
izlaznog N M

napoena

10 20

i
( LP1 LP2

Sl. 34. Prikaz ulasznih podataka na karticama (nastavak),.
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Akxo nekih od navedenih elemenata nema u mreZi, oni se jednostavno
izostave iz ulaznih podataka.

Za diode i tranzistore, na kojima Zelimo pofetni napon nula, VBDO
odnosno VBCO jedhako nuli, moramo unijeti u karticu redni broj

te diode odnosno tranzistora (npr. ako imamo 5 dioda u mreZi i
Zelimo na onoj koju smo dali kao treéu u ulaznim podacima posta-
viti FBDO jednako nuli, onda éemo u karticu upisati broj 3 i to
po formatu 109),

Kartica za naponske izvore u petom i &etvrtom podru¢ju neée nista
sadrZavati ako ne selimo prijenosnu karakteristiku. Znadi, tada

éemo zadati samo prvu vrijednost napona.

Ilustrirajmo zadavanje ulaznih podataka na jednostavnom
primjeru tranzistorske sklopke (sl. 35). Najprije éemo oznaditi
¢vorove mreZe, a zatim se zadaju ulazni podaci prema slici 36:

4 RC 2
—— MAMWN—
1K
R
LW—Q-—K Qi
10K W ER T,
10V
VIN ==
W]

T

St 35: Primjer oznadavanja tranzistorske sklopke.
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Primjer s operacionim pojadalom uA741

Na slici 37. prikazano je operaciono poja&alo uA741 sa ozna-
kama 26 &vorova, 2 napona napajanja, 17 otpora i 23 tranzisto-
ra. Stvarni brdﬁ'évorova 8 kojima se raduna je 49, jer uz svaki
&vor na bazi tranzistora treba dodati po jedan unutrasnji &vor u
modelu tranzistora zbog otpora baze, dakle, imamo 26+23 = 49
¢vorova. Zatim dolaze izlazni podaci:

- naponi svih &vorova pri pogetnom ulaznom naponu
( VIN = =0,15 V ),
- ukupni uéin koji trosi pojadalo,

- stanje svih tranzistora pri podetnom ulaznom naponu,
~ prijenosna istosmjerna karakteristika pojadala kada
se ulazni napon mijenja od =-0,15 V do 0,15 V po

0,01 Vv,

Slika 38. dobivena je iz podataka za prijenosnu istosmjernu
karakteristiku. Poja¢alo je spojeno tako da je R1 = 1 kOhm ,
R6 = 100 kOhm 3to daje kod idealnog operacionog pojaala pojaca-

nje od A = - %% =-100 . Numerickom kontrolom izlanih podataka

vidimo da je pojafanje jednako 99,995 u podru¢ju ulaznog signa-
la od =-0,145 V do 0,145 V , odnosno izlaznog signala od

14,5 V do =-14,5 V . § obzirom na ¢injenicu da je pojadalo na-
pajano sa 15 V , to je postignuta linearnost u radu pojadala
izvanredna.
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Sl. 37, Shema operactionog pojadala uA741.
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1.8 PR AN C.I

1. str. 4, nedostaje tekst:

dodavanjem nakih kraéih potprograma kao i uzastopnim ponavlja-
njem postojefeg programa vr3i se analiza pri malom izmjenié&nom
signalu i analiza prijelaznih stanja. Program za statifku ana-
lizu. pod nazivom DCAS55, koji je napravljen na ovom Fakultetu,
opisan je u 8. poglavlju.

2. str. 15, Sl. 5. '::Pz 3

. GS .
3, str, 22, tablica, stupac "VEKTOR B" u drugom retku treba biti:
(n=2) (n-2)
n3 n2 n
4, str. 23, 6. red odozgo, treba biti: il o +Z
5. str. 47, S1. 14.b)  / .
Ino

jed. (45) Uc(tsat)= Uc(t)+ at (e (4) + _315 e ()4 ...

prvi _redak odozdo_ treba biti: _3:“_1 [L:(t).} _&“gi‘i‘} IL_ (t'-_)-f

6. str. 70,

7. str. 71, prvi redak odozdo treba biti %;ﬁ u4(a

8. str. 72, jed. 47 s lijeve strane treba biti: I ., = ...

I B g o
n+l
9. str. 75, 4. rquk odozdo treba Eiti
ats A
ST uc&)’odnosno ST Iy (t)
10. str. 76. 8. redak, umjesto sl. 38.a treba biti S1. 28.a.
11. str. 80,81,82, jed. 57,59,60,62 umjesto Ex treba biti E.
12. str. 82, jeds, 62 treba biti: '

vnz E. e"'"lb’t//c'.



