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O autoru

Danilo Blanusa, dugogodis$nji profesor Tehnickog fakulteta u Zagrebu, a potom
Elektrotehnickog fakulteta, rodio se 7.12.1903. godine u Osijeku — donji grad Siroka
ulica br. 9. Profesor Danilo Blanusa umro je dana 8.8.1987. god. u Stubickim Topli-
cama. Kao dijete oficira skolovao se u mjestima sluzbe svoga oca. Tako je osnovnu
skolu pohadao od 1909.-1913. godine u tri mjesta: Becu, Steyru (Gornja Austrija)
i Zagrebu. Sli¢no je i s pohadanjem gimnazije od 1913.-1921. Zapoceo je s realnom
gimnazijom u Zagrebu, da bi od 6. do 8. razreda nastavio u Osijeku. Maturirao
je 1921. godine u Osijeku na realnom odjelu. Jos se jednom vracao u Osijek 1925.
god. kada je polozio dopunski® ispit zrelosti iz latinskog jezika na gimnazijskom
odjelu realne gimnazije u Osijeku. Skolske godine 1921./1922. zapoceo je studij
elektrotehnike na Tehnickoj visokoj §koli u Zagrebu da bi sljedece skolske godine
nastavio studij na Technische Hochschule in Wien, gdje je 1925. god. polozio I.
drzavni ispit, a 1934. godine II. drzavni ispit (diploma) iz elektrotehnike postigavsi
drzavno priznatu titulu “Ingenieur (Ing.)”. Svojoj prirodenoj sklonosti za teorijska
razmatranja i matematiku udovoljavao je tako da je izvanredno slusao i polagao ra-
zlic¢ite teorijski orijentirane predmete iz matematike, fizike i tehnike. Time je njegov
studij u Becu potrajao do 1934. god. pri cemu je stekao vrlo Siroko znanje iz bliskih
podrucja: elektrotehnike, fizike i ponajviSe iz matematike.

Zaposlio se 25.10.1934. god. u Gradskoj elektricnoj centrali u Zagrebu i to kao
volonter u pogonu centrale, gdje od 1.4.1935. god. radi kao pogonski elektroinzinjer.
Od 1.6.1937. god. premjesten je u bazdarnicu elektri¢nih brojila iste tvrtke, gdje
je od 1.8.1941. god. do 1.2.1944. god. bio Sef odjela. Pored te duznosti bila mu
je povjerena briga za stru¢no obrazovanje tehnickog osoblja, pa je odrzao nekoliko
tecajeva za tehnicko osoblje Gradske elektricne centrale.

Istovremeno se u slobodno vrijeme bavio istrazivanjem Besselovih funkcija
izradivsi doktorsku disertaciju ¢isto matematickog karaktera, a motivaciju je nasao
u rjesavanju telegrafske jednadzbe. Dana 12.2.1943. god. obranio je na Tehni¢kom?
fakultetu u Zagrebu disertaciju pod naslovom “Jedna vrst integralnih teorema
Besselovih funkcija”. Promoviran je 16.6.1943. god. Habilitacijskom postupku pris-
tupio je 17.12.1943. god. na Tehnickom fakultetu s pokusnim predavanjem pod

1Uvjet za postizanje diplome
2Kao diplomirani inZenjer nije mogao doktorirati na Mudroslovnom fakultetu.
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naslovom “Matematika i njen odnos spram tehnike i prirodnih znanosti”.

Postavljenje za izvanrednog profesora na Tehnickom fakultetu uslijedilo je
1.2.1944. god., a 30.6.1945. god. je razrijesen sluzbe®. Ponovno priznanje dok-
torske diplome i habitacije uslijedilo je 25.9.1946. god., pa je 1.11.1946. god. postav-
ljen za honorarnog nastavnika predmeta “Matematika za arhitekte i kemicare” na
Tehnickom fakultetu. Danom 1.4.1947. god. ponovno je postavljen za izvanrednog
profesora na Tehnickom fakultetu za predmet Visa matematika.

Sk. god. 1947. /1948. uveden je na Tehnickom fakultetu predmet “Teorijska
elektrotehnika” za studente elektrotehnickog odsjeka. Na prijedlog profesora Josipa
Loncara predavanja iz tog predmeta povjerena su Blanusi. To je na honorarnoj
osnovi predavao tijekom dviju $kolskih godina, pa ga mozemo smatrati zacetnikom
predavanja iz teorijske elektrotehnike na Zagrebackom sveucilistu. Kako se nastava
matematike Sirila, to je predmet Teorijska elektrotehnika preuzeo drugi nastavnik.

Za redovitog profesora Tehnickog fakulteta postavljen je 31.10.1947. god. Di-
obom Tehnickog fakulteta na vise fakulteta, nastavio je danom 1.7.1956. god. raditi
na novoosnovanom Elektrotehnickom fakultetu, u istom zvanju u kojem je ostao
sve do umirovljenja 31.1.1975. god. Na fakultet je dolazio redovito doklegod mu je
zdravlje dozvoljavalo.

Raspolazudi raznolikim teorijskim znanjem, lako¢om je predavao razli¢ite ma-
tematicke predmete, kao i teorijski orijentirane sadrzaje fizike i elektrotehnike. Bio
je vrstan poznavalac teorije relativnosti §to je ugradio i u ovu knjizicu.

Tekst koji objavljujemo predstavlja Sapirografirani rukopis, a nasao sam ga
u njegovom uredu nakon smrti i nisam znao za postojanje istog prije BlanuSine
smrti. Nazalost, tekst nema datuma i pretpostavljam da potjece iz vremena kada
je predavao teorijsku elektrotehniku ili pripada vremenu kada je na Institutu Ruder
Boskovi¢ zapoceo postdiplomski studij. Razgovarao sam s vise ucesnika i jednog
i drugog, no nitko se ne sjeca Sapirografiranog materijala na tim predavanjima.
Vjerojatno je kratkoéa predavanja predmeta Teorijska elektrotehnika potisnula u
drugi plan ovaj tekst, a time i u zaborav. Radi se o fundamentalnom znanju iz
elektrotehnike, koje je kvalitetno napisano na hrvatskom jeziku. Kolege s Odjela
za matematiku, Sveucilista J. J. Strossmayera u Osijeku, doznavsi da takav rukopis
postoji, prihvatili su se objavljivanja istog, kako bi ta znanja uéinili dostupnim nasim
studentima, ljubiteljima znanosti i Siroj javnosti. Tekst je objavljen u izvornom
obliku, a kako je to ponajvise tekst matematicke naravi, to je aktualan kao i kada
je bio napisan.

IVAN IVANSIC, Zavod za primijenjenu matematiku, Fakultet
elektrotehnike i racunarstva, Unska 3, P.O. Box 148, 10001
Zagreb, Croatia, e-mail: ivan.ivansic@fer.hr

3Razlog razrjesenja od sluzbe bio je opoziv svih postavljenja i akademskih naslova postignutih
tijekom rata
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Predavanja profesora Danila Blanuse
o elektromagnetizmu

Mobilis in mobili
J. Verne: Vingt Mille
lieues sous les mers

Rukopis Promjenljiva elektromagnetska polja, koji je naden u ostavstini profesora
Blanuse, je vjerojatno nastao uz kolegij Teorijska elektrotehnika, koji je autor drzao
na Tehnickom fakultetu Sveucilista u Zagrebu u akademskim godinama 1947/48. i
1948/49, a mozda i uz predavanja koja je nesto kasnije profesor Blanusa drzao na
Institutu Ruder Boskovié. Rukopis je priredio za tisak profesor Ivan Ivansi¢, koji je
dodao uvod O autoru, Pregled formula i Indeks.

Blanusin rukopis daje prikaz teorije elektromagnetskih pojava polaze¢i od
Maxwellovih jednadzbi i analiziraju¢i njihovo znacenje i doseg. Ve¢ se na pocetku
navodi da te jednadzbe ne obuhvacaju gibanje slobodnih naboja u vakuumu, te
da teoriju treba u tom smislu nadopuniti Lorentzovom teorijom elektrona. Tom je
pitanju posveceno poglavlje “Jednadzbe za slucaj slobodnih naboja u vakuumu”. I
kod komentara prijelaznih pojava, valnih jednadzbi, u uvodenju potencijala i kod
raznih zanemarenja zadrzana je jasnoca i to¢nost izlaganja. BlanuSa nikad ne gubi
smisao formalnih ra¢una ni rezultata vaznih u primjenama. Vrlo rano se u tekst
uvode telegrafske jednadzbe koje vrijede za elektricno i magnetsko polje, ali i za
vektorski potencijal i za Hertzov vektor, a zgodnije su za racune od Maxwellovih
jednadzbi.

Retardirane potencijale Blanusa definira u poglavlju “Staticki i retardirani
potencijali”, nakon viSe stranica uvoda i nakon analize polja tockastih naboja. Kod
odredenih usrednjenja Blanusa upozorava da egzaktni dokaz dolazi kasnije; naime,
oblik se pojedinih izraza cesto moze pogoditi iz heuristickih razmatranja. Novi se
pojmovi uvode pazljivo i potkrepljuju detaljnim izvodima. Tako se definiraju plo$ni
naboji, plosne struje, gustoca snage, struja energije i Poyntingov vektor. Dokazuje
se medutim i da koncepcija izoliranog vremenski promjenljivog naboja u okviru
Maxwellove teorije nije moguca. Sve je navedeno sadrzano u prvih Sest poglavlja,
koje mozemo smatrati osnovnim, a koja predstavljaju otprilike tre¢inu teksta.

Drugu trec¢inu teksta zauzima poglavlje nazvano “Relativisticka transformacija
elektromagnetskog polja”. Ono obraduje relativisticku transformaciju elektromag-
netskog polja, vezanu za BlanusSin zivotni interes, teoriju relativnosti. Prema popisu
Blanusinih publikacija iz [4], Blanusa se jo$ jednom, godine 1969, vratio na pitanje
kojim se bavi u tom poglavlju. No, ¢lanak u Elektrotehnici [3] je neznatno krac¢ena
verzija tog poglavlja.

Blanusa pocinje od principa klasi¢ne mehanike i ravnopravnosti inercijalnih
koordinatnih sustava, koji se jedan prema drugom kreé¢u konstantnom brzinom.
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On iz toga izvodi vremenske i prostorne transformacije, ali ne razvija relativisticku
kinematiku (za $to upuéuje ¢itaoca na svoj ¢lanak [2]), nego dobiva transformacije
koje su opcenitije od Galilejevih. One sadrze jednu neodredenu konstantu. Tu bi
konstantu trebalo odrediti eksperimentom, no mehanicki pokusi koji bi se proveli u
tu svrhu nisu dovoljno tocni. Medutim, eksperimenti sa svjetlom, koje je elektro-
magnetski val, daju s velikom to¢noséu rezultat, da Maxwellove jednadzbe vrijede
tj. imaju isti oblik u svim inercijalnim sustavima. BlanuSa uz mehanicke principe
uvodi jo§ dva principa vezana za elektromagnetsko polje. Prvi je invarijancija su-
perpozicije, $to znaci da je transformacija superpozicije dvaju polja superpozicija
transformiranih polja. Drugi je neprekidnost transformacije. Iz toga slijedi da
transformacija polja mora biti linearna. Kako u vakuumu Maxwellove jednadzbe
vode na d’Alembertovu valnu jednadzbu, iz invarijantnosti ove posljednje proizlazi
da Galilejeve transformacije ne vrijede za elektromagnetizam. Transformacije koje
daju invarijantnost Maxwellovih jednadzbi prvi je nasao Hendrik Lorentz, ali ih nije
prosirio do univerzalnog principa prostorno-vremenskih transformacija sveukupnog
fizickog svijeta.

U nastavku Blanusa dokazuje jedinstvenost tako dobivene Lorentzove trans-
formacije. U stvari, dokazuje se jedinstvenost transformacije koja ostavlja invari-
jantnim Maxwellove jednadzbe pod opcenitim uvjetima. Blanusa analizira pojedine
veze matematickog modela i fizike, npr. prijelaz desnog na lijevi koordinatni sustav.
Kod toga treba obrnuti smjer magnetskog polja, $to je jednostavna, ali netrivijalna
¢injenica, koju Blanusa objasnjava fizikalnim i matematickim argumentima. Naj-
zanimljivije su pojave koje direktno ili posredno slijede iz relativistickih principa.
Blanusa pokazuje da transformacije polja koje dobiva za sustave u gibanju ispravno
predvidaju napon u zici koja se pomice u magnetskom polju. Vazna je formula
za silu koja djeluje na naboj u gibanju: osim elektri¢nog polja, okomito na smjer
gibanja djeluje i magnetsko polje. To je tzv. Lorentzova sila. Blanusa iz Lorentzove
teorije elektrona prvo izvodi invarijantnost naboja. Nakon toga ulazi u kinematicka
razmatranja opisujuéi elasti¢ni sraz, a ispituje i drugi Newtonov zakon uz pret-
postavku da masa nije konstantna. Rezultat je invarijantnost tlaka s obzirom na
Lorentzove transformacije, iz ¢ega izlazi formula za Lorentzovu silu. Na tu ¢emo
se formulu jo§ vratiti, ali u vezi s tim je vazno pogledati Blanusin ¢lanak u Elek-
trotehnici [3].

Clanak je o¢ito nastao nakon rukopisa, jer su neke oznake pojednostavljene, a
osim toga su izbaceni komplicirani dijelovi teksta: s obzirom na rukopis izostavljen
je dio o d’Alembertovom operatoru i o invarijantnosti tlaka. Zaklju¢ak na kraju
¢lanka je obrazlozen na drugi nac¢in, pozivajuéi se na relativisticku mehaniku. U
clanku se navodi da se sadrzaj oslanja na predavanja koja je Blanusa drzao 1957.
godine u Drustvu inzZenjera i tehnicara, pa konacna redakcija rukopisa vjerojatno
potjece iz tog vremena.

Posljednja dva poglavlja tretiraju vazne teorijske probleme, klju¢ne u pri-
mjenama. Poglavlje posveéeno Hertzovom oscilatoru daje temelj za matematicke
modele antenskog zracenja. Formule, koje se kod toga izvode, mogu se naéi (kako
to citira autor) u Loncarovim Osnovama elektrotehnike [8] (IL., str. 343. i 345.).



Posljednje poglavlje obraduje prijenos signala i energije vodovima. U tom poglavlju
nalazimo matematicki aparat kojim je Blanusa suvereno vladao: Besselove funkcije,
Fourierov integral, Diracovu funkciju, Laplaceovu transformaciju, itd. U vezi upliva
diskontinuiteta na Fourierov spektar, Blanusa citira svoj rad [1] iz 1942. U nekim
izrazima iz tog poglavlja prepoznajem formule s kojima sam se mucio god. 1955/56. i
1956/57., kad sam slusao kolegije Teoretske osnove dojavne tehnikei Vodovi dojavne
tehnike.

Zadrzao sam se posebno na poglavlju “Relativisticka transformacija elektro-
magnetskog polja”, jer mislim da predstavlja sveobuhvatni i originalni prikaz rel-
ativisticke elektrodinamike, dan s maksimalnom jasno¢om uz minimalna sredstva.
Nastavnik koji je od Blanuse naslijedio kolegij (profesor T. Bosanac) bio je ori-
jentiran na anglosaksonsku literaturu, pa je u vrijeme kad sam slusao Teoretsku
elektrotehniku kultna knjiga bila Strattonova monografija [10]. Standardna mater-
ija koja se predavala nije obuhvacala kratki dio o Lorentzovim transformacijama
(str. 74-82), pa sam tek kasnije shvatio Strattonov komentar na Lorentzovu silu tj.
jednadzbe koje Blanusa ima pod brojevima 582 i 583, a na str. 80 Stratton pod
brojem 112.:

The implication of these results is striking indeed: the electronic and magnetic fields
E and B have no independent existence as separate entities.

Recenica djeluje kao parafraza poznate programske tvrdnje Hermanna Min-
kowskog, koju je Blanusa u [5] citirao i na njemackom originalu (str. 242):

Von Stund an sollen Raum und Zeit fir sich véllig zu Schatten herabsinken und nur
noch eine Art Union der beiden soll Selbstindigkeit bewahren.

Blanusa je navedene formule komentirao manje dramati¢no, ali korisnije za
citatelje:
Dodatna sila, koja potjece od magnetskog polja i okomita je na smjer gibanja, nije
dakle posljedica nekog zasebnog prirodnog zakona, vec je posljedica Maxwellovih jed-
nadzbi i principa relativnosti.

Na kraju ¢u spomenuti i udzbenike, objavljene ili dopunjene cetrdesetih ili
pedesetih godina pros§log stoljeéa, kad sam po njima ucio, a kad su nastala i Blanusina
predavanja. To je npr. Tammov ruski udzbenik [11]. On je pregledno napisan, a
po sadrzaju bi spadao negdje izmedu Loné¢arovih udzbenika [8] i Teorijske elek-
trotehnike. Prvo izdanje je tiskano ¢ak 1929. godine, a znatno je preradeno 1944. i
1954. Posljednja je prerada, prema priznanju autora, uklonila (na sugestiju poznatog
fizicara L. D. Landaua) netocnosti u tenzorskom tretiranju dielektrika u gibanju
(str. 10). U toj je knjizi relativisticko tretiranje elektromagnetizma osmo, poslje-
dnje poglavlje. Relativizacija podjele na elektri¢no i magnetsko polje dolazi na sam
kraj (str. 560-565). Moram reéi da su danas te ideje ve¢ usle i u srednjoskolske
udzbenike fizike. Udzbenik N. Cindra [6] ima zgodni prikaz tih koncepcija na str.
217-221.

Druga monografija s kojom vrijedi usporediti kratku Blanusinu knjizicu je
mozda najcitiranija takva knjiga na svijetu, kapitalno Jacksonovo djelo Classical
Electrodynamics od preko 800 stranica [7]. Prvo izdanje je tiskano 1962. godine,
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dakle barem pet godina nakon Sto je BlanuSa pisao svoj tekst. Monografija je
dvaput temeljito preradena: 1974. godine i 1998. godine. Jackson smatra da je
prvih devet (eventualno deset) poglavlja nesto sto bi morao savladati dodiplomski
student fizike (!). Specijalna teorija relativnosti je izlozena u poglavljima 11. 1 12.
(str. 514-578. tredeg izdanja). U prvom izdanju se uvodila Lorentzova transformacija
iz kinematike. U drugom su izdanju poglavlja 11.i 12. ponovno napisana (rewritten
almost completely) polazeéi od elektromagnetizma, Sto Blanusa ima od pocetka. Ta
su poglavlja ostala bez bitnih izmjena u tre¢em izdanju, gdje su ponovno napisana
poglavlja nakon 12-og, u skladu s razvojem elektronike i kvantne fizike. Ne ulazeéi u
detalje iscrpnog Jacksonovog prikaza treba primijetiti da uglavnom slijedi tradiciju:
postulira se ravnopravnost inercijalnih sustava i invarijantnost brzine svjetla. No,
na str. 518. sljededi se rezultat pripisuje Merminu [9]:

...the general structure of the Lorentz transformation can be deduced from the first
postulate alone, plus some obvious assumptions, without reference to the speed of
light, except as the empirical parameter that distinguishes the transformation from
the Galilean.

Zvuci poznato, zar ne!?
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1 Maxwellove jednadzbe 1

1 Maxwellove jednadzbe

Osnovni zakoni elektromagnetskog polja sadrzani su u Maxwellovim jedna-
dzbama,? kojih ima ¢etiri, dvije glavne, naime

L 9D -
rot H = v + G, (1)
~ 0B
tF=—— 2
ot F= -7, 2)
i dvije sporedne
divD = p, (3)
div B = (4)
Osim toga vrijede izmedu Di ﬁ, BiHteGiF relacije
D=c¢F, (5)
B=puH, (6)
G = »F, (7)

pri ¢emu je € dielektricka konstanta, u permeabilnost i s vodljivost doti¢ne tvari,
u kojoj se promatra elektromagnetsko polje. Obi¢no se stavlja

e = ¢'ep, (8)

1= i pro, 9)

gdje su eq, po dielektricka konstanta i permeabilnost za vakuum, a &’ i ' se zovu
relativna dielektri¢na konstanta i relativna permeabilnost za doti¢nu tvar.

Maxwellove jednadzbe (1) i (2) mogu se lako dovesti u integralni oblik. Za-
mislimo li neku plohu S obrubljenu zatvorenom krivuljom, to mozemo lijevu i desnu
stranu jednadzbe (1) skalarno pomnoziti s vektorskim elementom plohe d}". To je
vektor okomit na plohu, kojemu je iznos jednak povrsini df doti¢nog plosnog el-
ementa. Svi su ti vektorski elementi povrsine orijentirani na jednu stranu plohe.
Kada je ta orijentacija odabrana, dajemo rubnoj krivulji pozitivni smisao obilazenja.

4James Clerk Maxwell (1831.-1879.)
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Da se taj odredi, zamislimo jedan d_f blizu ruba. S njegova vrska gledano
treba da obilazenje ruba bude obrnuto od kazaljke na satu. Integrirajmo sada s df
skalarno pomnozenu lijevu i desnu stranu jednadzbe (1) preko te plohe S. Izlazi

//mﬁ@://cg+é»ﬁ (10)
S S

Desna strana se sastoji iz toka provodne struje fféd}“ i toka pomacne struje
S

J [ %2df (92 zove se gustoéa pomatne struje). Lijeva strana se moze pomocéu
s

Stokesova teorema izraziti kao integral po zatvorenoj rubnoj krivulji;
//mﬁﬁ:fﬁ& (11)
S

Integracija je izvrSena u gore odredenom pozitivnhom smislu obilazenja, tj. ds je
vektor koji ima smjer tangente orijentirane u tom pozitivhom smislu, a iznos mu je
jednak duljini ds elementa krivulje. Desna strana (11) zove se magnetski obilazni
napon. Jednadzba (10) taDko dobiva oblik

ﬁ&://G§+é»$ (12)
S

gdje je lijeva strana obilazni magnetski napon, a desna strana zbroj toka provodnih
struja i toka pomacnih struja. Taj se zakon zove poopceni zakon protjecanja
i predstavlja integralni oblik prve Maxwellove jednadzbe. Kod stacionarnih ili
kvazistacionarnih procesa pomacne su struje jednake nuli ili se mogu zanemariti,
pa se dobiva obi¢ni zakon protjecanja.

Sasvim analogan postupak se moze primjeniti na jednadzbu (2), pa se dobiva

najprije
- OB -, d -
[ [rifi= [ [%5--2 ][50 o9
S s s

a prema Stokesovu teoremu je

//mm@:fm; (14)
S

Integralni oblik druge Maxwellove jednadzbe dakle glasi

%ﬁ@:f%//ﬁﬁ (15)
S
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i poznat je kao zakon indukcije. Na lijevoj strani je inducirani obilazni elektricki
napon, na desnoj strani negativna brzina rasta magnetskog toka.

Moze se dakako, i obrnuto iz integralnog oblika jednadzbi dobiti diferencijalni
oblik (1) i (2). U tu svrhu treba primjerice jednadzbu (12) pomoéu Stokesovog
teorema (11) najprije dovesti u oblik (10). Pisimo ovu potonju u obliku

.//Gmﬁ—%g—é>£=a (16)
S

prebacivsi sve na lijevu stranu i pod zajednicku integraciju. Integrand, tj. izraz
u okrugloj zagradi, znac¢i vektor, za koji mozemo pretpostaviti da je neprekinuta
funkcija mjesta. Ako onda (16) treba da vrijedi za ma koju obrubljenu plohu, onda
se moze zakljuciti da integrand mora biti svagdje jednak nuli. Zaista, zamislimo da
nije tako. Oznacimo integrand za trenutak s ff, tj. stavimo

. 9D - -
tH———-G=A 1
ro 5 G (17)

i pretpostavimo da taj vektor A ima u nekoj toc¢ki P od nule razli¢it iznos, tj. da je
A = |A] > 0 (Iznos je uvijek > 0). Odaberimo tu tocku P za ishodiste koordinatnog

sustava i polozimo pozitivnu z-os u smjer vektora A, a okomito na to ravninu (z, y).
Odaberimo kao rubnu krivulju malu kruznicu

2y =1 (18)

u ravnini (x,y), a kao plohu dio (,y)-ravnine unutar te kruznice. Taj dio plohe
neka se zove K. Vektorski element plohe df neka je orijentiran u smjeru pozitivne
z-osi. Onda je

Adf = Agdfs + Aydfy + Adf. = A.df, (19)
jer je dfy = df, = 01df, = df. Vrijedi dakle

/LME//&# (20)
K K

U ishodistu je A, = A, dakle A, > 0, jer je A > 0. Zbog neprekinutosti funkcije
A, (z,y, z) (s vektorom A su sve njegove komponente neprekinute) mozemo polumjer
kruznice odabrati tako malen, da je unutar cijele kruznice jos uvijek A, > 0. No

onda dobivamo
//Azdf > 0, (21)
K

a to se protivi (16), koja s obzirom na (17) i (20) trazi

)
/Z&#o (22)
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Pretpostavka da je A > 0 u nekoj tocki vodi dakle na protivrjecje, tj. vrijedi A=0
ili

rot H — == — G =0, (23)

§to je ekvivalentno s (1).

Analognim se zaklju¢ivanjem dobiva iz zakona indukcije (15) jednadzbu (2).
Zaista su dakle diferencijalni i integralni oblici Maxwellovih jednadzbi ekvivalentni.
I jednadzbe (3) i (4) mogu se, pomoéu Gaussova teorema dovesti u integralni oblik,
u §to ovdje ne ulazimo.
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2 Valne jednadzbe i elektromagnetski potencijali

Maxwellove jednadzbe ne obuhvacaju sve pojave elektromagnetizma, napose
ne obuhvacaju gibanje slobodnih naboja u vakuumu. Zaista, gibanje elektriciteta
se u tim jednadzbama ocituje samo u postojanju gustoce struje é, koja je u vezi
s poljem F prema (7). Dakle, ako je » = 0, u izolatoru, nema provodnih struja i
elektricki naboji, ako ih ima, fiksirani su na svome mjestu. U vakuumu moramo
takoder staviti » = 0, jer samo postojanje polja F ne izaziva struju, ali slobodni
naboji bi se ovdje pomicali pod utjecajem polja F i H. Da to uzmemo u obzir,
valjalo bi posegnuti za jednadzbama Lorentzove teorije elektrona, koje zahva¢ajuiu
pojave u atomarnim dimenzijama, a iz njih se Maxellove jednadzbe za makroskopske
pojave u raznim medijima dobivaju, pod izvjesnim pretpostavkama, prikladnom
tvorbom srednjih vrijednosti atomarnih polja.

Na ovom mjestu se zadovoljavamo Maxwellovim jednadzbama, pa ¢emo, ako
se radi o vakuumu, pretpostaviti da nema naboja, dakle, da je u vakuumu p = 0.

Pozabavit ¢emo se sada napose sa slucajem, da se elektromagnetsko polje
promatra u homogenom mediju, gdje su dakle ¢, u, s — konstante. U tom se
slucaju jednadzbe (1) do (4) mogu drukéije napisati, ako za D, B, G uvrstimo izraze
(5), (6), (7) i drzimo na umu da se €, u, s kod deriviranja ponasaju kao konstante.
Dobivamo

. JF .
tH =e— + »F 24
ro €5 + =F, (24)
- OH
tF = —p—— 25
ro ngr (25)
divF =2, (26)
€
div H = 0. (27)

Pokusat ¢emo sada iz (24) i (25) izvesti diferencijalne jednadzbe, u kojima se
pojavljuje samo po jedan od vektora F' i H. Tvorimo u (24) lijevo i desno rotor i
uoc¢imo, da se operacije rot i % mogu izmjeniti:

I N .
rotrot H = 5&rotF + surot F. (28)

Uvrstimo li sada za rot F izraz iz (25):

- o?H OH
rotrot H = —EH g~ (29)
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Dalje znamo da vrijedi
rotrot H =V x (V x H) = V(VH) — (VV)H = graddiv H — V?H (30)
ili zbog (27)
rotrot H = —V2H. (31)

Napomenimo jo$ da u kartezijskim pravokutnim koordinatama za Laplaceov
operator® A = V?2 vrijedi

02 0? 0?
AN=Vi= "4 —+— 2
v Ox2 + Oy? + 022’ (32)

dakle,

02H 9*H 0°H

’H=AH= :
\Y% 922 T 37 t 5.2 (33)
Dobivamo konaé¢no iz (29) i (31)
- 0*H oH
2
= —. 4
V°H =¢ep 5 + 2 o (34)

To je poopéena valna jednadzba koja se katkada naziva i telegrafska jed-
nadzba, jer je po svom obliku analogna telegrafskoj jednadzbi koja se u elek-
trotehnici upotrebljava za prijenosne vodove, a i u uskoj vezi je s njom. O telegraf-
skim jednadzbama za vodove ¢e biti opsirnije govora kasnije.

Ako je s = 0, dakle za slucaj elektromagnetskih pojava u homogenom izola-
toru, jednadzba (34) se pojednostavljuje na

—

2

V2H = ep——0" 35
TR (35)

§to se zove (obi¢na) valna jednadzba ili d’Alembertova jednadzba®. U vaku-
umu se moze €4 zamjeniti s C%, jer u vakuumu ey ima tu vrijednost.

Za staticka magnetska polja sve su derivacije po vremenu jednake nuli, pa
izlazi

V2H =0, (36)

a to je Laplaceova jednadzba.

Primijenimo dalje operaciju rot na obje strane jednadzbe (25). Dobivamo

rot ot F = —u%rot H (37)

5Pierre Simon Laplace (1749.-1827.)
6Jean le Rond d’Alembert (1717.-1783.)
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ili, zbog (24)
rotrot F = —aua;Tl; - %u%—lz. (38)
No F (kao svaki vektor) zadovoljava (30), pa s obzirom na (20) vrijedi
rotrot F = graddiv F' — V?F = égradp — V?F, (39)
tj. (38) postaje
0*F OF 1

V2F = vy + Sarv + ggradp. (40)

Ako nema naboja, tj. za p = 0, i ovo je telegrafska jednadzba oblika (34), naime

- 9°F OF
2
F=cu—rr —_—. 41
VIE=cngm T oy, (41)
Za » = 0 opet izlazi valna ili d’Alembertova jednadzba
- 9°F
27 _
Za staticka elektricna polja u izolatoru jednadzba (40) daje
opm 1
V°F = ggradp, (43)
a kada nema naboja, izlazi
V2F = 0. (44)

Jednadzba (43) je Laplace-Poissonova jednadzba’ za vektor F, a (44) je opet
Laplaceova jednadzba.

Napominjemo i ovdje, da u vakuumu vrijedi

1
El = Eoto = 3, (45)

tako da valne jednadzbe (35) i (43) za vakuum (bez naboja) glase

. 1 8°H
2 _
L1 0°F
210
ViE =% ae (47)

7Siméon Denis Poisson (1781.-1840.)
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S obzirom na (32) jednadzba (46) se moze pisati i u obliku
9> o0*  9* 1 9P\ - -
—+t—=+—=-="=—|H=0 48
(8952 + 0y? + 022 ¢ 8t2) (48)
i analogno jednadzba (47), pa se ponekad uvodi d’Alembertov operator O:

D—a_z+a_2+a_2_i 6_2 (49)
C0x2  Oy? 022 2 ot?

pomocu kojega se valne jednadzbe za vakuum mogu pisati u obliku

OH =0, OF =0. (50)

U vezi s jednadzbom (40) je zanimljivo razmotriti znacenje ¢lana %grad p.
Neka u homogenom mediju postoji neka razdioba naboja. Tvorimo divergenciju
obadviju strana jednadzbe (24). Zbog

divrot H = V(V x H) = (Vx V)H =0 (51)
izlazi

0 = e=div F + sdiv F, (52)

at

§to s obzirom na (26) daje
—+—p=0. (53)

Ako je » = 0, to znaéi, da je p nezavisan od vremena, dakle razdioba naboja ostaje
nepromijenjena. Njihovo staticko elektricko polje moze se posebno izracunati i
superponirati preostalom polju, koje se racuna kao da nema naboja. Tada se dakle
moze ¢lan Lgradp u (40) izostaviti. Ako je 3 > 0, onda mozemo jednadzbu (53)
shvatiti kao obi¢nu linearnu diferenecijalnu jednadzbu s obzirom na varijablu t.
Separacija varijabli daje

d
P g (54)
p €
dakle, integriramo
Inp = —gtJrlnC, (55)

gdje konstanta integracije moze biti bilo koja funkcija od z,y, z (a konstanta je s
obzirom na varijablu integracije t). Za t = 0 izlazi

Inpy =InC, (56)
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gdje je po poCetna razdioba naboja, tj. C' = po(z,y,z). Prema tome (55) prima
oblik

=t

p(x,y,z,t):po(x,y,z)efa . (57)

Vidi se, da se gustoc¢a naboja s vremenom eksponencijalno smanjuje i tezi prema
nuli. Pretpostavimo li, da je ta prijelazna pojava vec jenjala, mozemo opet izostaviti
¢lan %gradp u jednadzbi (40). Zelimo li tu prijelaznu pojavu uzeti u raéun, mozemo
je takoder posebno tretirati. Ra¢unajmo najprije staticko polje razdiobe po(z, y, 2).
Neka se pripadno elektricko polje zove ﬁo, za koje onda vrijedi

div Fy = ”6—0 (58)

rot Fy = 0. (59)
Ovo potonje je prema (25), jer magnetskog polja nema. Tvrdimo, da onda

F = Fye %1, (60)

H=0 (61)

predstavlja polje, koje je u skladu s razdiobom naboja (57) i s Maxwellovim jed-
nadzbama. Zaista, vrijedi najprije zbog (58)

div F = div Fye 5t = e Etdiv Fy = e~ 520 = 2 (62)
e €
¢ime je zadovoljeno jednadzba (26). Dalje je zbog (59)

rot F' = rot Fye 5t = e~ Etrot By = 0 (63)

§to je sa (61) znadi, da je zadovoljena jednadzba (25). Konacno je

OF o 0 [z _. 5 .
£ 5r + xF = 5 (Foef?t) + xFpe <t =

= —xFpe Et 4 xFhe 5t =0 (64)

§to zajedno sa (61) znaci, da je zadovoljena jednadzba (24). Mozemo dakle to
rjeSenje superponirati polju, koje dobivamo uz pretpostavku, da nema naboja, tj. da
je p =0 u nasem homogenom mediju. Prema tome svakako nema svrhe jednadzbu
(40) komplicirati ¢lanom Lgrad p.

Pokusat ¢emo sada uvesti neke potencijale. Pod vektorskim potencijalom
nekog zadanog vektorskog polja razumijevamo novo vektorsko polje, kojemu je rotor
jednak zadanom vektoru. Nuzni i dovoljni uvjet, da takav potencijal postoji je
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taj, da je divergencija zadanoga polja jednaka nuli. Taj je uvjet nuzdan, jer je
divergencija rotora identicki jednaka nuli, dakle se vektor moze samo onda predociti
kao rotor, ako mu je divergencija jednaka nuli. No taj je uvjet i dovoljan, kako se to
dokazuje u vektorskom racunu. Zbog (4) odnosno (27) postoji vektorski potencijal
A vektora B (uvijek), a vektorski potencijal vektora H , ako je u konstantno. Dakle:

B=rotA (65)
ili, uz p = const.
U
H = —rot A. (66)
W
Uvrstimo i (65) u (2), izlazi
-9 oA
rot F' = f&rotA = —rot g (67)

ili

rot (ﬁ + %) =0 (68)

Vidimo, da je rotor vektora F+ %—‘f jednak nuli.

No to je nuzni i dovoljni uvjet, da taj vektor ima skalarni potencijal, tj. da je
predociv kao gradijent nekog skalara. Buduéi da je rotor svakog gradijenta jednak
nuli, taj je uvjet nuzdan. Da je dovoljan, dokazuje se u vektorskoj analizi. Stavimo
u tom smislu

. 0A _ dA
F+ 5 = —grad® ili F = —grad® — En (69)
i nazovimo @ skalarnim potencijalom. Za staticke pojave bit ¢e %—’f = 0, pa dobi-

vamo poznati skalarni potencijal statickog elektricnog polja. Predznak minus pred
gradijentom je stvar definicije toga potencijala; zelimo, da u statickom slucaju F'
ima smjer od veleg prema manjem potencijalu.

Napominjemo da je uvodenje vektorskog i skalarnog potencijala prema (65)
i (69) sasvim opcéenito moguée i da nije potrebna pretpostavka, da su s, p i€
konstante. No sad se opet vra¢amo na te pretpostavke, jer zelimo tretirati pojave u
homogenom mediju. Uvrstimo dakle (66) (gdje je ve¢ pretpostavljeno p = const.) i
(69) u (24):

1 -0 0A 0A
;rotrotA =cq (—grad@ — E) + (—grad@ — E) =

924 0 94
=—— — sgradg T swgrad @ (70)
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ili
- - A oA o
] i 2 — - - -
graddivA — V A gl 92 P 5 grad (au 5 + %/AP) (71)

ili

LY A - 9P
V2A = Sh + s + grad (diVA + ehgr + %/AP) . (72)

Kako se uéi u vektorskom rac¢unu, vektorski potencijal nije jednoznac¢no odreden,
jer se uvijek moze dodati gradijent nekog skalara (rotor gradijenta je jednak nuli!).
Stoga mozemo vektorskom potencijalu propisati, kakvu divergenciju treba imati.
Ako naime zamislimo, da smo nasli neki vektorski potencijal /Yl, koji ima kao
divergenciju div A =R (z,y,2), a mi zelimo imati potencijal A, koji ima kao
divergenciju neku propisanu funkeiju Fy(z,y, ), onda stavljamo

Ay = Ay 4 grad S, (73)
tako da je

rot /YQ =rot /Tl, (74)

tj. Ay i Ay su vektorski potencijali istog vektorskog polja.

No, ako zelimo imati
div Ay = Fy(z,y, 2), (75)
dakle
div Ay = Fy(z,y, z) = div A; + divgrad S = Fy(z,y, z) + divgrad S, (76)
onda S mora biti rjesenje Laplace-Poissonove jednadzbe
V2S = divgrad S = Fy(w,y,2) — Fi(z,y, 2). (77)

Da takva rjesenja postoje uz bilo kakve funkcije na desnoj strani, poznato je. To je
uostalom isti problem kao odredivanje skalarnog potencijala statickog elektri¢nog
polja iz razdiobe naboja, jer je gustoc¢a naboja divergencija toga polja, dakle diver-
gencija gradijenta njegova potencijala. Taj ¢emo problem poblize raspraviti kasnije.

Mozemo dakle zaista propisati div ff, pa zahtijevamo
- 0P
divA = —EHGy s d. (78)

Kod statickih i stacionarnih problema stavlja se obi¢no

divA =0, (79)
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§to se ne slaze uvijek sa (78). Naime, kod tih problema je duduse @ vremenski
konstantan, pa otpada prvi ¢lan desno u (78). No u vodi¢ima (s > 0) je ¢ opéenito
prostorno promjenljiv i ne mora biti jednak nuli, tako da drugi ¢lan desno u (78) ne
otpada. Za elektrodinamicke probleme je zahtjev (78) povoljniji, jer sada otpada
gradijent u (72), pa izlazi, da i potencijal A zadovoljava telegrafsku jednadzbu, tj.
izlazi

- A dA
2A=ep—— —.
v Eh s + 2 5 (80)
U izolatoru (sc = 0) izlazi d’Alembertova jednadzba
- A
20
napose u vakuumu
- 10%4 -
2 o o1 _

Tvorimo sada divergenciju na obje strane jednadzbe (69). Izlazi zbog (26) i (78)

2 D . p D ob B
div F' + &dIVA = + gn <€/LE — %/AP) =
= —divgrad® = —V*® (83)
ili
0*® oP p
2P = ep—ro = _r 4
N T A T (84)

Kao $to smo veé prije istakli, mozemo pretpostaviti p = 0, a da ne smanjujemo
opcenitost problema, jer se polje naboja moze zasebno rac¢unati. Dobivamo tada,
da i skalarni potencijal zadovoljava telegrafsku jednadzbu:

0*P 0P
25 —
V @—EuatQ —l—%uat. (85)

I ovdje za izolator sz = 0 dobivamo d’Alembertovu jednadzbu

0’°®

V2 = T (86)
koja napose za vakuum prima oblik
Vi = 100 ili 0% =0. (87)
c? Ot?

Jednadzbe (85) do (87) su skalarne jednadzbe, dok su prijasnje telegrafske i
d’Alembertove jednadzbe, npr. (80) do (82) bile vektorske jednadzbe, koje, ako se



2 Valne jednadzbe i elektromagnetski potencijali 13

rastave na komponente daju isto takve skalarne jednadzbe za svaku komponentu
doti¢nog vektora.

Kao sto vidimo, vektori HiF mogu se dobiti operacijama deriviranja iz
potencijala A i @. Pokusat éemo naéi jo§ jedan “superpotencijal”’, iz kojega bi
se potencijali A i @ dobili operacijama deriviranja. Taj se superpotencijal zove
Hertzov Z vektor®. Propisat éemo tom vektoru tri uvjeta i onda istraziti, da
li su ti uvjeti uvijek ispunjivi. Trazimo, da se potencijali Aidiz njega dobivaju
jednadzbama

. YA .
A= Shs + 2uZ, (88)
@ = —div Z. (89)

Zatim zelimo, da i Hertzov vektor zadovoljava telegrafsku jednadzbu:
. 7 0Z
2
Z =¢€l——5 —-—. 90
VI =cngm Ty (90)

Za izolatore se jednadzbe (88) i (90) pojednostavljuju na

. 0Z
A=enZl 1
en (91)
i
. *Z
27 _

a za vakuum jo§ mozemo ey nadomjestiti sa 1/c?, dakle

. 10Z
A= _2Z
c? Ot (93)
i
27 = 182 ili 0Z=0 (94)
T2 ot e

8Heinrich Rudolf Hertz (1857.-1894.)
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Pokazat ¢emo:

Teorem 0.1 Svako rjesenje Z telegrafske jednadzbe (90) daje rjeSenje
polja HiF za homogeni medij, za koja su Mazwellove jednadzbe zado-
voljene.

Teorem 0.2 Za polja HiFu homogenom mediju, koja zadovoljavaju
Mazwellove jednadzbe, postoji Hertzov vektor Z, koji zadovoljava telegraf-

sku jednadzbu (90).

Dokaz teorema 1.1 Neka je naden vektor Z(:z:, y, 2, t), koji zadovoljava jed-
nadzbu (90). Iz njega ¢emo izvesti prema (88) i (89) vektor A i skalar & operaci-
jama deriviranja. Tvorimo li divergenciju lijevo i desno u (88) i uvrstimo na desnoj
strani prema (89) @ umjesto —div Z, dobijemo, da izmedu A i & vrijedi relacija (78).
Nadalje, uvrstenjem desne strane jednadzbe (88) u (80) vidimo lako, da je zbog (88)
zadovoljena i (80), tj. A zadovoljava telegrafsku jednadzbu. Dalje uvrstenjem desne
strane od (89) u (85) izlazi, da je zbog (90) zadovoljena i (85), tj. ¢ zadovoljava
telegrafsku jednadzbu. Dakle: iz 7 izvedeni vektor A i skalar & rjeSenja su
telegrafske jednadzbe i zadovoljavaju medusobnu relaciju (78).

Dokazujemo dalje, da su tada A i ® vektorski i skalarni potencijal jednog
elektromagnetskog polja H,F, koje zadovoljava Maxwellove jednadzbe (24) do (27)
uz pretpostavku p = 0, koju smo prihvatili. Tvorimo dakle div F , gdje je F dobiven
iz Aid operacijama deriviranja prema (69). Izlazi

. o .
div F' = —divgrad @ — Ediv A (95)
ili zbog (78)
- 0% 0P
A 2
No @ zadovoljava telegrafsku jednadzbu, dakle je
divF =0 (97)
tj. (26) je zadovoljena za p = 0.
Dalje tvorimo div H, gdje je H dobiven iz A prema (66). Izlazi
L1 .
divH = —divrot A = 0, (98)
1

tj. jednadzba (27) je zadovoljena. Dalje uvrstimo izraze (69) i (66) u Maxwellovu
jednadzbu (24):

1 ob  9A DA
rot <;rot A) =¢ (grada - W) + 5 (grad@ - E) : (99)
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Za lijevu stranu mozemo pisati
1 L1 I R
—rotrot A = —graddivA — —V*“A (100)
I I [t

Time se (99) dovodi u oblik

- A 9A - 00
VA = Sh o + oy + grad (divA + Shay + %u@) . (101)

No kako je (78) zadovoljena i kako A zadovoljava telegrafsku jednadzbu, to je zado-
voljena i (101), dakle i prva Maxwellova jednadzba (24). Konaé¢no uvrstimo izraze
(69) i (66) u drugu Maxwellovu jednadzbu (25). Izlazi

9A o (1 =
rot (—grad¢ - E) T (;TOtA) : (102)

Zbog rot (—grad @) = 0 ova je jednadzba zadovoljena, dakle i Maxwellova jednadzba
(25). Time je Teorem 1.1 dokazan, tj. svako rjesenje Z telegrafske jednadzbe
dovodi do jednog rjesenja Maxwellovih jednadzbi.

Dokaz teorema 1.2 Pretpostavimo neko elektromagnetsko polje H , Fu
homogenom mediju sa p = 0, koje dakle zadovoljava (24) do (27) sa p = 0. Treba
pokazati, da k tome postoji vektor Z , koji zadovoljava telegrafsku jednadzbu. Veé
smo vidjeli, da u takvom polju postoji vektorski potencijal A i skalarni potencijal
&, koji zadovoljavaju telegrafsku jednadzbu i medusobnu relaciju (78). Da dodemo
do vektora Z, poéi éemo od jednadzbe (88) i nastojati naéi takvo njeno rjesenje Z,
koje zadovoljava (89) i telegrafsku jednadzbu (90). Opce rjesenje jednadzbe (88)
lako je naéi (npr. metodom varijacije konstante), jer je to s obzirom na varijablu ¢
obi¢na linearna diferencijalna jednadzba 1. reda s konstantnim koeficijentima. Ona
je, istina, vektorska, no rastavljanjem u komponente se moze svesti na tri skalarne
takve jednadzbe, pa se njihova rjesenja onda sastave u vektor, sto daje rezultat.
Provodimo rac¢un za x-komponentu. Skrac¢ena jednadzba za nju glasi:

0Zy,
— Zy =0. 103
e T (103)
Separacija varijabli daje
dz, »
= ——dt 104
Zy e (104)
dakle
1
InZ, = —Zt +InC, (105)

ili

Zy=Cpe =t (106)
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pri cemu je C, konstanta s obzirom na ¢, ali moze biti bilo koja funkcija od z,y, z.
Varijacija “konstante” C, znaéi, da je nadomjestamo funkcijom od ¢ (i od z,y, 2),
koju treba tako odrediti, da neskracena jednadzba

Ly -
5uaa—t +xuZy = Ay (107)

dobivena uzimanjem z-komponente u (88), bude zadovoljena. Bit ¢e

0Z, 0Cs =y x
£

5= a1 ¢ Cpe =t (108)

§to zajedno sa (106) uvrsteno u (107) daje

aCﬂc n =y _xy
—_ & € = 1
ELL ( 5t 5 Cw) e +euCre A, (109)

ili

oc, 1 . .,

= —Age=t, 110
ot LE © (110)
dakle
) ¢
Cy = —/Axe%tdthClx(x,y,z), (111)
€
0

gdje je Cq, konstanta integracije. Ona je konstanta s obzirom na ¢, ali po volji
odaberiva funkcija od z,y, z. Prema (106) je dakle opée rjesenje jednadzbe (107)
dano sa

t
1 > = >
Zy = —ef?t/Aﬂz?tdt—i— Cro(w,y,2)e” =" (112)
UE
0

Analogna rjeSenja dobivamo za y-komponentu i z-komponentu, tako da ¢e vektor
Z kao rjesenje jednadzbe (88) glasiti

t

- 1 P - = =

Z= —ef?t/Ae?tdt + Ci(z,y,2)e” = (113)

€
s 0

Pita se sada, da li se vektorska “konstanta” integracije 51, koja je funkcija od z, v, 2,

moze tako odabrati, da Z zadovoljava jednadzbe (89) i (90). Uvrstimo li Z u (89),
izlazi

t

1 . 5 s = x

d = —div —ef?t/Ae?tdthCle*?t =

ep
0
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t

1 . o L
= _—_— e <t /diVAe?tdt —divCie~ =t
ep
0

No vrijedi (78), pa prema toj jednadzbi nadomjestavamo div A i dobivamo:

1 »
@:7_6 &

b s =
- t/( 0 %u@) e<tdt +divCie =t
el ot
0

Parcijalna integracija daje

t
5@ o5t mpt K 2y
Bt [@ef]of;/@ee dt =

0

o

t

= &(x,y,2)e<t — (x,y,2,0) g/@ tat,
0

pa time (115) prelazi u

dj(fﬂ»y, z,t) = @(w,y,z,t) - ¢<$7y’ 2, 0)67?t

t t
5 5 » 5 o
f—ef?t/@e?tdth —ef?t/gpe?tdtfdivclef?t.
€
0 0

Poslije ukidanja nekih ¢lanova to daje

divCy = —&(z,y, 2,0) = — Dy,

17

(114)

(115)

(116)

(117)

(118)

gdje je ®g kratica za (z,y, z,0), ¢ime je dobiven jedan uvjet za vektor 61 i njegova

divergencija mora biti jednaka skalarnom potencijalu @ u trenutku ¢ = 0.

U svrhu uvrstenja opéega rjeSenja (113) u telegrafsku jednadzbu (90), koju

takoder zelimo zadovoljiti ra¢unajmo najprije

o7 0

= - = et st T\ —
5~ Bt 5# /Ae dt + Che~

P o 1 - %
= —QLe*?t/Ae?tdt—i— —A - ifC'lef?t.
I ep €

(119)
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Dalje je

E—C’le : (120)
t
1 P - s . s
V27 =V? ?e_?t/Ae?tdt—i—Cle_?t =
%
0

t
1 . o s 5

= —ef?t/v2 Ae=tdt + V?Cre =1, (121)
ep

No A zadovoljava telegrafsku jednadzbu, dakle vrijedi

t ¢ . .
. 0%2A 0A\ =
2 etdt = - ) eTtdt. 1
/V Ae<tdt /<8u BT + s 81&)6 dt (122)
0 0
Parcijalna integracija daje
[ 924 o4 .1 [ oA
2y - E 2y
/5u 52" dt = lsuges ]O%M/Eea dt, (123)
0 0

tako da (122) prelazi u

t " "
o s 0A . 0A
ZAe=tdt = - — . 124
/V e Ehgre 6“(&) (124)
0 =0
Time dobivamo mjesto (121)
_ 04 (04 . 4 _x
2 _ ey 7?t 2 7?t. 1
VeZ o <8t>t_ e "+ ViCie (125)

Uvrstimo sada izraze (119), (120), (125) u telegrafsku jednadzbu (90). Dobivamo:

t

5'/Y 8/? =y 2 =y %2 =y L
E — (E)t e <"+V 016 e = 5_26 € /ABE dt
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Posto se ukine, $to se moze, ostaje

- oA
2 _
v2C, = <_8t )t_o (127)

kao drugi uvjet, koji treba nametnuti vektoru Ci. Ako se dakle vektor Cy moie
odrediti tako, da zadovoljava oba uvjeta (118) i (127), onda Z zadovoljava jednadzbe
(89) i (90).

Pokazujemo sada, da egzistira vektor C_"l, nezavisan od ¢ ali je funkcija od z, y, z
koji zadovoljava (118) i (127). U tu svrhu taj trazeni vektor zamislimo rastavljen u
dva sumanda Cs i Cs:

C_:l = 52 + 53 (128)

Podvrgnimo ta dva sumanda ovim uvjetima

V2, = —grad &, (129)

div Gy = — &y, (130)

V263 = (%—?) + grad @y, (131)
t=0

divCs =0 (132)

Ocito onda €y zadovoljava uvjete (118) i (127). Ako dakle uspijemo dokazati egzis-
tenciju vektora Cs i C'3 podvrgnutih uvjetima (129) do (132), onda je time dokazana
i egzistencija vektora C].

Dokazimo najprije egzistenciju vektora 62. Iz jednadzbe (130) moze se odred-
iti jedan bezvrtlozni vektor Cj, koji tu jednadzbu zadovoljava. To je isti problem
kao odredivanje statickog polja F' iz razdiobe naboja p, dakle rjeSsavanja jednadzbe

divF =2 (133)
&

tj. odredivanje skalara S za koji je F = grad S, tj. divgrad S = V2§ = 2; o tome ce
biti jos govora kasnije. No ako smo nasli takav 62, za koji dakle osim (130) vrijedi

rot Cy = 0, (134)
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onda je (129) veé zadovoljena. Naime, vrijedi
V20, = grad div Cy — rotrot Cy = grad div 62, (135)
§to pomocu (130) i (134) prelazi u
graddiv Cy = —grad @. (136)

Egzistencija vektora 62 je dakle osigurana.

Prelazimo na dokaz egzistencije vektora Cs. Prema (69) mozemo (130) pisati
V2(Cs = —F, (137)
pri ¢emu je zbog nase pretpostavke p = 0 prema (26)
div F = 0. (138)
No onda postoji vektorski potencijal U od ﬁ, tj. postoji U takav, da bude
rotU = F, (139)
i tom vektorskom potencijalu U mozemo propisati divergenciju, pa propisujemo
divU = 0. (140)

No zbog (140) U sa svoje strane ima vektorski potencijal 17, tj. postoji 1% takav, da
bude

rotV="0. (141)
K tome propisujemo
divV = 0. (142)
Prema (141) i (139) vrijedi
rotrot V = F. (143)
Zbog (142) je dalje
rotrot V = graddivV — V2V = —V2V. (144)
tako da (143) prelazi u
V2V = —F. (145)

Odaberimo dakle

5 =V. (146)
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Onda (142) prelazi u (132), a (145) u (137) odnosno (131) Zaista dakle egzistira Cs.
Time smo osigurali egzistenciju vektora Ci kao zbroja Cy + Cs i time egzistenciju
vektora Z. Teorem 1.2 je dakle dokazan.

Rezimirajué¢i dosada dobivene rezultate ponavljamo relacije, koje vrijede za
elektromagnetsko polje u homogenom mediju uz pretpostavku p = 0.

Maxwellove jednadzbe:

rot H = aa—F + x%F, (147)
ot
- OH
tF = —p—— 148
ro P g (148)
divF =0, (149)
divH = 0. (150)

Veza vektora H i F s vektorskim potencijalima A i sa skalarnim potencijalom &:

= 9A
F=—grad®— — 151
gra 5 (151)
L1 .
H = —rot A. (152)
I
Medusobna veza vektorskog i skalarnog potencijala:
- 0P
divA=—cu— — »ud (153)
ot
Veza potencijala A'i & s Hertzovim vektorom Z:
& = —div Z, (154)
. oz .
A= ehgy + ez, (155)

Telegrafska jednadzba za neku funkciju W, koja moze biti skalar ili vektor, glasi

02w oW
— 1
S T (156)

VW = el

i tu jednadzbu zadovoljavaju F H D, A Z. Rastavljanjem u komponente vidi se,
da tu jednadzbu zadovoljavaju sve komponente vektora F H A Z.
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Uvrste 1i se izrazi (154), (155) u (151) (152), moze se napisati izravna veza
izmedu vektora H i F i Hertzova vektora Z:

. . 9?7 7
F = graddiv Z — g — Hh (157)
ili, s obzirom na to, da A zadovoljava (156),
F = graddivZ — V?*Z (158)

ili, s obzirom na (30), koja vrijedi za svaki vektor, dakle i za Z,

F = rotrot Z. (159)
Dalje:
. 07 ~
H = erot g + serot Z. (160)

Rjesavanje samih Maxwellovih jednadzbi nezgodno je zbog toga, sto se u (147),
(148) pojavljuju u svakoj obje nepoznate veli¢ine ﬁ a F. Stoga je zgodnije poéi od
telegrafskih jednadzbi za HiF. To je sest skalarnih jednadzbi, gdje se u svako]
pojavljuje samo jedna nepoznata funkcija, naime jedna komponenta od Hili F
No rjesenje tih jednadzbi treba jos podvrgnuti samim Maxwellovim jednadzbama
(147) — (150). Dovoljno je pri tom, da pocetne vrijednosti rjeSenja i njihovih prvih
derivacija za neki trenutak ¢t = 0 zadovoljavaju te jednadzbe, jer se moze dokazati,
da su te jednadzbe onda zadovoljene i za svaki drugi .

No moze se poéi i od telegrafskih jednadzbi za Ai @, koje predstavljaju samo
Cetiri skalarne jednadzbe s po jednom nepoznatom funkcijom, a rjeSenja se moraju
podvrgnuti samo uvjetu (153), tj. jednoj skalarnoj jednadzbi.

Konaé¢no se moze poéi od telegrafske jednadzbe za Z , koja predstavlja samo tri
skalarne jednadzbe s po jednom nepoznatom funkcijom, a da nema nikakve uvjetne
jednadzbe.

To se sve odnosi na trazenje rjeSenja samih diferencijalnih jednadzbi, pa
vidimo, da je u tom pogledu najpovoljnije sluziti sa Hertzovim vektorom. No do-
bivena rjesenja jos moraju zadovoljavati pocetne i rubne uvjete konkretno zadanog
problema. Ti se uvjeti redovno odnose na vektore Hi F a kompliciraniji su za @
iAi jos vise za Hertzov vektor Z. Ovdje dakle teskoce rastu s prijelazom od vek-
torskih polja na potencijale i Hertzov vektor. Treba stoga prema prilikama odabrati
najbolji put.

Formulirat éemo jo$ pojednostavljene relacije, koje vrijede za homogeni izola-
tor bez naboja, tj. za s = 0, p = 0. Maxwellove jednadzbe (147), (148) dobivaju
oblik

OF

tH =c— 161
ro E@t’ (161)
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oH

Hor

Jednadzbe (149) — (152) ostaju nepromijenjene. Jednadzba (155) se pojednos-
tavljuje, pa je navodimo zajedno sa (154), koja se ne mijenja:

rot F = (162)

@& = —div Z, (163)
- oz

A=ep—. 164

Eh—, (164)

Telegrafska jednadzba (156) prelazi u valnu jednadzbu

o 2w
2177 _
i vrijedi za ﬁ, ﬁ, P, /_1', Z. Izravna veza izmedu ﬁ, H i Z bit ¢e

. - 927 .

F =graddivZ — SHpm = rotrot Z, (166)
- o7
H = erot —. 167

erot — (167)

Iste jednadzbe dakako vrijede i za vakuum bez slobodnih naboja, samo treba ¢,
u specijalizirati na eg, po i za produkt eopo pisati C% Pogledamo li Maxwellove jed-
nadzbe (161), (162), (149), (150) za homogeni izolator (ili za vakuum) bez naboja,
vidimo, da one prelaze u same sebe, ako nadomjestimo F sa ﬁ, H sa —ﬁ, €sa
ipsae. Ako dakle tu zamjenu nacinimo i u jednadzbama (166), (167) to ¢e tako
dobiveni F i H morati opet zadovoljavati Maxwellove jednadzbe, ako smo za Z
uzeli bilo koje rjesenje valne jednadzbe (165). Oznatit ¢emo u okviru tako promi-
jenjenih jednadzbi (166), (167) to rjesenje jednadzbe (165) sa Y i zvat ¢emo taj
vektor Fitz-Geraldov® vektor. Vrijedi tada za homogeni izolator (ili vakuum)
bez naboja:

P

_ - Y -

H = graddivY — 5;1%7 =rotrotY, (168)
o Y
F = —purot (?9_15 (169)

gdje Fitz-Geraldov vektor Y zadovoljava valnu jednadzbu (165). Jasno je, da u
svakom polju u homogenom izolatoru (ili vakuumu) bez naboja postoji jedan Fitz-
Geraldov vektor (jer izmjena Fu ﬁ, Hu ,ﬁ’ €u pu, pue daje opet moguce polje,
za koje prema prije dokazanom postoji Hertzov vektor).

9George Francis Fitz-Gerald (1851.-1901.)
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3 Jednadzbe za slucaj slobodnih naboja u vaku-
umu

Ved je bilo receno, da Maxwellove jednadzbe u obliku (1) — (4) ne obuhvacaju
slu¢aj slobodnih naboja u vakuumu. Gibaju li se neki naboji u vakuumu, nastat ¢e
dakako strujanje elektriciteta, pa mozemo nastalu gustoéu strujanja oznaciti sa

G = pv, (170)

gdje je U Vektor brzine strujanja. No G vise nije proporcionalan sa F kako to
vrijedi za G prema (7), jer za to gibanje u vakuumu vrijede zakoni, u koje ulazi i F
iHio kojima ¢e biti govora kasnije. Ovdje ¢emo pretpostaviti, da nam je gibanje
naboja u vakuumu unaprijed zadano, tj. poznato. To ¢e Cesto biti vrlo priblizno
ispunjeno. Zelimo za taj slu¢aj postaviti diferencijalne jednadzbe za vektore polja
i za potencijale. Maxwellove jednadzbe e sada glasiti:

. OF
tH=c—+0G 171
ro € o + G, (171)

- OH
tF = —p— 172
ro hgr (172)
divF =2, (173)

€0

divH = 0. (174)

Provodimo onda analogni ra¢un kao $to smo proveli pocevsi od jednadzbe (28).
Izlazi po redu

. o . .
rotrot H = eg—rotF +rotG; =

ot
H . 1 0%H ,
—E0MO—F=5 c’)t2 + rot Gl = *CTW + rot Gl (175)
ili zbog (30) i (174),
. 108°H - .
VH — = = 0H = —1ot G. (176)

2 o2
Dalje je
*F  0G,
oz~ M7

. 9 -
rotrot F' = quErotH = —€plbo
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1 9°F e
—_ . 1
2 o2 Ko Ot ) ( 77)
dakle zbog (30) i (173),
- 19°F o 8G,  1
2F L _OF = pg—t 4+ — _ 1
V*F 2o F =y 5 + = grad p (178)

Vektorski potencijal A je definiran (66), a buduéi da (68) ostaje na snazi, vrijedi i
sada (69). Imamo dakle

-, 1 -
H=—rotA (179)
Ho

-~ 9A

=— s 1
F grad @ T (180)

i prema (78)
- 1 09

divA=———. 181

iv e (181)

Izlazi dalje

. . OF -
rotrot A = porot H = 50;105 + poG1 =

P 24 .
= —¢gopograd o7 Sokogm poG1 (182)
ili zbog (30) i (181).
L1924 " -
2

Iz (180) izlazi tvorbom divergencije s obzirom na (173) i (181)

P . 0. = 9 1 0°®
_— = — _ = — _—— 1
- div grad @ 8tleA Vb + 20 (184)
ili
1 9% p
2 2 ° _pp=_L. 1
\Y TS - (185)

Dobili smo dakle za H, F, A, ® jednadzbe (176), (178), (183) i (185). Uvodenje
Hertzova vektora ovdje ne dolazi u obzir.
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4 Staticki i retardirani potencijali

Kao §to smo u tocki 2 pomocéu Stokesova teorema Maxwellove jednadzbe (1)i
(2) doveli u integralni oblik, tako se to pomoéu Gaussova teorema moze uéiniti sa
sporednim jednadzbama (3), (4). Zamislimo zatvorenu plohu i orijentirajmo vektor
df prema vani. Onda prema Gaussovu teoremu

///divﬁdvz//ﬁd} (186)
//Ed}‘z///pdvz@ (187)

gdje je @ ukupni naboj unutar plohe. Analogno izlazi zbog (4)

//éd}‘ =0. (188)

Obrnuto, ako su B, D i p neprekinute funkcije mjesta, iz ovih se jednadzbi (187) i
(188) dobiva natrag diferencijalni oblik (3) i (4). Najprije od (187) prema Gaussovu

teoremu dobivamo
/// (divﬁ - p) dv = 0. (189)

Kada bi na nekom mjestu skalar (divﬁ — p) bio razli¢it od nule, npr. pozitivan,
mogla bi se zbog njegove neprekinutosti na¢i dovoljno malena okolina, unutar koje
je jos uvijek pozitivan, pa bi i lijeva strana od (185) bila pozitivna. Time je dobiveno
proturjecje, dakle vrijedi svagdje

ili, zbog (3),

divD — p=0ili divD = p, (190)

a to je diferencijalni oblik (3). Analogno se dobiva iz (188) pomoéu Gaussova

teorema
///divédv =0, (191)

a iz toga istom argumentacijom
divB =0, (192)

tj. diferencijalni oblik (4).

Promatrajmo sada elektrostaticko polje u homogenom izolatoru izazvano raz-
diobom naboja unutar jedne kugle polumjera R, uz pretpostavku, da ta razdioba
ima kuglinu simetriju, tj. da p ovisi samo o udaljenosti r od sredista kugle, koje
¢emo uzeti kao ishodiste koordinatnog sustava. Jasno je, da ¢e onda polje biti radi-
jalno i takoder imati kuglinu simetriju. Ako je 7 radijvektor neke tocke P izvan
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kugle, dakle » > R, onda je ; = 7 jedini¢ni vektor na tom mjestu, pa ¢e biti polje
izvan oblika
F= ;F(r) = P F(r). (193)
Zbog D = F mozemo dakle pisati
//ﬁd}:s//ﬁd}:g//zf(r)df:sF(r)//df:
(194)

=dnr?eF(r) = ///pdV =Q.

Time je odredena funkcija F(r):
Q
= 1
F(r) dmer?’ (195)
(196)

Q
o

gdje je @ ukupni naboj. Samo polje je onda izrazeno sa
F= .
4rer?

Zamislimo li, da se naboji u kugli s polumjerom R sve viSe stisnu, tj. da R tezi
(197)

prema nuli, dolazimo do polja tockastog naboja @, koje je dano izrazom (196).

Za skalarni potencijal @ polja (196) mora vrijediti
F= —grad @,

jer se radi o staticnom polju, gdje je %—‘f u jednadzbi (69) jednak nuli. I za ta]
potencijal mozemo uzeti, da ima kuglinu simetriju i shvatiti ga kao funkciju od r.

Dobivamo
00 200 -0
— Rl Tl il 1
grad &(r) e +3 oy + k(?z’ (198)
pri cemu je
OP 0P Ir 9P I\/a? 4y + 22D
or  Ordrx  Or Ox B
_ 09 v _roe (199)
8T1/x2+y2+22 7“(97“

o _yo2 (200)

i analogno
3_y T ror’
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8@_28_(15

_— = 201
0z ror (201)
Dakle:
o - 6@ 2y 6@ =Y 6@) _
100 -~ - - 100, _ 09
;E(szr]erkz)f;ErfrOE. (202)
Usporedi li se to sa (197) i (196), izlazi
0P Q
or  Amer? (203)
ili
b @[ o)

dme | r? 4mer

Konstantu C' mozemo odabrati po volji, pa je odabiremo tako, da @ — 0 za r — oo,
tj. uzimamo C' = 0. Time je dobiven potencijal tockastog naboja Q:

o @

dier’

(205)

Pretpostavka da polje ima kuglinu simetriju, nije bila matematicki nuzna, jer
bi moglo biti superponirano jos neko drugo polje, kojemu divergencija is¢ezava, ali je
bila fizikalno oc¢igledna, ako polje potje¢e samo od promatranih naboja. Naprotiv,
skalarni potencijal je odreden do aditivne konstante, pa stoga (204) predstavlja
najopéenitiju moguénost za potencijal polja (196). Iz kugline simetrije polja izlazi
dakle nuzno kuglina simetrija skalarnog potencijala.

Imamo li vise toc¢kastih naboja, njihova ée se polja (vektorski) zbrojiti, pa ée se
i potencijal (algebarski) zbrojiti, jer je gradijent zbroja jednak (vektorskom) zbroju
gradijenta pojedinih sumanda. Ako je stoga zadana neka razdioba naboja gustoée
p, mozemo zamisliti, da dio prostora, u kojemu se nalaze naboji, razdijelimo u sitne
elemente dV i da naboj pdV svakog elementa shvatimo kao tockasti naboj. Ukupni
potencijal je onda dan integralom

@:ﬁ///@, (206)

gdje je r udaljenost tocke P, u kojoj ra¢unamo potencijal, od elemenata dV, koji
ulazi u integraciju. Ako P ima koordinate z,y, z, a element dV se nalazi na mjestu

€,1,¢, onda je

r=v@-8>+@y—-n2+(-{)> (207)
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Mozemo onda (206) u pravokutnim koordinatama opSirnije pisati

1 p(&n, )V
D(x,y,2) = g /// N T UET e ekl (208)

Buduéi da skalarni potencijal zadovoljava Laplace-Poissonovu jednadzbu

V2P = —g, (209)

koja je specijalni slu¢aj jednadzbe (84) za slu¢aj statickih polja, gdje su derivacije
po vremenu jednake nuli, to smo s (206) odnosno (208) nasli rjesenje te skalarne
Laplace-Poissonove jednadzbe. Nas postupak, istina je, nije bio sasvim strog. U
jednu ruku je pitanje, da li elementima pdV mozemo pripisati polje tockastih naboja,
dobiveno na temelju pretpostavke kugline simetrije, koju ti elementi nemaju. Drugo
treba uociti, da polje tockastog naboja za r = 0 postaje neizmjerno, $to bi kod
integracije moglo dovesti do tesko¢a. Da ipak nema teskoca i da je (206) zaista
rjesenje jednadzbe (209), raspravit éemo na kasnijem mjestu.

Rjesenju (206) moglo bi se dodati jos bilo koje rjesenje Laplaceove jednadzbe

V2P = 0, (210)

pa da (209) jos uvijek bude zadovoljena. Tome odgovara dodavanje jednoga polja
F, ¢ija je divergencija jednaka nuli, o ¢emu je ve¢ bila rije¢. U dijelovima prostora,
gdje je p = 0, rjesenje (206) dakako i samo zadovoljava Laplaceovu jednadzbu (210).
Napose izuzevsi tocku r = 0, $to je lako provjeriti. Vidi se iz svega toga, da se iz
zadane divergencije nekog polja F', ¢iji je rotor jednak nuli, a ta je divergencija
upravo zadana razdiobom naboja p, moze nac¢i to polje kao negativni gradijent
potencijala (206). Tu moguénost smo na ranijim mjestima upotrijebili u dokazima.

Treba li naci rjeSenje vektorske Laplace-Poissonove jednadzbe
V2@ = b, (211)
dovoljno je rastaviti je u komponente, zatim za svaku od triju dobivenih jednadzbi
Via, = b;, VZa, = by, Va, =b, (212)

sagraditi rjeSenje poput (206) i ta rjeSenja sastaviti u vektor. Izlazi tako

a%///gdv (213)

Npr. jednadzba (183) se za stacionarne struje specijalizira na
V2A = — oG, (214)

pa se rjeSenje moze postaviti u obliku

[t G
A74w/// v (215)
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Zamislimo sada u ishodiStu naboj @, koji je na miru, ali se vremenski mijenja,
tj. on je funkcija vremena, dakle Q(t). To je dakako fizikalno nemoguce, ali ¢e nam
ta pretpostavka pomoéi da nademo neka rjeSenja valne jednadzbe (165) i njenog
poopéenja (185) i (184). Fizikalni smisao nase pretpostavke nalazi se u tome, da se
kod strujanja naboja, gusto¢a naboja na nekom stalnom mjestu opéenito mijenja,
pa mozemo dakle reéi, da je naboj pdV u fiskiranom volumenskom elementu dV vre-
menski promjenljiv. Buduéi da se dakle zapravo radi o strujanju naboja, ogranicit
¢emo se na vakuum.

Skalarni potencijal jednog tockastog naboja Q(¢) u vakuumu mora u prostoru
(izuzevsi tu tocku) zadovoljavati valnu jednadzbu
1 0%
Vo= ——. 216
c? ot? (216)
Opet ¢emo pretpostaviti kuglinu simetriju, tako da je @ funkcija samo od r i ¢t. Veé
smo vidjeli, da je

oP(r,t) x0P
0 227 21
ox r Or (217)
Dalje je
¢ 0 [ 109 109 0 (100
= (e =t (- 21
0r? Oz <xr 8T) ror Tox <7° 87“)’ (218)
0 (100Y 0 (1o0\or w0 (100 219
dx \ror) or\ror)oz ror\ror)’
Dakle:
92d 100 220 (109
9z ror T or (25) (220)
i
?¢  ?® 0?0 100 22 +y?+220 [(10P
2@: _— _— _— = —_—— _—— —_—— =
v Ox2 + 0y? + 0z2 r Or + r or <7° 8T)
309 0 (109 19%(rd)
= - — _— _ = — 1
r Or +r8r (r 87“) r or?2 ’ (221)
tako da jednadzba (216) prima oblik
10%(r®) 1 0%
- S — 222
r Or? c? Ot? 0 (222)
ili
2 1 2
O*(rd) 1 0°(ro) _o. (223)

or? c2 0Ot?
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Uvest ¢emo sada nezavisne varijable &, n jednadzbama

r

e=t-1

C

n=t+-
C
ili

1

c
r=g(=¢+m).
No prema pravilima deriviranja slozenih funkcija vrijedi

o oo oo
¢ ogot  OEIr’
o oo oo
On Onot onor’
tj. na temelju (226, 227),

Time je

0 _1(0 _ 9N(o .  9)_
acon  a\at ‘ar)\at T %r) T
182 02
= — —_— — CT —
4 \ Ot? or?

o 1 4>
or2 2 0t2 c2 9o’

ili

Jednadzba (223) time prelazi u

(224)

(225)

(226)

(227)

(228)

(229)

(230)

(231)

(232)

(233)

(234)
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pri ¢emu smo s faktorom —;% podijeliti. Ako je dakle r® izrazeno pomocu &, 1,
vidimo da je

o(rd
jer je nezavisno od 7, i dalje
o= [ (e + o). (235)

Oznacimo li prvi élan desno f1(€), izlazi tzv. d’Alembertovo rjesenje

o= Fi()+ fa) = fi (b= 2) + o (145 (236)

gdje su f1 i fo po volji odaberive fukcije. Prvi ¢lan predstavlja val, koji odlazi od
ishodista, a drugi se steze na ishodiste. Fizikalno ima smisla samo val, koji odlazi,,
pa dobivamo kao rjesenje za potencijal promjenljivog naboja Q(t)

o) = U8 (=2, (237)

r

gdje je zasada f; po volji odaberiva funkcija. No ta funkcija mora biti u vezi sa
Q@)

Ako u nasim jednadzbama pustimo da veli¢ina ¢ tezi prema neizmjerno, do-
bit ¢emo mjesto valne jednadzbe (216) Laplaceovu jednadzbu (210), pa mozemo
ocekivati, da ¢e taj rjesenje (237) I;Irg;em u rjesenje (205), koje smo za taj slucaj veé

-—. Usporedivanjem nalazimo

fi(t) = &)

47‘1’807

nasli, dok ée izraz (237) prijeéi u
(238)

gdje smo mjesto e pisali €g, jer se radi o vakuumu. Prema tome bi rjesenje (237)
dobilo oblik

Q-1)

o(r,t) = Amegr

(239)

Ovo je dakako samo heuristi¢no razmatranje, koje ne mozemo nadomjestiti strogim
razmatranjem, jer je koncepcija izoliranog vremenski promjenljivog naboja fizikalno
nemoguca. Zaista, iz jednadzbe (171) dobivamo tvorbom divergencije:

0= 50%div F +div Gy, (240)

dakle zbog (173)

dp .. A
a_f +divGy = 0. (241)
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Intregriramo li to unutar zatvorene plohe, izlazi pomoc¢u Gaussova teorema

///%d‘/:%///pdV:%—?:///divéldV://éld}‘. (242)

No ako je naboj @ izoliran i unutar te zatvorene plohe, onda je G1 na plohi jednak
nuli, pa izlazi % = 0 tj. @ je nuzno vremenski konstantan. Zbog toga nema ni
smisla pitati za elektri¢no polje takvoga vremenski promjenljivoga naboja.

Ipak je rezultat (239) koristan, jer je to svakako jedno rjesenje valne jednadzbe
(216) s izuzetkom tocke r = 0. Ako se radi o nekom vremenski i prostorno prom-
jenljivom naboju s gusto¢om p(x, y, z,t), navodi nas (239), da kao rjesenje opéenitije
jednadzbe (185) postavimo tzv. retardirani potencijal

-—///" P&t 8 gy (243)

gdje je r = \/(z — )2+ (y — n)? + (2 — {)?. Uz upotrebu oznake

{pti—z =p (ﬁ,n, ¢t— g) (244)

4mo///{p}t?dv (245)

Vidi se, da je taj izraz analogan statickom potencijalu (206), ali se za izrac¢unavanje
potencijala u trenutku ¢ u nekoj tocki P(z,y, z) kod integracije preko svih volu-
menskih elemenata dV u elementu na mjestu &, n, uzima ona gustoé¢a p, koja je
tamo bila prije vremena Z, a to je vrijeme, koje treba svjetlost ili bilo koje elek-
tromagnetsko djelovanje, da od toga elementa dV dopre do tocke P. Prinos nekog
volumenskog elementa dV' potencijalu u tocki P kasni, dakle, pa odatle naziv “re-

tardirani potencijal’.

to glasi krace

Da taj potencijal zaista zadovoljava jednadzbu (185), pokazat ¢emo to¢nije na
jednom kasnijem mjestu.

Analogno rjesenje (215) Laplace-Poissonove jednadzbe (214) mozemo sagraditi

retardirani vektorski polencijal
///{Gl}t *c (246)

kao rjesenje opcenitije jednadzbe (183). Na kasnijem mjestu ¢emo pokazati, da
tako sagradeni potencijali (245) i (246) zaista zadovoljavaju jednadzbe (185), (183)
i (181), pa stoga daju elektromagnetsko polje u skladu s Maxwellovim jednadzbama.
To polje potjece od naboja, kojima je gibanje pretpostavljeno kao poznato i moze
biti izazvano nekim stranim izvana narinutim poljem. Djelovanje nasim poten-
cijalima odredenog polja, koje potjece od samih naboja, na te naboje pri tome je
zanemareno, $to je ve¢inom dopustivo, jer je to polje obi¢no mnogo slabije od izvana
narinutoga.
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5 Ponasanje polja na granici dvaju medija

Sastaju li se duz neke plohe dva medija, veli¢ine € i p bit ¢e na toj plohi
redovito prekinute, tj. mijenjat ¢e se kod prolaza kroz tu plohu abruptno za neki
konacni iznos. No takav se diskontinuitet moze smatrati grani¢nim slucajem vrlo
naglog mijenjanja, pa se stoga ponaSanje polja ipak moze zakljuciti iz diferencijalnih
jednadzbi toga polja pomocu prikladnog grani¢nog prijelaza. Da se sto lakse dode do
rezultata, najzgodnije je posluziti se integralnim oblikom Maxwellovih jednadzbi, tj.
jednadzbama (12), (15), (187), (188). Pri tome ne¢emo postupati sasvim strogo, da
razmatranja ne postanu predugacka, nego uvodimo neka pojednostavljenja odnosno
zanemarenja koja odgovaraju onome, §to bi sam grani¢ni postupak, strogo proveden,
opravdao. U tom smislu promatramo jedan tako malen dio grani¢ne plohe, da ga
mozemo smatrati priblizno ravnim dijelom ravnine, tj. nadomjestavamo ga dijelom
tangencijalne ravnine. Dalje ¢emo uzeti, da se duz toga maloga dijela plohe veli¢ine
€, b, 13, f), ﬁ, B mijenjaju tako malo, da ih mozemo smatrati konstantnim duz
plohe, samo §to se one mogu promijeniti za konacan iznos kod prolaza kroz plohu.
To su dakle uz jednu stranu plohe konstante, a uz drugu stranu opet konstante,
eventualno razli¢ite od onih prvih.

Oznac¢imo prvi medij brojem 1, drugi medij brojem 2, pa veli¢ine u jednom
1 drugom mediju obiljezimo prema tome indeksima 1 i 2. Normala plohe neka je
orijentirana od medija 1 prema 2, a “normalne komponente” vektora F D H Bu
jednom i drugom mediju neka se odnose na tu istu tako orijentiranu normalu.

Slika 1.

U slici 1 grani¢na je ploha (kao ravnina) okomita na ravnini slike i oznacena
crtkanom linijom. Medij 1 je dolje, medij 2 gore. Strelica oznacava smjer jedini¢nog
vektora 7lg. Promatramo vrlo nizak valjak, kojemu slika pokazuje osni presjek i
primjenimo na nj jednadzbu (188). Povrsina jedne i druge baze neka je b. Plosni
integral preko gornje baze by bit ¢e

/ / Bdf = Bnb, (247)
(b2)

jer je B konstantan a d_f ima smjer normale 775. Bs, je normalna komponenta u
mediju 2, tik uz plohu. Plosni integral preko donje baze biti ¢e

/ / Bdf = —Binb, (248)

jer je ovdje smjer od d} (iz valjka prema vani, dakle prema dolje) suprotan smjeru
normale 7iy. Plo$ni integral preko plasta valjka mozemo zanemariti, jer tezi k nuli,
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kad visina valjka tezi k nuli. Jednadzba (188) daje odakle

/ / Bdf = Bopb — Biyb =0 (249)
ili
Bsy = Bin, (250)

tj. normalna komponenta od B je neprekinuta kod prolaza kroz grani¢nu plohu.
Naprotiv, normalna komponenta od H to nije, ako su vrijednosti u za te medije
razli¢iti, jer (250) dalje

poHop = p1Hyp (251)
ili
Hy,
L 252
Hln H2 ( )

Prijedimo sada na primjenu jednadzbe (187). Moramo ovdje uo¢iti moguénost, da

na grani¢noj plohi postoje neki “plosni naboji’. Naime, ako je polje D diskon-

tinuirano, onda to mozemo shvatiti kao nagli porast, gdje dakle derivacije po pros-

tornim varijablama primaju vrlo velike vrijednosti, pa stoga i divergencija u (3) is

njom prostorna gustoca naboja p moze u prolazu iz jednog medija u drugi dobiti vrlo

velike vrijednosti. Mjesto tankog sloja naboja vrlo velike gusto¢e mozemo zamisliti,
As

kao matematicku idealizaciju, plosni naboj s ploSnom gustoé¢om o [W]

Ukupni naboj @ u valjku prema sl.1. bit ¢e tada
Q = ob, (253)

jer je promatrani dio plohe tako malen, da je o priblizno konstantno. To je dakle
desna strana jednadzbe (187). Lijeva strana je analogno kao malo prije

/ / Ddf = Dapb — Di,b, (254)
tako da (187) daje
Dgn - Dln =0, (255)

iz ¢ega se vidi, da se normalna komponenta od D mijenja neprekinuto, kod pro-
laza kroz plohu, ako nema plosnog naboja, a prema (255), ako ga ima. Normalna
komponenta od F' mijenja se dakako po zakonu

eobon —e1F1p =0 (256)
odnosno, kad nema plosnog naboja, prema

Iy, e
= . 257
Fln €2 ( )
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Posto smo tako jednadzbe (187) i (188), tj. sporedne dvije Maxwellove jed-
nadzbe iskoristili za ispitivanje ponasanja normalnih komponenata polja, prelazimo
na to da iz (12) i (15), dakle iz glavnih Maxwellovih jednadzbi dobijemo ponaganje
tangencijalnih komponenata.

U tocki P grani¢ne plohe, gdje istrazujemo ponasanje polja, zamislimo koor-
dinatni sustav, kojemu osi z i y padaju u tangencijalnu ravninu graniéne plohe, a
0s z je uspravljena u smjeru normale 7y od medija 1 prema mediju 2. Ako sada
promatramo, recimo, vektor ﬁ, onda su Fy, i Fy, isto §to i Fi, 1 Fo, prema na$oj
dosadas$njoj oznaci. Projekciju vektora F na tangencijalnu ravninu oznacit ¢emo sa
F, i zvat éemo je vektorskom tangencijalnom komponentom od F. Ocito ¢e vrijediti

F, =iF, +jF,. (258)

A Z

A

e >y
—a

\

Slika 2.

Na slici 2. naznacena je pravokutna zatvorena krivulja, koja je sva u ravnini
y, z 1 proteze se tik do grani¢ne plohe. Neka je svaka od duljih stranica jednaka a, a
svaka od kratkih (u smjeru osi z) jednaka h. Ako zamislimo, da h tezi k nuli, onda
¢e povrsina pravokutnika teziti k nuli i stoga i tok vektora B kroz tu plohu, pa i
njegova vremenska derivacija, dakle desna strana jednadzbe (15). Na lijevoj strani
jednadzbe (15) mozemo zanemariti dio integrala, koji se odnosi na kratke stranice,
jer za h tezi k nuli. Udio dugackih stranica daje (zbog priblizne konstantnosti od
ﬁl i 132 duz grani¢ne plohe u promatranoj vrlo maloj okolini tocke P)

?{ Fds = Fya — Faya, (259)

gdje je predznak minus drugog clana uvjetovan time, da se gornja stranica pra-
vokutnika kod obilazenja prolazi u negativnom smjeru osi y. Izlazi dakle

Fyy = Fuy, (260)
a sasvim analognim rasudivanjem na temelju slike 3 dobiva se

oy = Fig, (261)
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A Z
X, ] -
/
Slika 3.
tako da izlazi
Iy = Fy, (262)

tj. tangencijalne komponente od F su neprekinute kod prolazenja kroz plohu.

Za tangencijalne komponente od D izlazi

% - % (263)
155 €1

ili za iznose,
Dy &2
2t z2 264
Dy e (264)

Kod razmatranja jednadzbe (12) uzet ¢emo u obzir moguénost, da prostorna

gustoca provodne struje G mozda na prolazu kroz grani¢nu plohu dobiva vrlo velike
vrijednosti, pa zamiSljamo u tom smislu u toj plohi ploS§nu struju s gustoéom

—

g (%) To je dakle vektor, koji cijeli lezi u tangencijalnoj ravnini grani¢ne plohe,
pa u nasem koordinatnom sustavu vrijedi

G=19: + 79y (265)

Rac¢unamo li sada tok provodne struje kroz plohu omedenu zatvorenom pravokut-
nom krivuljom prema sl.1.2., imat ¢emo

/ / Gdf = / gdn, (266)

gdje je dn vektor u smjeru normale 7 (0si x) s iznosom ds tj. dy, jer se integrira duz

osi y. To daje
/ﬁd;t = /gacdy = g=Q. (267)

Lijeva strana jednadzbe (12) postaje analogno kao za jednadzbu (15)

?{ Hds = Hyya — Hyya (268)
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tako da (12) daje
HQy — Hly = 791- (269)
Provedemo li slicno razmatranje na temelju sl.3., treba uociti, da je os z sada

upravljana na lijevo, §to daje druge predznake za dijelove integrala po zatvorenoj
krivulji, tako da tu izlazi:

Hay — Hig = gy. (270)

Jednadzbe (269) i (270) mogu se sazeti u

ﬁ2t_ﬁ1t =g x /;7 (271)
§to je lako provjeriti, ako se uzme u obzir (265) i analogoni od (258), naime

Hyy = iH, + jHyy, (272)

Hyy = iHyy + jHa,. (273)

Oznacujuci jedinicni vektor normale od medija 1 prema mediju 2, opet se 7ip mjesto
s k, dobivamo (271) u obliku

ﬁQt — ﬁlt = g X ﬁo. (274)
To znaci, da tangencijalna komponenta H; kod prolaza kroz grani¢nu plohu opéenito
mijenja i smjer i veli¢inu.
Razumije se, da za vektor B vrijedi
By B
ﬁ_ﬁzg’xﬁo, (275)
H2 M1
Ako nema plosne provodne struje, dobivamo:
Hoy = Hy, (276)
tj. tangencijalna komponenta od H je neprekinuta kod prolaza kroz grani¢nu plohu.
Za B tada vrijedi

@ = @ (277)
H2 H1

odnosno, za iznose,
Ba _ 2 (278)
Bi:

Zakljuéno dakle mozemo re¢i: Neprekinute su kod prolaza kroz grani¢nu
plohu: normalna komponenta od Bi tangencijalna komponenta od ﬁ; za-
tim, ako nema plo$nog naboja, normalna komponenta od 5; inace vrijedi
(255); konaéno, ako nema plosne struje, tangencijalna komponenta od ﬁ,
inace vrijedi (274).
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6 Gustoca energije i Poyntingov vektor

Vektor F je definiran kao sila, koja na doti¢cnom mjestu djeluje na jedinicu
naboja, ako se takav naboj na tom mjestu nalazi i u tom trenutku miruje. Prema
tome je sila F', koja djeluje na naboj @, koji miruje, dana sa

P =QF. (279)

Kao sto ¢emo kasnije vidjeti, sila na naboj, koji se giba, ima jo$ dodatan ¢lan,
koji ovisi o brzini i o magnetskom polju. No ta je dodatna sila okomita na brzinu i
stoga kod pomicanja ne vrsi rad. Rac¢unamo li dakle, koji rad vrsi elektromagnet-
sko polje kod pomicanja nekog naboja, mozemo se posluziti izrazom (279) za silu,
premda taj izraz vrijedi zapravo samo, dok naboj miruje. Razmatranja, koja ¢e nas
dovesti do potpunog izraza za silu na naboj u gibanju, nezavisna su od sadrzaja ove
tocke, pa stoga gore spomenutu ¢injenicu mozemo ovdje anticipirati. Ako se dakle
neki naboj Q pomice od neke tocke R do neke tocke S, polje vrsi rad

S
A=Q [ Fds. (280)
/

(Slovo A ovdje dakako nema veze s vektorskim potencijalom).

Sjetimo se sada, da je elektri¢na struja u vodi¢ima, napose metalima, ustvari
pomicanje elektrona. Elektricno polje obavljat ¢e dakle rad pomicuéi elektrone,
ali ne obavljati rad djelujuéi na pozitivno nabijene ostatke atoma, koji su fiksirani
u kristalnoj resetki metala. Ako je dakle p; gustoéa naboja (razumije se, da je
p1 < 0), onda je plﬁ sila, koja djeluje na elektrone u jedinici volumena. Neka je ¢/
srednja brzina pomicanja elektrona. Skalarni produkt sile i brzine je snaga, tako da
je p1 F gustoda snage, koju polje prenosi na elektrone (jer je to snaga po jedinici
volumena). No p17 je ujedno gustoda struje é, tako da je gustoca snage dana sa
FG. Zbog G = »F to mozemo jos pisati kao »F2.

Prolazi li nekom Zicom presjeka f struja I, onda kroz jedinicu presjeka prolazi
% = (. Neka je duljina zice [. U nekom dijelu dl te Zice s volumenom f dl snaga je
fdl FG = IFdl, dakle je ukupna na elektrone u zici prenesena snaga

/ IFdl =1 / Fdl = IT, (281)

gdje je U napon, koji je priklju¢en na zicu. Pri tome smo dopustili, da F; f i s budu
promjenljivi uzduz zice. Energiju, koju dobivaju elektroni, oni sudarima prenose na
atome kristalne resetke i pojacavaju njihovo titranje, Sto nam se ocituje kao toplina,
koju nazivamo Joulovom toplinom!?.

No ne mora se rad, koji se ulaze, kada neki napon tjera izvjesnu struju
kroz strujni krug, uvijek trositi na toplinu. Zamislimo, da istosmjerni generator

10James Prescott Joule, (1818.-1889.)
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priklju¢imo na neki strujni krug, koji ima samoindukciju, ali nema ohmskog otpora.
To znaci, da je Zica savrSeno vodljiva (3 = 00), ali se inducirani protunapon mag-
netskog polja uzrokovanog strujom ne moze zanemariti. U tom Ce slucaju struja
linearno rasti, tako da njezino magnetsko polje daje konstantni protunapon. Ras-
tavimo elektri¢no polje na jedan dio koji je uzrokovan rastom magnetskog polja.
Mozemo onda uzeti, da prvi dio elektricnog polja prenosi na elektrone u strujnom
krugu snagu IU, dok drugi dio polja prenosi na elektrone isto toliku negativnu
snagu. Naime u savrsenom vodic¢u je ukupno F sigurno jednako nuli, inace struja
»#F sa » = oo ne moze biti konacna. Stoga je staticko polje generatora unutar zice
upravo jednako i protivno elektrickom polju izazvanom rastom magnetskog polja.
Elektroni dakle prenose od prvog polja dobivenu snagu na drugo polje i ta snaga
sluzi za izgradnju magnetskog polja. Snaga, koju daje generator i u tom je sluc¢aju
jednaka UI, samo §to se ona ne trosi na toplinu, nego na izgradnju magnetskog
polja. Zapravo se ta snaga uopce ne prenosi na elektrone. Dioba elektrickog polja
na dva dijela bila je samo zamisljena, a stvarno u metalu elektrickog polja nema i na
elektrone se ne prenasi nikakva snaga. Energija struji drugim putem, iz generatora
kroz izolator u magnetsko polje, koje se izgraduje. O strujanju energije ¢e biti jos
govora.

Treba ovdje napomenuti, da ukupno elektriéno polje u promatranom slucaju
nije bezvrtlozno, pa stoga [ F'ds ovisi o putu. Pod “naponom” na priklju¢nim

stezaljkama tada razumijevamo | Fds od jedne stezaljke do druge najkrac¢im putem

kroz izolator, dok bi [ Fds uzet uzduz 7ice bio jednak nuli, jer je F u zici jednak
nuli, kad je ona savrseno vodljiva.

Slika 4.

Na temelju ¢injenice, da je UT snaga, koja ulazi u strujni krug, ako je prikljucen
napon U, nastojat éemo odrediti gustocu energije magnetskog polja, promatrajuci
svitak u obliku torusa, u kojem mozemo proizvesti magnetsko polje ograni¢eno na
unutrasnjost torusa. U tu svrhu promatramo najprije idealiziran slucaj. Neka na
torusu tece plodna struja tako, da su strujnice meridijanske kruznice torusa (slika
4). S obzirom na cilindarsku simetriju takve situacije, bliza je pomisao, da Ce
magnetsko polje u torusu biti cirkularno, tj. H ¢ée na svakom mjestu biti okomito
na osi o torusa i na doti¢noj meridijanskoj ravnini. Uzduz jedne kruznice unutar
torusa, kojoj je ravnina okomita na osi, a srediste u osi, bit ¢e o¢ito H konstantno,
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a H tangencijalno. Ako ta kruznica ima polumjer r, bit ¢e uzduz nje

/ Hds = / Hds = H / ds = H2mr. (282)

Ukupna plosna struja, koja prolazi kroz plohu takve kruznice, bit ée ista za svaku
takvu kruznicu i neka iznosi I;. Onda prema (12) mora biti
. L
H2rnr=1 ii H=— (283)

2mr’
tj. H ovisi samo o udaljenosti do osi o.

Dalje ¢e za neku “paralelu” na torusu, koja ima polumjer r, vrijediti
I = 27rg, (284)

gdje je g gustoca plosne struje na toj paraleli. Promatramo li izraz ¢ x 7y na desnoj
strani jednadzbe (274), gdje neka 7y gleda u torus, tako da medij u torusu ima
indeks 2, a medij izvan njega indeks 1, onda vidimo, da Hy; ima smjer od Ho, dakle
je Hy = Hy;. Dalje zbog (284) i zbog gLy vrijedi
I
Hyy = g= — 285
2t g 2y ) ( )

a to je upravo jednako H na toj paraleli s unutarnje strane plohe. Zbog (274) izlazi
dakle

Hy = 0. (286)

Pretpostavimo li, da i izvan torusa magnetsko polje ima samo cirkularnu kompo-
nentu, onda (286) pokazuje, da je to polje na vanjskoj povrsini torusa jednako nuli,
pa mozmo naslutiti, da je svagdje izvan torusa nula. Takvo polje zaista zadovoljava
Maxwellove jednadzbe. Za polje “nula” izvan torusa je to trivijalno. Za polja unutar
torusa, koje je cirkularno i odredeno jednadzbom (283), moze se to lako ra¢unom
provjeriti, ako Maxwellove jednadzbe izrazimo u cilidriénim koordinatama. S tim
racunom se ovdje ne¢emo zadrzati. Uvjeti kod prolaza kroz plohu ispunjeni su, kako
smo vidjeli. Rjesenje je dakle moguce i moglo bi se pokazati, da je i jedino moguce,
ako jos dodamo zahtjev, da polje bude jednako nuli u neizmjernosti.

Sada ¢emo pokusati odrediti gusto¢u energije toga polja pretpostavljajudi,
da je ta gustoca funkcija od H. U tu svrhu ¢emo idealiziranu pretpostavku plosne
struje priblizno realizirati strujom, koja tece kroz namotaj s vrlo gusto rasporedenim
zavojima. Ako takav namotaj (koji neka nema ohmskog otpora) priklju¢imo na
istosmjerni napon U, struja i s njom magnetsko polje u torusu ¢e linearno rasti,
jer se u namotaju mora inducirati konstantni protunapon. Da se taj inducirani
protunapon fﬁd_:s uzduz zice namotaja dobije, treba upotrijebiti (15). Moramo
dakle znati, koji je tok magnetskog polja kroz plohu, kojoj je ta zica rub. U slici 5
je prikazan jedan dio takve plohe, koju dobivamo, ako jednu tocku torusa spojimo
sa svim tockama zice. U slici je radi jasnote namotaj prikazan vrlo razvucen, dok
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ga u stvari zamisljamo vrlo gustim. Uoc¢imo li jedan zavoj od tocke A do tocke B,
vidimo,

Slika 5.

da cijeli tok magnetskog polja prolazi kroz dio plohe, koji odgovara tom zavoju.
Ako je polje upravljeno, recimo, s desna na lijevo, polje prolazi kroz plohu s njene
gornje strane prema donjoj. To se ponavlja kod svakog zavoja, tako da cijelo polje
prolazi kroz plohu toliko puta, koliko ima zavoja i to uvijek u istom smislu.

Uzmimo sada, da pojednostavimo racun, da je torus vrlo tanak, tako da r
(udaljenost od osi 0) unutar torusa mnogo ne varira, pa mozemo uzeti, da je i
H priblizno konstantno, a tok vektora B jeonda Bf = puHf, gdje je f povrSina
presjeka torusa, a p permeabilnost medija unutar torusa. Ako ima w zavoja, onda
je dakle tok kroz plohu jednak uH fw. Ako je r polumjer toga vrlo tankog torusa,
bit ¢e

Il Tw
pH fw = pfw— = pfw—, (287)
27r 27r
jer struja I u zici prolazi w puta kroz plohu svake paralela, pa je Iy = wl.
Inducirani protunapon —U bit ¢e dakle prema (15)
d pflw? wfw? dl
U= = — _= 288
S dt 2mr 2rr dt’ (288)
dakle
/ - f 2T, (289)
ako u trenutku ¢ = 0 jos nije tekla struja. Prema tome je trenutna snaga
27y
UIt) = Ut 290
(1) = U™, (290)

dakle ukupno dobavljena energija A do trenutka t

i
A= [ UIt)dt SU2. (291)
O/ ufw
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Ta energija mora da je uskladiStena u magnetskom polju. Neka je gustoc¢a energije
polja W,,, dakle

A=W,V =Wy2rrf, (292)
gdje je V = 27r f volumen torusa. Iz (291) i (292) izlazi

242
Wi = % _ 251,7;02 (293)
No s obzirom na (289) vrijedi
- 2% - %%Ut - /Z—; (294)
tako da (293) prelazi u
W = %MHQ = %HB. (295)

Time je odredena gusto¢a energije magnetskog polja.

Da nademo gustocu energije W, elektrickog polja, promatramo kuglin konden-
zator, koji se sastoji iz dviju koncentri¢nih metalnih kugala izmedu kojih se nalazi
dielektrik s konstantom €. Ako su kugle nabijene istim nabojem @, ali razli¢itog
predznaka, lako je vidjeti, da je elektri¢no polje ograni¢eno na prostor izmedu ku-
gala. Zaista, zbog kugline simetrije polje ¢e o¢ito biti radijalno. Prema (196) bit
¢e onda izmedu kugala, tj. za 11 < r < 79, gdje su r; i ro polumjeri unutarnje i
vanjske kugle,

@ 7
dmr2e
gdje je @ naboj unutarnje kugle. Naboj vanjske kugle je —Q, tako da za neku
tocku izvan nje (196) daje nulu, jer je ukupni naboj unutar kugle sa r > ry jednak
@ — @ = 0. Isto tako je dakako polje unutra unutarnje kugle jednako nuli.

F = (296)

Racunat ¢emo sada rad, koji je potreban za nabijanje toga kondenzatora.
Mozemo kod toga zamisljati, da postepeno prenosimo male koli¢ine d() elektriciteta
s vanjske kugle na unutarnju. Time naboj unutarnje kugle poraste za d@, a naboj
vanjske se smanjuje za d@ i na taj nacin se unutarnja kugla nabija pozitivno, a
vanjska negativno. Da prijenos naboja bude mogué, zamisljamo kroz dielektrik
probuSen tanak radijalni kanal. Buduéi da se tangenkcijalna komponenta od F
mijenja neprekinuto kod prolaza kroz stijene kanala, a sam F u dielektriku uz
stijene kanala je tangencijalan na te stijene, to mozemo uzeti, da je polje Fu
kanalu vrlo priblizno isto kao u dielektriku, tj. dano formulom (296). Ako dakle na
unutarnjoj kugli ve¢ imamo neki naboj @), pa ga pove¢amo za d@ transportirajuci
d@ od vanjske kugle na unutarnju, moramo protiv polja obaviti rad

dA:dQ/Fdrde/idr—

4rer?
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Trl

- 4me

1 e L

1 T2

Cijeli rad za postepeno nabijanje bit ¢e dakle

Q
1 /1 1 1 /1 1\ @?
1= () fee-m(R-0) % 2
0

Uzmimo sada, da je kondenzator vrlo tanak, tj. da je ro = r; 4+ ¢ sa malim §,
onda mozemo priblizno pisati

1 1 — ) )
ST ~ . (299)
T 1T ri(ry +90) 3
tj-
1 6 @Q?
= . 300
4reri 2 (800)
Volumen kugline ljuske kondenzatora je priblizno
V = 4r?r6, (301)
pa izlazi
A 2
A__@ (302)
Voo2(4n) rie
No F je u toj tankoj ljusci priblizno konstantan, pa prema (296) vrijedi
A 1, 1
We = V = §€F = §FD (303)

Ako uoc¢imo, da se nase razmatranje ne bi nista promijenilo, da je kod nabijanja
kondenzatora ve¢ postojalo neko magnetsko polje, jer ono ne vrsi rad kod transporta
naboja, to vidimo, da ¢e se jedna i druga gustoéa energije naprosto zbrojiti, ako
postoje oba polja. Prema tome je gustoéa energije W elektromagnetskog polja dana
sa

W= % (FD + HB). (304)

Prelazimo na razmatranje o strujanju energije. Buduéi da ¢e se u promjen-
jivom elektromagnetskom polju i gusto¢a energije mijenjati, to zbog neunistivosti
energije ona mora da struji od mjesta, gdje se smanjuje gusto¢a energije k mjestima,
gdje se povectava, a mora i da struji prema mjestima, gdje se pretvara u drugi oblik,
npr. toplinu.
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Tvrdimo, da se strujanje energije moze prikazati tzv. Poyntingovim'!' vek-
torom S

S=FxH. (305)

Tu éemo tvrdnju opravdati, ako pokazemo, da je tada bilanca energije ispravna. Da
se to vidi, promatramo najprije izraz za divergenciju toga vektora:

divS =VS =V(F x H) = Hrot F — Frot H. (306)

Uvrstimo li ovamo izraze za rot F i rot H iz Maxwellovih jednadzbi (1) i (2), izlazi

divs = -8 _ gl _ pa. (307)
ot t

1 oo oo 1 7. _OB 2. LoD
ow a(HB+FD>_<5_HB+H"’_B+‘9_FD+F5_D>

ot 20t 2 \ ot ot ot ot
1 (0H ) F . . 9F 0H  _OF
3 (E“H o T EEF”EE) = nl g el g
0B  -0D
=HZ= + F==.
el (308)
Prema tome je
div S = 736—11/ ~ FG. (309)

Integriramo li to preko jednog dijela prostora omedenog zatvorenom plohom i prim-
jenimo lijevo Gaussov teorem, izlazi

/ §d}=—%///WdV—///ﬁédv, (310)

gdje smo u prvom ¢lanu desno znak deriviranja po ¢ stavili pred integral. Taj
integral je oc¢ito ukupna elektromagnetska energija A u tom dijelu prostora, pa

mozemo pisati
- = — — dA
[ [sis [ [ [Foar--i s

Na desnoj strani piSe negativno povecanje, dakle smanjenje elektromagnetske en-
ergije toga dijela prostora u jedinici vremena. Na lijevoj strani prvi ¢lan znaci

1 John Henry Poynting (1852.-1914.)
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energiju, koja po jedinici vremena izlazi iz plohe, a drugi clan je razvijena Joulova
toplina po jedinici vremena, jer je, kako smo vidjeli, FG gustoca snage, koja se
prenosi na elektrone u vodi¢ima. Bilanca energije je dakle ispravna za svaki dio
prostora.

To doduse jos nije dokaz, da je S zaista vektor strujanja energije, jer bismo
mu mogli dodati bilo kakav bezizvorni vektor, pa da bilanca ostaje ispravna. No
zbog jednostavnosti izraza FxH prihvaca se upravo taj vektor kao vektor strujanja
energije. Treba pri tome prihvatiti predodzbu, da i statickim elektromagnetskim
poljima energija moze strujati. No, ako se uoci, da su staticka magnetska polja
uvijek izazvana strujama, dakle elektricitetom u gibanju, ¢ak i ona, koja pripadaju
permanentnim magnetima (atomarne “Ampérove”'? struje), onda ta konsekvencija
viSe nije tako ¢udna.

Mozda je korisno napomenuti, da kod prijenosa energije pomoc¢u voda bez
ohmskog otpora energija struji u okolnom izolatoru. U samoj Zici je F = 0, pa
stoga energija ne struji. Ako ohmski otpor nije nula, dakle s konac¢no, onda u Zzici
energija struji radijalno od povrsine prema unutra i postepeno se pretvara u Joulovu
toplinu. U okolnom izolatoru energija tada struji uglavnom duz zice, ali pri tome
djelomi¢no ulazi u zicu i tako snadbijeva pretvaranje u toplinu.

12 André Marie Ampére (1775.-1836.)



7 Relativisticka transformacija elektromagnetskog polja. 49

7 Relativisticka transformacija elektromagnetskog
polja.

U ovome, §to slijedi, sluzit ¢emo se iskljucivo pravocrtnim pravokutnim koor-
dinatnim sustavima.

Pod inercijalnim koordinatnim sustavom razumijevamo sustav u kojemu se
bilo koja ¢estica giba jednoliko i po pravcu, ako na nju ne djeluju nikakove sile
(pa niti sila gravitacije, koju isklju¢ujemo radi nasih razmatranja). U takvom sus-
tavu vrijedi dakle zakon tromosti ili inercije. Sustav, kojemu je srediste u tezistu
Sunceva sustava, a osi su mu upravljene prema nekim zvijezdama stajacicama, pred-
stavlja u vrlo visokom priblizenju inercijalni sustav. Svaki drugi koordinatni sustav,
koji prema ovome miruje, a moze biti prema njemu i zakrenut, takoder je inerci-
jalan. Sve takve inercijalne koordinatne sustave, koji medusobno miruju, zovemo
inercijalnim sustavom referencije. No i koordinatni sustav, koji se prema nekom
inercijalnom sustavu giba jednoliko i translatorno (bez rotacije) opet je inercijalan
i zajedno sa svim sustavima, koji prema njemu miruju, ¢ini drugi inercijalni sustav
referencije. Govorimo li samo o “inercijalnom sustavu”, mislimo sustav referencije,
ako nismo tocno specifirali koordinatni sustav, kojim ¢emo se sluziti ili koordinatni
sustav, ako je taj sustav izabran. U samom izricanju zakona inercije izraz “jednoliko
gibanje” ukljucuje mjerenje vremena. Vrijeme se mjeri nekim periodickim proce-
som, npr. mehanizmom poput dZepna sata ili npr. “atomskim satom”, gdje frekven-
cija od atoma emitirane svjetlosti sluzi za mjerenje vremena. “Jednoliko gibanje”
Cestice znadi, da cCestica u jednakim vremenima prevaljuje jednake putove. Ako
dakle na pravcastoj stazi ¢estice odmjerimo i oznacimo jednake razmake, Cestica
te znakove mora susretati u jednakim razmacima vremena. Ti se razmaci vre-
mena mogu izmjeriti jednim satom, koji putuje zajedno sa ¢esticom. Satovi, koji
miruju u koordinatnom sustavu i nalaze se na ozna¢enim mjestima, moraju onda
biti tako sinkronizirani, da i po njima ti razmaci vremena budu jednaki. Pret-
postavlja se dakako, da su svi upotrijebljeni satovi (i u razli¢itim sustavima) tocno
jednako gradeni. Vidimo, da definicija jednolikosti gibanja i time definicija inerci-
jalnih sustava jos ne pretpostavlja postupak sikroniziranja satova, sto napominjemo
radi to¢nog odredenja nasih pojmova.

Veé je u klasiénoj mehanici vrijedio “princip relativnosti” (samo se tada nije
tako nazivao), koji izrice, da su zakoni mehanike isti u svim tim sustavima. No
za elektromagnetizam taj princip u starijim teorijama nije vrijedio, nego se sma-
tralo, da Maxwellove jednadzbe vrijede to¢no samo u jednom privilegiranom sus-
tavu, u kojemu miruje tzv. “eter”, jedna vrlo fina tvar, koja se pretpostavljala kao
nosilac elektromagnetskih pojava, kao Sto je zrak nosilac zvuénih pojava. Danas
smatramo elelektromagnetsko polje u prostoru posebnim fizikalnim stanjem, ko-
jemu nije potreban neki nosilac. Najfiniji elektromagnetski, napose opticki pokusi
su pokazali, da se ne mogu ustanoviti razlike u zakonima elektromagnetizma za
razli¢ite inercijalne sustave referencija i stoga je A. Einstein'® protegnuo prin-
cip relativnosti i na elektromagnetske pojave. Da to bude provedivo morali su

13 Albert Einstein (1879.-1955.)
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se zakoni mehanike nesto modificirati, a i preracunavanje prostornih i vremenskih
podataka (koordinata) iz jednog sustava u drugi je valjalo promijeniti. Razne kon-
sekvencije Einsteinove teorije, kao relativiranje istodobmnosti (Sto je istodobno u
jednom sustavu, ne mora biti u drugom), zatim Lorentzova kontrakcija pa dilat-
acije vremena vrlo su poznate, ali nas ovdje nece zanimati. No moramo nesto re¢i
o preracunavanju prostorno—vremenskih podataka iz jednog inercijalnog sustava u
drugi. To prera¢unavanje je sadrzano u tzv. Lorentzovoj'# transformaciji., dok se
prera¢unavanje prema klasi¢noj fizici naziva Galilejevom'® transformacijom.

Da dodemo do preracunavanja prostorno—vremenskih podataka iz jednog in-
ercijalnog sustava referencije u drugi, odabrat ¢emo najprije koordinatne sustave u
njima na takav nacin, da jednadzbe transformacije budu $to jednostavnije. Odabe-
rimo najprije jednu prostorno—vremensku tocku, tj. jedan tockasti dogadaj (recimo
bljesak jedne fotografske lampice, pa tamo stavimo oba ishodista O i O’ sustava S
i 5’ i smatrajmo, da je na tom mjestu i tom trenutku u oba sustava nula sati, tj.
t =t = 0. Promatramo li stvari u necrtkanom sustavu referencije, tocka O’ ée se
gibati po nekom pravcu, koji odabiremo kao os x i ujedno os z’, tj. osi z i 2’ neka
se trajno pokrivaju. Os x neka je orijentirana od O’ prema O (za t > 0), a ' od O
prema O’. Onda ¢e u oba sustava S 1 S’ gibanje onoga drugoga sustava biti u smjeru
negativne vlastite osi  odnosno z’. Osi y i z odnosno ¢’ i z’ odabiremo medusobno
okomite i okomite na pravac osi x i &’ i to tako, da se ravnina xy trajno pokriva s
ravninom 'y’ (i ravnina xz s ravninom 2’z’, §to je posljedica toga) te ih orijentira-
jmo tako, da pozitivne osi y i ¥’ budu upravljene u istu poluravninu zy odnosno 'y’
i analogno z, 2’ u istu poluravninu xzz odnosno z’z’. Sustavi onda izgledaju prema
(sl.6.) 1 razmicu se u pravcu osi x, 2’. Ti su sustavi tako odabrani, da iz jednoga
gledano drugi izgleda tocno onako, kako iz drugoga gledano izgleda onaj prvi. Onaj
tudi se giba u smjeru negativne vlastite osi  nekom brzinom v. Ako su ti sustavi
S 1.5’ u smislu principa relativnosti ravnopravni, onda mora transformacija iz S u
S’ imati to¢no isti oblik kao transformacija iz S" u S.

z z

X"

Slika 6.

Sada ¢emo formulirati neke principe, koji su vrijedili ve¢ u klasi¢noj mehanici
i toliko su ocigledni, da jedva u njih mozemo posumnjati. Ti su principi ovi:

I. Izotropnost prostora. U svakom inercijalnom sustavu u svakoj su tocki
svi smjerovi fizikalno ravnopravni.

II. Homogenost vremena. Isti pokus izveden na istom mjestu nekog
inercijalnog sustava u razli¢ito vrijeme, daje isti rezultat.

14 Hendrik Antoon Lorentz (1853.-1928.)
15Galileo Galilei (1564.-1642.)
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III. Princip relativnosti. Svi su inercijalni sustavi ravnopravni.

Iz tih principa moze se zakljuciti, kakva mora biti transformacija izmedu dvaju
inercijalnih sustava. To je potanko izlozeno u ¢lanku: D. Blanusa, Osnovi rela-
tivisticke kinematike. Glasnik mat.—fiz. i astr. T.6(1951), br. 1-2, str. 1-22
(njemacki tekst str. 23-32). Rezultat je ovaj: Neka su koordinatni sustavi S i
S’ odabrani prema (sl.6.). Prostorno-vremenske koordinate su z,y, z,t odnosno
'y, 2',t'. Brzina ishodista O’ u smjeru negativne osi x, mjerena u sustavu S,
neka je v. (Ista je brzina tocke O u smjeru negativne osi 2/, mjerena u sustavu S’).
Onda transformacija glasi

r = é (—z —ot), (312)
y' =y, (313)
M=z, (314)

t = é (kvz + 1), (315)

pri ¢emu je « kratica i to

a=1v1-kv? (316)

a k je konstanta koja ostaje neodredena.

Izracunamo li iz tih jednadzbi x,y, z, t, izlazi

1
z=— (—2' —ot'), (317)
y=y (318)
z2=2 (319)
- é (kva' + ) (320)

tj. inverzna transformacija ima isti oblik, §to smo ve¢ prije istakli kao nuzno.

Iz principa I, II, ITI, ne moze se odrediti konstanta k. Ako je ta konstanta
jednaka nuli, onda izlazi Galilejeva transformacija

¥ =—z —ut, (321)

y =y, (322)
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2=z, (323)
t'=t, (324)
odnosno
x=—a — ot (325)
y=y, (326)
z=2, (327)
t=t. (328)

ODbi¢no se orijentacija osi ne uzima kao u slici 6 veé se x-osi orijentiraju na istu
stranu. Promijenimo li dakle orijentaciju osi « (slika 7) moramo u jednadzbama
svagdje pisati —x umjesto x. Izlaze tako jednadzbe

1
"= —(z—ot 2
v =L, (329)
v =y (330)
2=z, (331)
, 1
t'=—(—kvr—1t), (332)
a
odnosno
T = 1 (2’ — vt (333)
a )
y=1v, (334)
z=2, (335)
1 / /
t=—(—kva' —t). (336)
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z z

0 o’ x
Slika 7.
Vidi se, da sada inverzna transformacija nema tocno isti oblik, jer u njoj v
ima drugi predznak. To je razumljivo, jer prema (slika 7) O’ u sustavu S odmice

u smjeru pozitivne osi x, dok O u sustavu S’, odmice u smjeru negativne osi z’.
Analogno bi prema slici 7 Galilejeva transformacija glasila.

¥ =x—vt, (337)
v =y, (338)
M =2, (339)
t'=t, (340)
i
=z —ot', (341)
y=1v, (342)
z=2, (343)
t=t. (344)

Vidi se, da nasi principi daju klasicnu Galilejevu transformaciju samo kao
jednu moguénost. Da se odluéi, kolika je konstanta k, valjalo bi izvrsiti neki eksper-
iment. Taj bi mogao biti mehanicki, no mehanicki eksperimenti u okviru danasnjih
mogucnosti nisu dosta to¢ni, da bi se odredila konstanta k, koja je vrlo malena, pa
se iz mehanckih eksperimenata ne vidi, da je razli¢ita od nule.

Mi ¢emo tu konstantu moc¢i odrediti na temelju zahtjeva, da princip rela-
tivnosti vrijedi i za elektromagnetske pojave.

Maxwellove jednadzbe (1) i (4) odnose se na pojave u mediju, koji miruje u
inercijalnom sustavu, koji upotrebljavamo. U nekom drugom inercijalnom sustavu
taj medij opcenito nece mirovati, pa ne mozemo zahtijevati, da u njemu jednadzbe
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vrijede nepromijenjeno. Ta teskoéa otpada u vakuumu, pa ¢emo se ovdje ograniciti
na istrazivanje transformacije elektromagnetskog polja u vakuumu i pretpostaviti
¢emo, da u njemu nema naboja. Princip relativnosti onda zahtijeva, da Maxwellove
jednadzbe za vakuum, tj.

—

- OF

tH =eo— 345
1o SN0} Gk ( )

OH
tF = — 346
ro Ho (346)
div F =0, (347)
div H = 0. (348)

vrijede nepromijenjeno u svakom inercijalnom sustavu. Trazimo jednadzbe, kojima
¢e se velicine F H mjerene u nekom sustavu S, preracunati u veliCine F H !
mjerene u drugom sustavu S’.

Da ta transformacija bude jednoznacno odredena treba povrh principa rela-
tivnosti prihvatiti jos jednu tvrdnju:

IV. Invarijancija principa superpozicije. Transformacijom superpozicije
dvaju polja dobiva se superpozicija transformiranih pojedinih polja.

Jasno je, da je superpozicija dvaju moguéih polja (tj. dvaju polja koja zado-
voljavaju Maxwellove jednadzbe) opet moguée polje, sto je posljedica linearnosti
Maxwellovih jednadzbi. Princip superpozicije dakle sigurno vrijedi u svakom iner-
cijalnom sustavu, jer su Maxwellove jednadzbe svagdje istoga oblika, dakle linearne.
No nije unaprijed jasno, da ¢e se superpozicijom dvaju polja dobiti polje, koje trans-
formirano na drugi sustav daje superpoziciju transformiranih pojedinih polja, koje
je doduse sigurno takoder jedno moguce polje, ali mozda ne isto.

Ipak mozemo uvidjeti da princip IV mozemo prihvatiti. Zamislimo naime,
da je polje 131, H; u nekom dijelu prostora (vakuumu) uzrokovano nekim nabojima
u gibanju, koji se nalaze izvan toga dijela protora, a polje ﬁg, Efg nekim drugim
nabojima i njihovim gibanjem. Ako onda postoje oba sustava naboja najedanput,
dobit ¢emo polje F1 + F2 Fg, H1 + H2 = Hg, sve to mjereno u nekom sustavu
S. Mjerimo li ista polja u sustavu S’, bit ¢ée po istoj argumentaciji F1 + F2 F3,
Hl + H2 H3 gdje su to polja izazvana istim sustavima naboja, samo mJerena u
drugom sustavu. No onda polje F17 H! 1 dobivamo transformacijom od Fl, H 1, jer je
izazvano istim sustavom naboja, samo mjereno u drugom sustavu. Isto tako ﬁQ, ﬁQ
kao polje drugog sustava naboja, a F3, H3 mora biti rezultat transformacije polja

Fg, Hg, jer je izazvano istim kombiniranim sustavom naboja. Time je princip IV
fizikalno opravdan.

Prelazimo sada na razmatranje, koje ¢e nas nuzno dovesti do jednoznacno
odredene transformacije elektromagnetskog polja u vakuumu.
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U prvom redu ¢emo pokazati, da trazene transformacije moraju biti linearne,
§to ¢e biti posljedica principa I'V. Pri tome nam jos treba fizikalno evidentna pret-
postavka, da je transformacija neprekinuta, sto grubo receno znaci, da vrlo malo
razlic¢ita polja transformirana daju opet vrlo malo razli¢ita polja. Ostrije se neprek-
inutost transformacije moze definirati pomoéu pojma limesa. Imamo li niz polja

{ﬁl,ﬁl}, {ﬁg,ﬁg}, yeees {ﬁn,ﬁn} ,-.., onda kazemo, da ta polja teze prema polju
{ﬁ,ﬁ}, ako vrijedi F\, — F i H,, — H, a to opet zna&i |F,, —F| — 01 |H,—H| — 0.
Ekvivalentno je tome F,; — Fy, Fyy — Fy, F, — F,, Hyy, — H,, Hyy — Hy,

H,. — H,, tj. svaka komponenta tezi prema odredenom limesu. Ako transforma-
ciju ozna¢imo slovom 7', tj. pisemo

{ﬁ’,ﬁ’} :T{ﬁ,ﬁ}, (349)
onda se neprekinutost transformacije moze formulirati u obliku

lim T{ﬁnﬁn} - T{ lim {ﬁnﬁn}} (350)

n—oo n—oo

tj. transformirana polja nekog niza polja teze prema onom polju, koje se dobiva
transformacijom limesa prvotnih polja. Ako je dakle

{ﬁ,’l,ﬁ;} :T{ﬁn,ﬁn}, (351)
{ﬁ,ﬁ} = lim_ {ﬁnﬁn} (352)
{ﬁ’,ﬁ’} = lim_ {ﬁ,@,ﬁ;}, (353)

onda vrijedi (349).
Pisemo li princip IV u obliku

TR+ Fod+ iy =7 { A )+ 7 { By i) =
= {1 i} + {5 Hy} = {F+ B 8 + By, (354)
lako je visekratnom primjenom te jednadzbe pokazati, da opcenitije vrijedi

T{ﬁl+ﬁ2+...+ﬁn,ﬁ1+ﬁ2+...+ﬁn}

—

:T{ﬁl,ﬁl}+T{ﬁ2,ﬁ2}+...+T{Fn,ﬁn}. (355)
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Uzmemo li napose

Fi=F=..=F,=F, (356)
H =H,=.H,=H, (357)

to izlazi
T{nﬁ,nﬁ}:nT{ﬁ,ﬁ}:n{ﬁ',ﬁ’}:{nﬁ',nﬁ'}, (358)

gdje je n prirodni broj.

Stavimo li u toj jednadzbi

D T
F=—-F, H=—Hy, (359)
n n
to ona daje dalje
15 15 1 Lo
T{—Fl,—Hl} _ —T{Fl,Hl}. (360)
n 'n n
Dalje neka je
ﬁl = ’ITLF}, ﬁl = mﬁg, (361)

gdje je m prirodni broj, onda uvrstenje u (239) i primjena jednadzbe (358) daje
. . 1 L S
T{TFQ,ﬁHQ} - —T{mFQ,mHQ}: ﬁT{FQ,HZ}. (362)
n n n n
Mozemo dakle reéi, da vrijedi
T{aﬁ,aﬁ}:aT{ﬁ,ﬁ}:{aﬁ’,aﬁ’} (363)

za svaki pozitivni racionalni broj a. Za negativne brojeve ta relacija vrijedi, ako
vrijedi za o = —1, jer onda izlazi dvokratnom primjenom jednadzbe (362). No za
a = —1 relacija zaista vrijedi, ako uzmemo u obzir, da je dakako T {0,0} = {0, 0},
tj. ako u nekom sustavu nema elektromagnetskog polja, onda ga nema ni u kojem
drugom sustavu. Treba samo u (354) staviti Fy = —F i Hy = fﬁl, pa izlazi
odmah (363) za a = —1.

Da relacije (363) protegnemo i na iracionalne brojeve «, dakle time na sve
brojeve «, potrebna je pretpostavka neprekinutosti transformacije. Ako je « neki
iracionalni broj, on se uvijek moze prikazati kao limes niza racionalnih brojeva (npr.
kao niz decimalnih razlomaka, koji se dobivaju, ako se u beskona¢nom decimalnom
razlomku broja « uzima u obzir sve veéi broj decimala). Neka je dakle

lim o, =, tadaje, lim {an {ﬁ,ﬁ}} = lim {anﬁ, anﬁ} =

n—oo n—oo n—oo
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:{aﬁaﬁ}:a{ﬁ,ﬁ}, (364)
gdje su ay, as...ap, ... racionalni brojevi, a « iracionalan broj. Sada je zbog (363)
T {anﬁ, anﬁ} — a,T {ﬁ ﬁ} (n=1,23,...). (365)

Dalje je zbog (350)

lim T{anﬁ, anﬁ} = T{ lim {anﬁ, anﬁ}} =T {aﬁ, aﬁ} , (366)
a u drugu ruku je zbog (365)
lim T {anﬁ, anﬁ} = lim {anT {ﬁﬁ}} —aT {ﬁﬁ} : (367)

Iz (366) i (367) izlazi (363) za iracionalno a.

Kombinacijom jednadzbe (363) i principa IV, tj. jednadzbe (354), dobivamo
lako

T{a {ﬁ17ﬁ1} +ﬁ{ﬁ2,ﬁ2}} = T{aﬁ1 + BFy, aH, +ﬁﬁ2} =

7T {aﬁl,aﬁl} " T{ﬂﬁQ,ﬂﬁQ} —aT {ﬁl,ﬁl} n 5T{ﬁ2,ﬁ2} . (368)

To znaci, da je transformacija linearne kombinacije dvaju polja jednaka linearnoj
kombinaciji transformiranih polja. Ako transformaciju

{ﬁ’, ﬁ’} —T {ﬁ Er} (369)

napiSemo opSirnije, tj. za svaku komponentu, ona opéenito glasi

Fy = fi(Fy, Fy, F., Hy, Hy, H), (370)
Fl = folomnn ), (371)
Fl = f3(ciimnnnnn, ), (372)
H, = faionnnnn, ), (373)
HY = fo(orrrrrrnenn ), (374)

H. = fo(comomnnn. ), (375)
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gdje su fi1, f2, f3, fa, f5, fo neke funkcije istih 6 varijabli F,, F,, F,, H,, H,, H,. Jed-
nadzba (368) onda znaci, da ¢e npr. za funkciju f; vrijedi

fi(aFi, + BFoy, aFyy + BFy, aF 1, + fFo., aH1y + fHa,,
aHly + ﬁHZyaale + ﬁH2Z) = a.fl(—FlwaFlyaFlszlwaHlvalz)

+6f1(F217F2y3F2zaH2I3H2y7H2Z)7 (376)

a analogne jednadzbe vrijede za ostalih 5 funkcija fo do fg. Lako se dokazuje da su
funkcije s takvim svojstvom nuzno linearne. Nag§a transformacija dakle mora imati
op¢i oblik.

F! = a1 Fy + a12Fy + a13F, + a14H, + a15Hy + a16H., (377)
Fz: = a1 Fy + a2 Fy + a23F, + aoaHy + ass Hy + aseH, (378)
F. = as1Fy + asoFy + assF, + asaHy + ass Hy + ase H., (379)
H! =anFy, + aqF, + assF, + anaH, + ass Hy + assH, (380)
Hzl; = as1 Fy + asaFy + assF, + asaHy + ass Hy + aseH., (381)
H, = a1 Fy + a2 Fy + agsFs + agaHy + ags Hy + age H., (382)

gdje ¢e koeficijenti a;x (i, k = 1,...,6) opcenito ovisiti o polozaju koordinatnih sus-
tava i njihovoj relativnoj brzini.

Na temelju linearnosti trazene transformacije elektromagnetskog polja moci
¢emo odrediti konstantu k u transformaciji prostorno—vremenskih koordinata.

Neka su dakle zadana dva inercijalna koordinatna sustava prema sl.6. Trans-
formacija prostorno—vremenskih koordinata x,y, z,t ima onda oblik (312, 313, 314,
315). U svakom od sustava moraju vrijediti Maxwellove jednadzbe za vakuum,
dakle i d’Alembertova jednadzba za svaku komponentu vektora F i H. Pritom
¢emo d’Alembertov operator u sustavu S’ oznaciti sa O’, tj. stavit ¢emo

02 0? 0? 1 07

I __ I
e oy'? * oy? 2 or?

(383)

Vrijedi dakle primjerice

' =0 (384)
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u sustavu S’. Primjenimo li operator O (koji se odnosi na sustav S) na jednadzbu
(377), izlazi

OF, = a110F, + a120F, + a130F, 4+ a140H, + a150H, + a160H.,. (385)
No desno su svi ¢lanovi jednaki nuli, dakle vrijedi ne samo (384), veé i
OF, = 0. (386)
Promatranjem inverzne transformacije dobili sli¢no, da vrijedi
O'F, =0 (387)

i analogno za sve ostale komponente vektora F i H. Mozemo dakle primjeniti bilo
koji od dva d’Alembertova operatora O i O’ na bilo koju od komponenata vektora
F, H, F'i H' i dobiveni izraz staviti jednak nuli.

Dakako, O sadrzava operatore deriviranja po x,y,z,t, a F). je funkcija od
'y, 2 t', pa npr. kod tvorbe izraza OF), treba F'z derivirati kao slozenu funkciju
uzimajudéi u obzir, da su a’,y’, 2/, ¢', funkcije od z,y, z,t prema (312), (313), (314),
(315). Trebat ée nam u tom smislu veza izmedu operatora 0 i O’. Prema pravilima
o deriviranju slozenih funkcija i s obzirom na (317), (318), (319), (320) vrijedi

0 99 yo 0920 oo 10 ko

90 0w or 0w dy 0w oz 0t adr | adt (388)
& dxrd dyo 0z o 9
9 9r 9 o 020 oD 9 (390)

92 970z 070y 0-0: 070t 02

D _oro ovo 020 90 vd 10
ot o' dxr Oty O Iz OOt  adr ot

Dalje dobivamo:

O _(L1o ko' 18 2k 97 kW75 (302)
ox'? adr  adt)] o202 a? 0x0t a2 ot?’
0? 0?
o~ oy 39
2 2
o _9 (394)

82’2 022’
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52 vd 19\ 9 2w P 1P
N - (395)
ot aldr «alt a?0z?2 o220zt a?0t?
Prema tome je
o 82+32+82718271 171)2 82+
9 ay? o 927 2ot a2 c? ) 0x2
0? 0? 1 1\ 02 2o 1 0?
e i R P .
+8y2 + 022 + a? ( Y 02) otz a? ( 02) Oxot (396)
Vrijedi dakle primjerice
1 v?\ 0°H 0°H 0°H
OH,=— (1-= - . .
a? < c2> Ox? + 0y? + 022
1 1\ 8*°H, 2v 1\ 0*H
+a2 < Y 02> ot? a? ( 02) Oxot (897)

Ta jednadzba mora vrijediti za H, bilo kojega moguéeg elektromagnetskog polja.

Odaberimo Hertzov vektor s komponentama
Zy=2,=0, Z, =3cxyt* + xy’ (398)

Taj vektor zadovoljava d’Alembertovu jednadzbu. Trivijalno je, da to ¢ine kompo-
nente Z, i Z,. Dalje je

A 927z 2y 2y
S| E—6 ) 2 = 6ctay. 399
Ox2 T Oy? A Toot2 i (399)

Stoga je zaista i

0z, =0. (400)
Magnetsko polje je dano sa
. 7
H = t— 401
gorot -, (401)
dakle
0 07 0 07, 0
H,=¢o | === — ———L | =eon (6c22yt) = 6pc’at. 402
EO(@yat 828t) any(”y) coee (402)
Prema tome je
0*H, 0*H, 0’H, 0’H, 0’H,
=0 = =0 =0, = 6egc?, (403)

Ox2 oy T 922 7 o2



7 Relativisticka transformacija elektromagnetskog polja. 61

i jednadzba (397) daje

1 y 1
-= (k—c—2) 6eoc :Olhk:c_2’ (404)
¢ime je konstanta k odredena. Vidimo dakle, da zahtjev principa relativnosti za
elektromagnetske pojave, tj. zahtjev invarijantosti Maxwellovih jednadzbi nuzno
dovodi do toga, da k mora biti razlicit od nule, tj. da ne vrijedi Galilejeva transfor-
macija, veé transformacija, koja za sustave prema sl.6. glasi

1
= - (—x — o), (405)
y' =y, (406)
2 =z, (407)
1
== ('Z—f + t) (408)
odnosno
1 / /
x:a(—x —ot'), (409)
y=y, (410)
z=172, (411)
1 (v,
t=— (% +t (412)
a za sustave prema sl.7.
, 1
== (x—ot), (413)
a
v =y, (414)
2=z, (415)

t = é (-5 +1) (416)
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odnosno

1

«

y=1, (418)

z=2, (419)

1 /vx

p= 2 (_ t) 420

=t (420)

Pri tome je « kratica
02

Ova se transformacija naziva Lorentzovom transformacijom.

Mogli bismo sada napisati konkretno, kako glasi transformacija elektromag-
netskog polja i uvjeriti se, da Maxwellove jednadzbe ostavljaju invarijantne. No ne
bismo onda znali, da li je to jedino moguca takva transformacija, tj. da li je ona
nasim upotrijebljenim principima potpuno odredena. Zelimo dakle istraziti, da li
moze postojati vise takvih transformacija. Za to je potrebno nesto dulje razma-
tranje.

Oznacujuéi linearne transformacije, kojima podvrgavamo komponente vektora
F i H slovom T, kojemu ¢emo po potrebi pridati neki indeks, mozemo T shvatiti
kao operator, za koji definiramo ra¢unske operacije.

a) Mnozenje operatora 7' s brojem.

Ako je T neka transformacija
{ﬁ’,ﬁ’} :T{ﬁ,ﬁ}, (422)
onda pod T1 = aT, gdje je « realan broj, razumijevamo u smislu (363)
Tl{ﬁ,ﬁ}:aT{ﬁ,ﬁ}:a{ﬁ’,ﬁ’}:{aﬁ’,aﬁ’}, (423)

b) Zbrajanje dvaju operatora.

Ako su T, Ty transformacije
{7 i} =1 {F @}, (424)

{ﬁz’, *g} — T {ﬁﬁ} (425)



7 Relativisticka transformacija elektromagnetskog polja. 63

onda pod transformacijom T3 = T} + T razumijevamo

T {ﬁﬁ} s {ﬁﬁ} T, {ﬁﬁ} -

= {F, i} + {5, dy} = {F+ B, + H) (426)

¢) Mnozenje dvaju operatora T.

Ako su Ty i Ty transformacije prema (424,425), onda pod transformacijom
T3 = T5Th razumijevamo

T {ﬁ Er} — T, {Tl {ﬁﬁ}} — T {ﬁ{,ﬁ{} : (427)

tj. transformacije treba izvrsiti jednu za drugom i to prema poredaju faktora s desna
na lijevo.

Razumije se, da kod svake transformacija moramo znati, kako se istodobno
transformiraju koordinate z,y, z, t.

Ostaju li Maxwellove jednadzbe za vakuum invarijantne, ako se vektori ﬁ, H
podvrgnu transformaciji 77 ili 757 Ostati ¢e zbog svoje linearnosti invarijantne i pod
transformacijom 77, a isto tako i pod transformacijom 7577, jer ta transformacija
znaci uzastopno izvrSavanje transformacija 77 i 75, koje obje pustaju invarijante
Maxwellove jednadzbe.

Trazit ¢emo sada najprije najopéenitiju transformaciju, koje pusta Maxwellove
jednadzbe invarijantne, ako pri tome ostajemo u istom koordinatnom sustavu, t;j.
ako se x,y, 2z, t kod toga uopée ne mijenjaju. Treba dakle izraze (377, 378, 379, 380,
381, 382) uvrstiti u Maxwellove jednadzbe napisane za crtkane veli¢ine, ostavljajuéi
derivacije po z,y, z,t, jer su crtkane koordinate x’,y’,z’, t' identi¢ne s necrtkanim.
Dobivene relacije onda moraju biti zadovoljene za svako polje, koje zadovoljava
Maxwellove jednadzbe za necrtkane veli¢ine.

Pokusajmo promatrati polje, kod kojega su sve komponente vektora ﬁ H
linearne funkcije od z,y, 2z, t, tj. izrazi oblika ax + ﬂy +yz+ ot. U tom slucaju sve
parcijalne derivacije prvoga reda komponenata od FiH po koordinatama postaju
konstane. Tih konstanata ima 24 (6 komponenata, svaka ima 4 derivacije). Buduéi
da Maxwellove jednadzbe predstavljaju 8 skalarnih jednadzbi, to mozemo ocekivati,
da ¢e 16 komponenata biti po volji odaberivo, a ostalih 8 ¢e onda biti odredeno tako,
da Maxwellove jednadzbe budu zadovoljene. Npr. mozemo za tih 8 konstanata
odabrati sve parcijalne derivacije po vremenu (ima ih 6) koje su po jedna na desnoj
strani prvih 6 skalarnih Maxwellovih jednadzbi (koje odgovaraju prvim dvjema

vektorskim jednadzbama) i recimo, derivacije 5 BF z i aaHZ koje se pojavljuju samo

u posljednjim dvjema skalarnim jednadzbama (dlvF =0idivH = 0), pa se iz
njih mogu odrediti. Sve ostale derivacije mozemo smatrati po volji odaberivim
konstantama.
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. . o . nid
Pocnimo sa x—komponentom jednadzbe rot H' = 50%:

oH! OH,  OF!
oy 0z ot

(428)

Izrazit ¢emo pojedine ¢lanove pomocéu necrtkanih veli¢ina uzevsi u obzir Maxwellove
jednadzbe za necrtkane veli¢ine, tako da konacni izrazi sadrzavaju samo po volji
odaberive derivacije.

ot g T2 Ty TUTym T Ty
n OH, 1 0H, B 0H, i 0H, B OH.,
416 ot 7a1150 dy 0z auso 0z ox

1 <8Hy am) 1 <8Fy an)
+a13€_ - +a1— -

0 \ Oz oy 1o 9z oy
1 (OF, OF, 1 (OF, OF,
— = - — — - —2); 42
+a15M0 ((’)x 9% ) Jrawuo ( oy O >7 (429)
OH' OF, OF, OF, 0H, OH.,
(9yz = 616— + aﬁza—yy + aﬁga—y + ae4 ay + ags 6yy + age By y (430)
oHy, oK, 0K,  OF.  OH,  0H,
8z as1 0z 452 0z 53 0z 54 0z 55 0z
LOH. _OROF, (OF OF) _ 0H,
U567, T T, T, T\ Ty Ty ) T 9oz
0H, OH, 0H,
- — . 1
ass pp + asg ( oz + oy ) (43 )

Po uvrstenju u jednadzbu (428) moraju koeficijenti istih derivacija lijevo i desno biti
jednaki, jer su te derivacije po volji odaberive (pa moZemo, recimo, sve staviti jed-

nake nuli, osim one, ¢iji koeficijent promatramo). Dobivamo tako: iz koeficijenata

aHz.
od oy

a11 = a6, (432)

iz koeficijenta od aaFy :
z

alqg = 7@a52. (433)
€o
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Ostale koeficijente ne racunamo, jer ¢emo doti¢ne rezultate dobiti promatranjem
jednadzbe

OF. OF, oF

Y = 0. 434
Or + oy 0z 0 (434)
Imat ¢emo:
8F9£fa @+a %+a %+a aHera aHy+a OH. (435)
or ' ox 20 130 4 or 170 P
OF! OF, OF. OF, O0H, H, 0H.
6—; = a218—y + a228—yy + azsa—y + as By + azs 8yy + asz oy (436)
8_le—a %+a %+a @Jra 3Hz+a Y +a OH.
0z oz 2792 3792 3792 $702 79,
LR OF, (O O OH,
P 2792 B\ 0z Jy 792
0H, 0H, O0H,
+G35W — a36 ( O + ay ) . (437)

Uvrstenje tih izraza u (434) i usporedivane koeficijenata derivcija po redu: 852 z

oF, 9F, O0H, OH, 0OH, O0F, 9Fy, 0OF, 0H, OH, 0H, 0F, OF, 0H, OH,
Bm. ' Q9x? Ox ? Ox ' Oxr’ Oy’ Oy’ Oy’ Oy’ Oy’ Oy’ 90z 9z 9z ' 0z
daje ove rezultate:

a1 = ass, (438)
1o = 0, (439)
a1z =0, (440)

a14 = asg, (441)
a5 =0, (442)
a1 =0, (443)

a1 = O, (444)
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a2 = ass,
a23 = 07
az4 =0,

azs = aze,
asze = 0,
az; =0,
azz =0,
azq = 0,
ass = 0.

Jednadzba
OH, OH, z/; OH!
+ + =

Or dy 0z 0

vodi na isti rac¢un, samo je prvi indeks svih koeficijenata za 3 vedi.

rezultati:

a41 = Q63,
A42 = Oa
a3 = 0,

Q44 = 466,
ags = 0,
a46 = Oa
as; =0,

(445)

(446)

(447)

(448)

(449)

(450)

(451)

(452)

(453)

(454)
Izlaze stoga
(455)
(456)
(457)
(458)
(459)
(460)

(461)
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as2 = 63,
ass = 0,
asg = 0,

ass = g6,
ase¢ = 0,
ag1 = 0,
agz2 = 0,
ags =0,
ags = 0.

67

(462)
(463)
(464)
(465)
(466)
(467)
(468)
(469)

(470)

Ostale jednadzbe ne promatramo, jer ne daju niSta novo, tako da su dobivene
relacije svi uvjeti, koje invarijancija Maxwellovih jednadzbi namece koeficijentima

aik(i, k= 1, ceey 6)
Stavimo i u smislu jednadzbi (432), (438), (445), (458), (465)
a1l = G2 = a33 = Q4q = A55 = A6 = k1

i u smislu jednadzbi (433), (441

N—
—
N
S
oo
N—
—
N
ot
ot
N—
—
N
(@)
[\)
—

(471)

(472)

to ¢e shema koeficijenata ili, kako se jos kaze, matrica koeficijenata a,; izgledati

ovako:
[k 0 e N 0 0
0 k1 0 0 —ko,/ Z—[‘j 0
0 0 k‘l 0 0 _k2
T =
ko % 0 0 k1 0 0
0 ko Z—D 0 0 k1 0
0 0 ko, /22 0 0 k1
L Mo

Ko

€0

(473)
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pri ¢emu smo tu matricu oznagcili sa T, jer ona stvarno karakterizira transformaciju
T.

Lako je uvidjeti u smislu (423) i (424), (425), (426) da se opéenito matrica za
oT dobiva iz matrice za T', da se svi elementi od 7" mnoze s «, dalje da se iz matrica
Ty i T» dobiva matrica Ty 4+ T» tako da se istoimeni elementi (tj. elementi s istim
indeksima) zbroje. Stoga mozemo transformaciju (293) prikazati u obliku

T = kil + ko Ty, (474)

gdje je I tzv. identi¢na transformacija s “jedinicnom” matricom I:

10 00 0O
01 00 00O
001 00O
I= 000100 (475)
0 000T1FPO
0 000 01

koja ostavlja polje nepromijenjeno, jer daje F. = F,, ij = Fy, itd., dok je Ty
matrica

0 0 0
0 0 0
0 0 0 -/
T, = \/,0 . 0 (476)
0
0 s 0
Ho
0 0 ,/Z—‘é 0

koja daje transformaciju

o

=
o o o O
o

Fl=— ‘;—EHQE (477)
Fl=— ‘;—gHy (478)
Fl =— Z—SH (479)
H = [2F, (480)
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€0
H) =, /|—F,, 481
Yy Lo Yy ( )
H =, |2F, (482)
Ho

Fr=— ", (483)

i = XF (484)
€0

Tako dobiveno polje nazivat ¢emo “dualno polje” i transformaciju T; dualnom
transformacijom (odatle indeks d).

ili kra¢e napisano,

Lako je provjeriti, da ta transformacija zaista ostavlja Maxwellove jednadzbe
invarijantne. To trivijalno vrijedi i za (475), pa stoga i za (474), ¢ime je potvrdena
naSa tvrdnja, da preostale jednadzbe, koje nismo racunali, ne daju daljih uvjeta
za koefiocijente a;;. Transformacija (474) je dakle najopcenitija linearna trans-
formacija, koja ostavlja Maxwellove jednadzbe invarijantne, ako ostajemo u istom
koordinatnom sustavu.

Treba sada nesto reéi o prijelazu od desnog sustava na lijevi.

Vektorski produkt je definiran sa

7Tk
aixb=|a; ay a. | (485)
by by b,
Naginimo li transformaciju
= —ux, (486)
y' =y, (487)
2=z, (488)

onda to znaci, da smo osi  obrnuli smjer, a ostale osi ostavili netaknute. Iz desnog
sustava je time postao lijevi. Za jedini¢ne vektore onda vrijedi

—

; (489)

-
1T = —1

i =7 (490)
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K =k, (491)

a komponente vektora @ su u novom sustavu

al, = —ay,, (492)
ay, = ay, (493)
a, =a, (494)

i analogno za vektor b. Vrijedi dakle

- -

4

-,

4

i ]k - 7K [
ar ay a, |=| —a, ay a, |=—|a, a, a, |. (495)
by b, b, A A

Definiramo 1i dakle vektorski produkt u lijevom sustavu analognom determinantom
(485), onda to znaéi, da kod prijelaza na lijevi sustav taj produkt mijenja predznak.
Zaista autori, koji upotrebljavaju lijeve koordinatne sustave (narocito Francuzi)
definiraju vektorski produkt s obrnutim smjerom. Kazemo, da je vektorski produkt
“aksijalni” vektor, dok se obi¢ni vektori zovu “polarni” vektori.

Analogni vrijedi za rotd = V x d@. I on ima kod autora, koji se sluze lijevim
sustavima, obrnuti smjer.

Posljedica je toga, da se u prve dvije Maxwellove jednadzbe moraju na jednoj
strani promijeniti predznaci, kada se one odnose na lijevi koordinatni sustav.

No zapravo to fizikalno nije sasvim opravdano. Moglo bi se naime postiéi, da te
Jednadzbe ostanu iste, ako se u lijevom sustavu ili Fili H ra¢una u obrnutom smjeru.
Za F je to fizikalno neprihvatljivo, jer je F definirano kao sila na jedinicu naboja i
ta sila ima sasvim odreden smjer, koji se ne moze promjeniti prijelazom na drugi
sustav. Naprotiv, smjer vektora H je stvar konvencije. Mogli bismo magnetskom
polju obrnuti smjer, tj. svim magnetima pripisati obrnuti polaritet, ako istodobno
sva pravila “desne ruke” pretvorimo u pravila “lijeve ruke” i obrnuto. Opet bi se sve
slagalo s fizikalnim opazanjima. To se moze jos nesto bolje shvatiti, ako se odvazimo
na jednu matematicku spekulaciju. Uzmimo da se moze neki fizikalni laboratorij
u cetverodimenzionalnom prostoru, u kojem neka se nalazi nas trodimenzionalni
prostor, preklopiti, tj. zakrenuti za 180° oko jedne svoje vertikalne ravnine, slicno
kao $to se dio ravnine moze u prostoru preklopiti oko jednog pravca te ravnine.
Poslije preklapanja laboratorij bi se vratio u nas prostor i izgledao bi kao da je
zrcaljen na toj ravnini. Fizicar u laboratoriju bi tvrdio, da mu je desna ruka ono,
§to se nama ¢ini da je lijeva itd. Ako mu je na stolu bila uspravna uzvojnica, kroz
koju je tekla struja u pozitivnom smislu, dakle magnetsko polje bilo upravljeno
prema gore, sada je zrcaljena, pa struja te¢e u negativnhom smislu i mi ¢emo redi,
da je magnetsko polje upravljeno prema dolje. Fizicar laboratorija ¢e re¢i naprotiv,
da to polje jos uvijek prema gore, jer za njega se subjektivno nije nista promijenilo.
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On ¢e dakako tvrditi da struja tece jos u pozitivnom smislu i primjenjujuéi, recimo
pravilo desne ruke, on ¢e se sluziti lijevom rukom tvrdeéi, da mu je to desna. Mozda
je iz ove spekulacije nesto jasnije, da je smjer magnetskog polja zaista konvencija.

Za nase svrhe je pozeljno, da Maxwellove jednadzbe budu invarijatne kod
prijelaza na bilo koje inercijalne sustave, pa ¢emo stoga biti konsekventni i obrnut
¢emo kod prijelaza na lijevi sustav magnetskom polju smjer. Doti¢na transformacija,
koja se vrsi, ako se koordinate transformiraju prema (486), (487), (488), glasit ¢e
dakle

F'=F, (496)

—

H =-H (497)

ili opSirnije, s obzirom na (492), (493), (494),

Fl = —F,, (498)
F| =F, (499)
F.=F,, (500)
H. =H,, (501)
H = —H, (502)
H =—H.. (503)

Ako tu transformaciju “zrcaljenje” oznac¢imo sa T, (indeks r podsjeéa na rijec
refleksija, a indeks x oznacuje, da je zrcaljeno u smjeru osi z, tj. prema ravnini yz),
onda je matrica dana sa

(504)

o O OO
OO o oo

-1
0 -1

OO O OO
OO O OO
S oo+ OO
SO = O OO

Promatramo li zrcaljenje s obzirom na ma koju ravninu kroz ishodiste, opet e
vrijediti (496), (497), ali ée se koordinate drukéije transformirati i matrica (504) ée
biti drukéija. Opéenito ¢emo takvu matricu zvati 7;., dok ¢e npr. T}, biti zrcaljenje
na xz-ravnini.
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Treba sad jos spomenuti neka racunska pravila za transformacije odnosno
matrice.

Ne vrijedi opcenito zakon komutacije kod mnozenja, tj. ToT7 i T1T> nije
uvijek isto, za Sto se lako mogu navesti primjeri.

Vrijedi zakon asocijacije za mnozenje
(T5Ts) Th = T3 (TxTY) (505)

§to izlazi lako iz samog smisla mnozenja kao uzastopnog izvrsavanja doti¢nih trans-
formacija. Isti zakon vrijedi dakako i za zbrajanje, Sto je gotovo trivijalno.

Vrijedi zakon distribucije

T3 (Tl + T2) =T3T1 4+ TsT5 (506)

(T1 +T5)T5 =T T3+ ToT5. (507)

(Buduéi da ne vrijedi zakon komutacije, treba oba ta zakona distribucije posebno
formulirati).

Prvi zakon izlazi ovako: Neka je

{ﬁl,ﬁl} -7 {ﬁﬁ} (508)
{ﬁQ,ﬁQ} - T {ﬁﬁ} (509)
Onda je
(Ty +T) {ﬁﬁ} _ {ﬁﬁ} Ty {ﬁﬁ} _
AF )+ (Rt} < (B B+ ). (510)
i dalje
T3 {(T1 +15) {ﬁ,ﬁ}} =13 {ﬁ1 + Fy, H, +ﬁ2} =
=Ty {ﬁl, ﬁl} Ty {1%, ﬁz} —T3Ty {ﬁﬁ} +TyT {13 ﬁ} (511)

¢ime je (506) dokazano.

Ako je dalje

T {ﬁﬁ} - {ﬁg,ﬁg} (512)
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onda je

(T + o) To { FLH } = (Ty+ Ta) { s, Ha | =

T {ﬁg,ﬁg} + T, {ﬁg,ﬁg} — T\ Ty {ﬁﬁ} + TyTy {ﬁﬁ} , (513)

¢ime je dokazano.

Pod inverznom matricom 7! neke matrice T’ mislimo matricu inverzne trans-
formacije, pa o¢ito vrijedi

T'T=TT"'=1, (514)

tj. poslije izvrSene neke transformacije i njoj inverzne dobivamo opet staro polje.

Zabiljezimo jos, da je za zrcaljenje
T,.T,. =T? =1, (515)

jer, ako dvaput zrcalimo na istoj ravnini, opet smo na prvotnim koordinatama i na
prvotnom polju. Dalje tvrdimo, da vrijedi

T? = I (516)

Zaista, ako uzastopno primjenimo (483) i (484), onda izlazi

Fr— _ /@ﬁ/:_ o /E_Oﬁ:_ﬁ? (517)
€0 €o V Mo

A=\ 2ee (- ) - h (518)
o Ho €o

Polje je dakle pomnozeno sa —1, a to odgovara transformaciji —1.

Promatrajmo dalje transformaciju 1;.-T;7T;-. Kod T se koordinatni ustav zrcali,
kod Ty se ne mijenja, kod T;. se ponovo zrcali, dakle cijela transformacija ostavlja
koordinate netaknute. Dalje u smislu (496), (497)

{ﬁ’,ﬁ’} —T, {ﬁﬁ} (519)
znaci
F'=F, H =H. (520)
U smislu (483), (484)

{ﬁ”,ﬁ”} =T, {ﬁ’,ﬁ’} (521)
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znaci
Fr=— [Bq, g = [2F (522)
€o Mo
i dalje
{F‘///?ﬁ///} =T, {F‘/aﬁ//} (523)
znaci
ﬁ/// _ F“//7 ﬁ/// _ _ﬁ//. (524)

Uvrstavanjem izlazi

{F‘w’///,ﬁ///} =T, {F’//,ﬁ//} =TTy, {F’/’ 1;‘1'/} _

— T, T,T, {ﬁ, ﬁ} : (525)
tj.
Fr=pr=_ |[Bf — [Rq (526)
€0 €0
s Y ET) Y (527)
Ho Ho
a to znaci

T.T4T, = Ty (528)
Pomnozimo li s lijeva sa T, izlazi
T.T.74T,. = IT;,T, =T,T, = —T,1y, (529)

tj. T4 1T, su “antikomutativne” matrice. Vidi se ovdje, da zaista zakon komutacije
ne vrijedi opéenito.

Razmotrimo sada neka svojstva, koja ¢emo morati o¢ekivati od transformacije,
koja daje prijelaz od nekog sustava S na sustav S’, ako ti sustavi imaju relativnu
brzinu v i ako su odabrani prema slici 6. Pretpostavljamo, da ¢e biti T' neprekinuta
funkcija od v, tj. koeficijenti transformacije su neprekinute funkcije od v. U tom
smislu pisemo T'(v), tj. T je funkcija od v. Dalje ¢ée za v = 0 prema sl.6. ta
transformacija biti zrcaljenje na ravnini yz (jer se ishodista poklapaju za t = 0 i
zbog v = 0 za sva vremena), tj. vrijedi

T(0) = Trg. (530)



7 Relativisticka transformacija elektromagnetskog polja. 75

Sustavi S 1 S’ su ravnopravni i S’ promatran sa stajaliSta sustava S izgleda
isto tako, kao S sa stajalista sustava S’: ishodiste tudeg sustava odmice brzinom
v u smjeru vlastite negativne osi x koje su na istom pravcu i protusmjerne, osi y
i osi z su istosmjerno paralelne. Transformacija polja (kao i koordinata x,y, z,t)
mora dakle biti ista od S na S’ i obrnuto, tj. T je identi¢na sa svojom inverznom
transformacijom:

T=T"". (531)
Pomnozimo li s T', izlazi

T? =1 (532)

Obrnimo sada smjer osi y’ u sustavu S’. Dobiveni sustav S” takoder je ravno-
pravan sa S i opet vrijedi, da svaki od ta dva sustava, s drugog gledan, izgleda
jednako: tude ishodiste odmice brzinom v u smjeru vlastite negativne osi . Osi x
su na istom pravcu i suprotno orijentirane, osi y su protusmjerno paralelne, a osi z
su istosmjerno paralelne. Transformacija od S u S” mora dakle biti identi¢na svo-
joj inverznoj, a tome je ekvivalentno, njezin kvadrat mora biti identi¢na (jedini¢na)
transformacija I. No transformacija iz S u S” je T;., T, jer treba najprije od S
pomocéu T prijeéi na S’ i zatim zrcaliti na x’z’-ravnini, tj. primjeniti transformaciju

T,y. Vrijedi dakle
(T, T)* = Ty TT,,T = I. (533)
Pomnozimo li to s desna sa T', dobivamo zbog (532)
T,,TT,, =T. (534)

Pitamo sada, da li mogu postojati razlic¢ite transformacije T3 i T elektromagnetskog
polja od S na S’, od kojih bi svaka bila neprekinuta funkcija od v i imala svojstva
(530), (532) i (534).

Transformirajmo od S na S’ pomoéu T; i natrag od S’ na S pomocu Ty *,
§to je isto sto Th (u smislu (531). Time smo izvrsili transformaciju To7T; i vratili
se na stari sustav S, dakle stare koordinate. Stoga 7577 znaci transformaciju s
nepromijenjenim koordinatama i mora imati oblik ki1 + koTy, tj.

0Ty = kI + kT4 (535)
Mnozenje s lijeva sa Ty daje zbog (532)
TiTy =Ty =Ty (ki1 + koTy) = ky T + ko T Ty (536)
Dalje zbog (534) vrijedi

Tl = TryTlTry = Try (leQ + kQTQTd) Try =

leryTQTry + k2TryT2TdTry = leQ + k2TryT2 (*Trde) =
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= k1To — ko Ty ToT,y Ty = k1To — k2T Ty (537)

Usporedbom sa (536) daje k2 = 0, dakle

T, = kT, (538)

Zbog
T? =1 =kT§ =kI (539)

Izlazi
k2 =1, dakle ky = +1. (540)

No T1 i T su neprekinute funkcije od v, pa stoga k1 mora ili uvijek biti +1 ili uvijek
—1. No za v =0 je T1(0) = T2(0) = T}, dakle je

ki =411Ty =Ty, (541)

tj. te dvije transformacije su identicne.

Ako dakle uopée postoji trazena transformacija elektromagnetskog polja, onda
je jednoznacno odredena. Kod toga dokaza se uopée nismo sluzili Lorentzovom
transformacijom, tj. jednoznaéna odredenost je osigurana, a da ne znamo, kako se
transformiraju koordinate z,y, z, t.

Vidjeli smo, da je za postojanje trazene transformacije elektromagnetskog
polja nuzno, da transformacija koordinata bude bas Lorentzova, tj. da u opcenitijoj
transformaciji (312), (313), (314), (315) konstanta k bude jednaka .

Treba samo jo§ nadi trazenu transformaciju. Mi ¢emo je napisati i provjer-
iti, da zaista ostavlja invarijantne Maxwellove jednadzbe. Time je dakako njena
egzistencija dokazana.

Ta transformacija glasi:

Fé = —F,, (542)
, 1
F, = o (Fy +vuoHy), (543)
, 1
F,=—(F, —vuH,), (544)
a
H = H,, (545)
1

Hzl; == (—Hy +veoFy), (546)
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H. = —(—H, —veoFy), (547)

1
«Q

Okrenemo li u sustavu S’ smjer osi 2/, tako da oba sustava imaju sve tri osi istosm-
jerne, transformacija dobiva oblik

F. = F,, (548)
=L (5, —opor.) (549)
v gV Hodly ),
1
F = - (F. +vuoHy), (550)
H' = H,, (551)
H =L (H, +veoF) (552)
y = o y 0L'z)
1
H; = o (H, —veoFy), (553)

Inverzna transformacija (542), (543), (544), (545), (546), (547) izgleda to¢no isto
tako, samo su izmjenjene crtkane velicine s necrtkanim. U inverznoj transformaciji

(548), (549), (550), (551), (552), (553) jos ¢e se promijeniti i predznak od v.

Napisemo li Maxwellove jednadzbe za sustav S’ i uvrstimo za operatore de-
riviranja izraze (388), (389), (390), (391) sa k = % , a za komponente polja izraze
(542), (543), (544), (545), (546), (547), vidjet ¢emo, da su te jednadzbe zadovoljene,
ako pretpostavimo, da su zadovoljene Maxwellove jednadzbe za sustav S. Obrnuti
zakljucak se dobiva analogno pomoé¢u inverzne transformacije. Ispustamo taj lagani

racun, koji nam pokazuje, da smo zaista nagli ispravne transformacije.

Zelimo i ukloniti iz transformacije faktore g¢ i j19, mozemo transformaciju
napisati ili za F' i B ili za D i H. Napisat ¢emo je odmah u vektorskom obliku za
FiB:

Hl_l 5 B L= E . o

F'=—|F-(1-a) (w) S +x B, (554)

Bl B'f(lfa)<ﬁ§>z+i6xﬁ (555)
o« v2 2 ’

Uocimo li, da je za sustav .S o = fv, jer v ima smjer osi x, lako se rastavljanjem u
komponente mozemo uvjeriti, da se te jednadzbe slazu sa (548), (549), (550), (551),
(552), (553).
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Za vektore D i H glasila bi transformacija u vektorskom obliku

D_"l[D_'(la)O)D)

1. -
- + 57 H] , (556)

U2

. - N T L =
H’E{H(la)<vH)v—2+vxD} (557)

Vektorski oblik nas je uc¢inio nezavisnim od izbora koordinatnih sustava u oba
sustava referencije. (Formule vrijede uz nase konvencije o smjeru vektorskog pro-
dukta, koja je prilagodena desnim sustavima i konvencinalnom smjeru magnetskog
polja).

Bit ¢e korisno, da zabﬂpznno i Lorentzovu transformaciju u vektorskom ob-
liku, sluzeéi se radijvektorom 7 = iz + jy + k2

PR 1 LU
= 1 — — =t 958
7 =7+ (a (U7) 3 b (558)
1 1,

Tu mogu koordinatni sustavi biti bilo kako orijentirani, ali je ipak pretpostavljeno,
da se ishodista u jednom trenutku pokrivaju i da je sada na tom mjestu u oba
sustava t =t = 0.

Konaé¢no dajemo vektorsku transformaciju operatora deriviranja sluzeci se op-
—79 4 7o Lo
eratorom V = i5- + Jay T ks

1 o 17 8
0 1 0

Ovdje su sustavi opet sasvim po volji.

Za slucaj, da su koordinatni sustavi onako specijalno odabrani, kako smo to
mi ucinili, te formule rastavljanjem u komponente prelaze u prije navedene relacije.

Za ilustraciju znacenja jednadzbi (554), (555) razmotrit ¢emo dva primjera.

Pretpostavimo, da imamo vertikalno homogeno magnetsko polje takvo, da
indukcija B iznosi 1 tesla (10000 gausa), sto je veé gornja granica za polje u zraénom
rasporu generatora. U tom polju neka se mice horizontalna Zica okomito a svoj
smjer protezanja i okomito na polje brzinom od 157 m/s (to odgovara obodnoj
brzini turborotora od 1m promjera kod 3000 okretaja u minuti). U koordinatnom
sustavu S, u kojemu se nalazimo, nema elektri¢nog polja, dakle je F = 0. U sustavu
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S’, u kojemu zica miruje, dobivamo prema (562) polje F’ u iznosu od F' = LuB,
(jer je #LB). Za odabranu brzinu je v vrlo priblizno jednako 1, dakle izlazi 157
V/m kao inducirani napon u zici. Na temelju toga se grade generatori.

Neka je sada dano vertikalno homogeno elektri¢no polje od 10° V/m (to je
otprilike polovica vrijednosti, kod koje u zraku nastaje proboj). U njemu neka
se pomice neka horizontalna Sipka okomito na svoj vlastiti smjer i okomito na
polje brzinom od 150 m/s. Magnetskog polja nema. Ako Sipka ima permeabil-
nost vakuuma (a na vakuum se odnose formule) izlazi prema (555)(uz o = 1)
B = C%UF = ﬁ -150-10% = %10’8 tesla. Ako je Sipka od zeljeza sa p = 1500, u
njoj ¢e biti 1500 puta veca indukcija (jer se tangencijalna komponenta od H mijenja
neprekinuto kod prijelaza iz okoline u §ipku), pa é¢e indukcija biti 250 - 1078 tesla ili
250 - 10~* = 0.025 gausa. Na temelju toga se ne gradi nista.

Vidi se, da se jednadzbe (554), (555) za male brzine pojednostavljuju na

F'=F+V x B, (562)

B =B, (563)

kako je to dobro poznato. Jednadzba (562) nam pokazuje, da se u Zzici inducira
napon, ako ona “sijece silnice magnetskog polja”. Na temelju toga se moze integralni
oblik druge Maxwellove jednadzbe, dakle zakon indukcije, protegnuti i na zatvorene
krivulje, koje su pomi¢ne. Potanje u to ovdje ne ulazimo.

Vidimo, da je zakon induciranja napona u zici, koja se pomice u magnetskom
polju, nuzna posljedica principa relativnosti, tj. zahtjeva invarijancije Maxwellovih
jednadzbi.

Pokusat ¢emo jos izvesti izraz za silu, kojom elektromagnetsko polje djeluje
na naboj u gibanju. Neka se u sustavu S naboj @ giba brzinom v. Onda on miruje
u sustavu S’, koji ima tu brzinu prema S, pa je sila P’ u sustavu S’ dana sa

P =QF. (564)

Trazimo li formulu za silu, kojom elektromagnetsko polje u sustavu S djeluje
na taj isti naboj, moramo znati, kako se u tom sustavu prosuduje ta sila, kako
naboj, a kako polje. Za polje smo to pitanje ve¢ rijesili. Da ga rijesimo za naboj,
posezemo najprije za jednadzbama Lorentzove teorije elektrona. One glase sli¢no
kao Maxwellove jednadzbe za vakuum, samo je u prvoj jednadzbi dodan ¢lan pv,
koji odgovara struji u vodi¢ima:

- OF
rot H = 05y + pv, (565)

a treca jednadzba glasi kao Maxwellova, kada ima naboja:

divF =2 (566)
€0
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Ostale dvije jednadzbe su nepromijenjene. Zamislimo, da se naboji gibaju brzinom
¥ i odaberemo sustave S i S’ prema slici 7 (tj. ¥ ima smjer osi x, sve tri osi su u
ta dva sustava istosmjerno paralelne, ishodiste O’ odmice brzinom ¢ po osi z). U
sustavu S’ je onda brzina naboja @' = 0, pa doti¢ne jednadzbe glase

. OF'
rotH' = €05 (567)
— p/
div ' = —.
€o

Jednadzbe (388), (389), (390), (391), u kojima treba promijeniti predznak
od -2, jer su sustavi sada odabrani prema slici 7, a ne prema slici 6 kao tamo i
jednadzbe (548), (549), (550), daju
/ OF, OF, OF, _ 10F, v OFy

P -7
P aivE = —— il
€0 v o' Oy 0y «a Ox + ac? Ot

a Oy ot oy a 0z + otz

10F, v 8HZ+13FZ v OH,

8Fm+%+8FZ v BHZ_GHy +L%
dy Jy 0z Jy 0z ac? Ot

1. = v — v (9F$
No zbog (565) vrijedi
o OF,
tH) ===t 569
(ro =0 v, (569)
dakle,
/ €0 .. 7 an an
= OqivEF — g2 I 9z
pl = —divF —co—pogo =5 — S0 popv + 80—
5 v
=228 e v = 2 (1 - eopov?)
[0S
2 2
p v e
=2 (1- =) =p— = pa. 570
(1-t) =r% e (570)

Nasli smo dakle transformaciju gustoée naboja. Treba sada jos uzeti u racun tzv.
Lorentzovu kontrakciju. Naime, sve dimenzije u smjeru osi 2’ tjelesa, koja miruju u
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S’ prikazuju se u S skraéene, dok dimenzije u smjeru osi y i z ostaju nepromijenjene.
Ovo potonje je evidentno iz (414), (415). Uzmimo sada duzinu u smjeru osi ', kojoj
krajnje tocke imaju apscise x} i x5, tako da je duljina

I'=af —af. (571)

U sustavu S u nekom trenutku ¢y (dakle istodobno u S) konstatiramo apscise x i
o tih toc¢aka i dobivamo duljinu [ te duzine mjerene u S:

= To — Iq. (572)
Iz (413) izlazi odmah
, 1
x] = — (z1 — vto), (573)
o
, 1
xy = — (xg — vitp), (574)
e
dakle,
/ / 1
Ty =T =~ (x2 —21), (575)
ili
l=al (576)

Za neki element volumena dV onda vrijedi
dV = adV’, (577)

jer su se dimenzije skratile samo u jednom smjeru. Naboj u takvom elementu
volumena je

dQ = pdV (578)
odnosno
dQ' = p'dV’, (579)
pa iz (570) i (577) odmah izlazi
dQ = dq’, (580)

tj. naboj je invarijanta Lorentzove transformacije. Zaista je naboj u gibanju
isti kao u mirovanju, inace bi se poremetila neutralnost atoma, u kojemu jezgra
miruje, a elektroni se brzo gibaju.

Trazimo konac¢nu transformaciju sile, pa za to provodimo jedno razmatranje
u okviru relativisticke mehanike.
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Osnovni zakon gibanja je tzv. II. Newtonov zakon ili aksiom, koji kaze, da je
sila jednaka derivaciji impulsa (ili veli¢ine gibanja):

P % (mv). (581)
Izvorna je Newtonova formulacija, da je promjena veli¢ine gibanja (mutatio motus)
razmjerna sa silom i da ima smjer te sile. U klasi¢noj mehanici je masa konstatna,
pa se moze izluciti ispred znaka deriviranja i stoga se onda kaze, da je sila jednaka
masi puta ubrzanje. No katkad je masa promjenljiva, npr. kod rakete, gdje se masa
stalno smanjuje zbog izbacivanja plinova, koji svojom reakcijom tjeraju raketu.
Tada vrijedi upravo jednadzba (581). Polazimo stoga i u teoriji relativnosti od te
Newtonove formulacije ostavljajuéi otvoreno, da li je masa nekog tijela konstantna
ili nije.

Promatrat ¢emo elasti¢ni sudar dviju cestica, koje se gibaju obje duz osi x.
Kuglica A neka ima brzinu 4wvq, tj. giba se u smjeru pozitivne osi z sustava S, a
kuglica B joj dolazi ususret brzinom —wv; (slika 8). Nastaje sudar, koji traje izvjesno
vrijeme, jer se kuglice, kada stupe u dodir, deformiraju, dok se ne umire i zatim
opet razidu poprimivsi stari oblik. Tocka dodira ostaje na miru, jer su brzine iste
i protivnog smjera, a kuglice jednake. Poslije sudara kuglica A ima brzinu —v;, a
kuglica B brzinu +uv;.

A a
7 5

Y
A/

A

a T

T 5

Slika 8.

Promatrat ¢emo tu pojavu u sustavu S’. U njemu dakle prije sudara miruje
kuglica B, dok kuglica A ima neku brzinu 4+v, koju ¢emo racunati. Poslije sudara u
njemu miruje kuglica A, a kuglica B je dobila brzinu +v. Rac¢unajmo dakle najprije
tu brzinu v. Za kuglicu A prije sudara vrijedi

dx
—E =V, (582)
d /

T (583)

dt
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U jednadzbama (413), (414), (415), (416) treba v zamijeniti sa —vy, jer je to sada
brzina sustava S’ prema S. Onda iz njih izlazi

1
dr' = = (dz + v dt), (584)
«
’ 1 U1
dt' = = (Sdo+dt) (585)
a \C
dakle
de! L (dx+vidt de 4 2
=@ _pllorad) Grn _ n (556)
dt' L (Hde+dt)  BE+1 149

(To je specijalan sluc¢aj Einsteinova teorema zbrajanja brzina). Rjesavanjem po vy

izlazi s obzirom na v > v
2 2
c v
=—[1—-4/1—=]. 587
=y ( c? ) (587)

Promatrajmo sada rad, koji obavlja za vrijeme sudara u sustavu S’ sila P’, kojom
kuglica A djeluje na kuglicu B. Taj je rad jednak kinetickoj energiji Ey, koju kuglica
B dobiva u sustavu S’, jer ona od brzine nula dovodi na brzinu v. Tocka dodira se
pomice brzinom vy u sustavu S’ jer u sustavu S miruje. Vrijedi dakle, da je

d(mv’) d(muv”)
Ek = /P/dS/ :/P/’Uldt/ :/’Ulet/ :Ul/Tdt/ =

:vl(mv—m-O):vlmv:mc2<1— 1——). (588)

Time je kineticka energije E}, izrazena kao funkcija brzoine v, pri ¢emu ostavljamo
otvoreno moguénost, da je i masa m funkcija te brzine v. Maloj promjeni dv brzine
odgovara onda promjena dEj kineticke energije, pa dobivamo diferenciranjem

2 1
dE), = dm - ¢ (1 —4/1— ”-) +mE—— L. (589)

62 v2 02
ez

No u drugu ruku iz (581) mozemo zakljuciti, da je promjena dEj kineticke
energije pod utjecajem neke sile P jednaka radu Pds te sile, dakle

d
dE), = Pds = Pvdt = v
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= v (vdm + mdv) = vidm + mvdv. (590)

Izjednacenjem izraza (589) i (590) dobivamo diferencijalnu jednadzbu izmedu m i
v, koja poslije sredivanja dobiva oblik

dm vdv

AT (591)
Integracijom izlazi
1nm:—lln (1—f)+1n0 (592)
2 c?
ili
m=— (593)
ez

Oznadi li se “masa mirovanja” sa my, izlazi za v = 0, mg = C, pa dobivamo izraz
za ovisnost mase o brzini

m= —— = —, (594)

koji je eksperimentalno vrlo dobro provjeren, napose na brzim katodnim zrakama.
Za kineticku energiju Ej, izlazi prema (588)

Ej = (m —mg) % (595)

Prirast mase puta c? daje dakle kineti¢ku energiju, §to je u smislu opée ekvivalencije

energije i mase po poznatoj formuli E = mc?.

Mozemo sada odrediti, kako se transformira sila, koja ima smjer brzine hvatista.

Za silu u smjeru osi x na Cesticu, koja ima brzinu v u tom smjeru, vrijedi

1
Pe L)y —mpl 0 dv (596)

mo—— —.
dt dt | w2 (1_2_2)3&

Promatrajmo gibanje iste ¢estice u sustavu S’ koji ima (konstantnu) brzinu
vp u smjeru osi x prema S. Tome neka odgovara kratica

2
ap = \/1— B, (597)
c
Lorentzova transformacija glasi
1
¥ = — (z —wvot), (598)
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y =y (599)
2=z (600)
=2 (-5 +1) (601)
T w c?
Brzina v Cestice u S je ‘fl—f, a brzina v’ u S’ je ‘flf,/. Vrijedi
dt’ 1 vy dx
= —==31 602
dt o < 2a " ) ’ (602)
, dx’ dt dd ap 1 [dx
=== — = — | — — —
at’ —dt' dt  1—%%ag \dt "
dzx
P Vo vV — 1
= = . 603
ET o

(To je teorem adicije brzina). Dalje je

d?z d _dtdv g d v—uwp

G @ ardl - Gudll- W

- (1= )’
(B E .
TThm (w) o

U sustavu S’ dakako vrijedi formula, koja je analogna formuli (596), tj.

mo dv’
3dt
Ji-=)
dv’

Uvrstimo li za v i 97 izraze (603) i (604), vidimo poslije jednostavnoga racuna,

da izlazi izraz (596), tj. vrijedi

P = (605)

P =P (606)
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. /i . v . Jini cesti
Ako je napose brzina vg sustava S’ u nekom trenutku jednaka brzini ¢estice v,

pa ¢estica u taj tren miruje u S’, onda mozemo reéi: Ako sila ima smjer brzine

hvatista , ona se jednako prosuduje kao u sustavu mirovanja hvatista.

Neka je sada sila F kosa prema brzini hvatista. Rastavit ¢emo je u longitudi-
nalnu komponentu P, i transverzalnu komponentu, koja, recimo, ima smjer osi y,
pa je oznacujemo sa P,. Za P, ve¢ znamo, da je ista kao u sustavu mirovanja S’
hvatista. Da nademo transformaciju transverzalne komponente P,, dakle sile, koja
djeluje u smjeru osi y, promatrajmo Suplji pravokutni paralelepiped, koji sadrzava
plin pod tlakom p’. Bridovi u smjerovima osi z’, 3/, 2/, neka su a, b, ¢, mjereno u
sustavu S’ u kojima neka paralelepiped miruje. Sila na stijenu okomitu na osi x’ ée
biti P, = b'¢’p’. Sila na tu stijenu u sustavu S bit ¢e P, = P, azbogb=bic=¢
izlazi

p=7r, (607)

tj. tlak je invarijanta Lorentzove transformacije.

Promatrajmo sada silu P, na stijenu okomitu na osi y. Tlak je dakako zbog
uvjeta ravnoteze u plinu isti na sve stijene. Vrijedi P, = acp i P, = a/c’p’. Dalje je
c =, ali zbog Lorentzove kontrakcije

/ (608)

a=aa
tako da je
P, = aP;, (609)

tj. transverzalna sila je u sustavu S manja nego u sustavu mirovanja S’ hvatista.
Sada imamo sve podatke, da nademo izraz za silu na naboj koji se giba u elektro-
magnetskom polju.

Neka je dakle naboj ' na miru u sustavu S’, tj. on se u sustavu S giba rzinom
v u smjeru osi z. U sustavu S’ vrijedi

P =Q'F, (610)
dakle

P, =Q'F,, (611)

P, =Q'F,, (612)

P =Q'F.. (613)

Prema tome je u smislu (606), (609) i (580)



7 Relativisticka transformacija elektromagnetskog polja. 87

P, = aQF}, (615)

P. = aQF.. (616)

Uvrstimo sada izraze (614), (615), (616):

P, = QF,, (617)
Py =Q(Fy —vuoH:), (618)
P, = Q(F, +vpoHy). (619)

Time je naden trazeni izraz za silu, koji se u vektorskom obliku moze pisati
ﬁ:Q(ﬁ+6x§). (620)

Dodatna sila, koja potjece od magnetskog polja i okomita je na smjer gibanja,
nije dakle izraz nekog zasebnog prirodnog zakona, ve¢ posljedica Maxwellovih jed-
nadzbi i principa relativnosti.

Time prekidamo razmatranja u vezi s teorijom relativnosti.
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8 Dipol i Hertzov oscilator

Zamislimo u vakuumu u tockama Py i P; naboje —@Q) i +@Q. Ozna¢imo vektor
PP sa As i produkt Q&s sa p. Mozemo sada dalje uzeti, da iznos As tezi k nuli
i istodobno naboj @ raste, tako da produkt QAs dakle iznos p ostaje konstantan.
Pri tome grani¢nom prijelazu se dakle radi o dva sve bliza i sve jaca naboja suprot-
nih predznaka. Rezultat takvog grani¢nog prijelaza nazivamo dipolom. Takav ¢e
dipol dakle biti priblizno realiziran, ako promatramo dva jaka naboja suprotnih
predznaka, koji se nalaze u maloj udaljenosti.

Razmotrimo, kako se ponasa elektrostaticko polje takvih dvaju naboja, ako
provedemo opisani grani¢ni prijelaz, tj. pokusajmo odrediti polje dipola. Neka je r
udaljenost neke tocke P(z,y,2) od tocke Py(z’, 3, 2’), u kojoj ¢e se nalaziti dipol i
u kojoj se prije grani¢nog prijelaza nalazi naboj —@Q. 1 neka je udaljenost tocke P
do P, gdje se nalazi naboj +@Q. Kod grani¢nog prijelaza se tocka P; primice tocki
Py. Elektrostaticki potencijal tih dvaju naboja ocito je dan sa

Q —Q Q (1 1
D+ Dy = = ——=]. 621
1+ @2 dmegry  4Amegr  4meg \r1 T (621)
Zbog Qs = p mozemo pisati
p 1 (/1 1
D1+ Dy = — | —==. 622
e dmeg As <7°1 7‘) (622)
Granicni prijelaz zbog konstantnog p daje kao potencijal dipola
. p . (1 1\ 1
o= 1 D1+ Do) = 1 — — =] —. 623
AEEO< 1+ ) 4reg Ao (rl r) As (623)
Uoc¢imo li, da % zavisi od varijabli z,y, z i 2/,9’, 2/, naime
1 1
. , (624)

TJe -+ -y + (=)

idasuu % varijable x,y, z iste, dok su z’,y’, 2’ promjenjive, jer je P, pomaknuto
prema Py, to je jasno, da je gornji limes usmjerena derivacija u smjeru vektora p),
ali s obzirom na varijable z’, 3/, z’. Oznacimo li
-0 9] s 9]
= 17— —_— -—,
oz’ oy’ oz

1 /1 1\ 9L 5/
lim — (——~-) =2 =2(y=), (626)
As—0 As \1r1 T dp p r
gdje smo sa g—z; oznacili operator usmjerene derivacije u smjeru p, s obzirom na
crtkane varijable.

\A +7 (625)

to mozemo pisati
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Budu¢i da 1 ovisi od diferencija z — 2/, y — ¢/, z — 2/, to je jasno, da vrijedi

0 o 0 o 0 0

Z__“Z 2 __“ Z__ 7 92
Ox ox'’ Oy oy’ 0Oz 0z’ (627)
dakle, ako je
-0 -0 =0
=i—+j=—+ k= 2
\Y% zax+jay+ 5% (628)
vrijedi
V=-V. (629)

Prema tome je

1 1 1 p 1 D 1
w2 )LD
As—0 As 71 r p T p r

i stoga potencijal dipola

p . 1 (1 1 P o1
4meg Asmo Ds (rl r) v (631)

Pod vektorom 7 ¢emo razumjevati radijvektor tocke P(x,y,z) s obzirom na
pocetnu tocku Py, gdje se nalazi dipol. Strelica je dakle kod tocke P(z,y,z), a
pocetak vektora u tocki Py(z’,y’,2’). Vektor p nazivamo moment dipola, koji
smo ovdje shvatili kao konstantan vektor. Takvom konstantom dipolu odgovara
dakle elekrostaticko polje, koje je dano potencijalom (631).

Htjeli bismo odrediti polje promjenljivog dipola, tj. za slucaj, da je moment
P vremenski promjenljiv, opéenito i po smjeru i velic¢ini.

Dok je jos p’ konstantno, moze se pisati

1 1 P D
@ - _ T_ J— 7V = 7d . 632
4meg (p r) dmeqr v dmegr (632)

Stoga se taj potencijal moze izvesti iz Hertzova vektora

> P
Z = 633
dmegr (633)
kao
@ = —div Z. (634)

Taj Hertzov vektor dakako zadovoljava Laplaceovu jednadzbu, jer mu svaka kom-
ponenta ima oblik Coulombova potencijala, koji tu jednadzbu zadovoljava.

Hocéemo li naéi elektromagnetsko polje za promjenljiv dipol, trazit ¢emo Hert-
zov vektor, koji zadovoljava d’Alembertovu jednadzbu O0Z = 0. Ta jednadzba
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prelazi u Laplaceovu, ako na¢inimo grani¢ni prijelaz ¢ — oo, pa ¢emo dakle traziti
njezino rjesenje Z, koje pri tom prijelazu daje staticko rjesenje (633). Prema raz-
matranjima o retardiranim potencijalima, koja smo proveli, jasno je, da to rjesenje
treba postaviti u obliku

{p}_-
Z = < 635
Admegr’ (635)

tj. funkciji vremena p(t) treba nadomjestiti ¢ sa ¢ — Z, pri ¢emu je r jednako

r= @ -+ -y + (2 — ) (636)

Sada mozemo odrediti skalarni i vektorski potencijal kao i elektricko i magnetsko
polje:

{7 .

@ = —divZ = —div pr— (637)
F= —grad @ — %—f = ﬁgraddiv {ﬁ};_z
a 02417750 g_; {ﬁ};f ’ (639)
H= i1"0tA -1 t 9 s (640)
140 A Ot r

280).

Tim formulama je polje vremenski promjenljivog dipola opéenito odredeno.
Moramo ga jo$ potanje diskutirati razraduju¢i dobivene izraze. Za krace pisanje
¢emo uvesti kratice

. o1
(JerJeH—O—c

7= (641)
r
t'=t—- 642
' (642)
i dalje pisati
: op  op
P = @ _ 9D (643)
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. 52]5’ 82]5*
) = —5 = — 644
p at/Q atQ ’ ( )
jer je ocito
0 0
— = —. 645
ot ot (645)
Izlazi tako najprije:
dregd = —divE = vE = _“vuy — -, (646)
r r r r

Da se odredi Vp' treba uociti, da je p funkcija od ¢/, tj. od t — Z, koje je sa svoje
strane preko r funkcija od z,y,z. Sjetivsi se, da je V izraz (628), tj. da sadrzi
operatore deriviranja %, 3%, 8‘9—2, koji djeluju na pojedine komponente od p, to
mozemo npr. pisati

o , oplott 9 [0p.,

=2 L 647

0z T ot 0z~ o \ ot ) (647)
gdje a% ne djeluje na podcrtani faktor, a p} je i-ta (tj. bilo koja) komponenta od

p’. Analogni su izrazu za djelovanje 6% i % za neku komponentu pj. Vidi se dakle,

da éemo dobiti ispravni rezultat, ako naprosto vektor p’ zamijenimo sa

u bilo kakvom izrazu, gdje V djeluje na p’. Tako izlazi

op op’ . r
p = —t' | ==Vt'=p (t7—>:
. 1.7
A (648)
c cr
Dalje je
1 17 7
Vo= _Vr=—_—_=—__ 649
T 2" r2r rd (649)
Dobivamo dakle
pE T
47'(50@ = 0’14_2 7‘_3 (650)
Prema (638), (641), (643) pisemo
- 1 7
A= L (651)
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Rac¢unamo dalje magnetsko polje:

- 1 - 1 1 7
H:—rotA:4—rot]i:—<V><]i>:

o T r 4

Analogno prema (648) bit ¢e

-

Vi =Vx (pt) == (Fx V)= (Fxv(t-1)) =

L) - R )

Stoga dobivamo s obzirom na (649)

. 1 .. 1 )
= g (7% 7) + s (¢ 7)
4mer? pxr Jr47T7°3 pxr

Pisemo 1i jos

7= T_’Ov

93

(652)

(653)

(654)

(655)

gdje je 7 jedini¢éni vektor u smjeru radijvektora, izlazi, da se polje H sastoji od dva

dijela HV i H® .
H=HY+H®

gdje je

= 5 X ").
drer (p "o

(656)

(657)

(658)

Kod toga opazamo, da H®O tezi k nuli kao T%, kad se udaljujemo od dipola, a

H® samo kao %, tj. sporije, ne gledajuéi pri tom na ovisnost od ﬁ’ ip od r preko

t'=t—-L.
Prelazimo na odredivanje elektri¢nog vektora.

—

A 1§

Fi:i(?t —grad® = —

(659)
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Posljednji ¢lan od (659) razvijamo zasebno sluzeéi se izrazom (650).

o1 o
4dmepgrad @ = grad p_?; + grad p_;"
cr T

1 . 2 . 1
= —grad (]5”77') i (]5”77) gradr + —grad (p'7) —
cr cr r

Znamo da je gradr = 7 1 time je drugi ¢lan od (660) jednak

2 /. 2y /- Wyr /- 2y /-
= (77) gradr = =3 (57) = 2o (970) = =5 (770 -
crs crs crs cr?

Analogno je za ¢etvrti ¢lan:

Dalje tretiramo najprije treéi ¢lan izraza (660).
grad (77) = V (§/7) + V (77) .

Vrijedi

No opéenito je
0 0 0 S o
(a@v)r= (az% + aya—y + aza) (zx + jy + 276) =
= Zam +fay + Eaz =d,

dakle prema (664)
v(gff) — P X (VXD 4§ =F

(jer je V x 7= 0).
Dalje vrijedi
T (Vxp) =V {@T) - (V).

Posljednji ¢lan od (667)se dalje razvija u analogiji sa (648):

=1 = .
V)i = ) (S5t ) = V)¢ = (V)¢ =

(660)

(661)

(662)

(663)

(664)

(665)

(666)

(667)
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=7 (7¢) =7 (7 (1= 1)) = =7 (V) = =7 (7) =

rp
= ——. 668
! (668)
Stoga je
g - —y T‘ﬁ"
V(PT) =% (Vxp) - —. (669)
U prvom ¢lanu desno od (669) ¢e biti, u analogiji sa (648).
7 . 1 .
Vxp =Vx 8it' :Vt’xﬁ’:——<Vr><ﬁ’) =
ot c
1 . 1/-
== (Rxp) == (5 x7), (670)
c c
dakle
1, R 1. . 1 N o
7 X (Vxﬁ’) = _7X (ﬁ’xro) f—ﬁ’(rro)f—(ﬁ”‘) 0=
c c c
71 . R e
=5 (7)== -2 (5. (671)
c ¢ c c
Izlazi tako
gy TV Tor +)_@__FO_T i
V() = = 2 (770) - = =2 (7o) (672)
Uvrstavanjem izraza (672) i (666) u (663) dobivamo
grad (5'F) = i — - (P70 (673)

Prvi ¢lan izraza (660) razlikuje se od toga samo time, da mjesto p’ stoji }5’

Dakle:

grad (ﬁ?) -y (p’F0> . (674)
C

Prema (674), (661), (673) i (662) izraz (660) dobiva oblik

1 (. For /- I .
dreograd ® = — {ﬁ _ v (ﬁfo)} _ o (ﬁf())
cr C C
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1 . . 1 . Lo o (=
= r—g{ﬁ*?ﬂ"o (ﬁTo)}JrW{ﬁ’*?ﬂ”o (ﬁ’m)} 2, (ﬁ”‘o) . (675)
Prema (659) dobili smo tako elektricki vektor u obliku

1

F=
4megrs

o 1 L .
{3T0(TOZ3’)*Z3’}+W{3TO(TOZ7)*17}

1 . .
— (TP ) =P 7. 676
+4ﬂ'€002r {TO (Top) P } (676)

Vidi se, da se taj izraz sastoji iz tri sumanda. Prvi opada s uzlaznim r kao %3,

a drugi kao T%, a trec¢i kao %, ako ne gledamo na ovisnost vektora p’ i njegovih
derivacija od r. Ako se radi o oscilacijama, srednja vrijednost tih veli¢ina neée

ovisiti od r. Pisat ¢emo:

Fo FO 4 FO) 4 F@, (677)
gdje je
— 1 oL
FO) — pE——" {37 (7op’) — 7'}, (678)
= 1 o[ .
F(l) = W {3TO (Toﬁ) 717}7 (679)
= 1 L .
F® = 4dmegc3r {TO (7‘0]57) _ﬁ} <68O)

Mozemo dakle oéekivati, da ¢ée F©) dominirati u blizini dipola, FO ¢e dodi do
izrazaja u nekoj srednjoj udaljenosti, a F® u velikoj udaljenosti, tzv. valnoj zoni.
Vidi se, da taj izraz zavisi o drugoj derivaciji momenta dipola.

Prije smo vidjeli, da magnetski vektor ima dva sumanda, reda veli¢ine T%

odnosno %, pa stoga mozemo zakljuciti, da magnetsko polje u neposrednoj blizini
ne dolazi do izrazaja u usporedbi s elektri¢nim, koje je tamo mnogo jace. Izrazi za
H® i F?) daju polje u velikoj udaljenosti, tj. u valnoj zoni.

Izraz HW podsjeéa na Biot-Savartov!'® zakon. Ako zamislimo, da se p mijenja
samo po iznosu, a ne po smjeru i da je dipol aproksimiran sa dvije kugle, koje su
spojene zicom, onda je p = Q - As, p = %As = IAs, gdje je I struje, koja tece
u toj zici i povecava pozitivni naboj, a smanjuje negativni (tj. povecava njegovu

16 Jean Baptiste Biot (1774.-1862.)
Felix Savart (1791.-1841.)
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apsolutnu vrijednost). Izraz za H®O onda odgovara Biot—Savartovu zakonu, samo
s korekcijom, da je joS t nadomjeSten sa ¢ — 7, tj. uzima se u obzir, da se stanje
dipola na nekom drugom mjestu ocituje tek kasnije, kad je djelovanje do toga mjesta
doprlo sireéi se brzinom svjetlosti. Analogno je F (O gtaticko elektricko polje dipola,
opet s korekcijom konac¢ne brzine Sirenja djelovanja. Izraz za F® mozemo pisati u
obliku

. 1 . - . -
F® = 4degc?r (TO x (TO x ﬁ)) - Z_g' ( 0 (TO x ﬁ)) ’ (681)

§to se odmah vidi razvijanjem dvostrukog vektorskog produkta i usporedivanjem sa
(680). Pogledamo li uz to izraz (658) za H(?), koji glasi

H® = (ﬁ" X FO) (682)

vidimo odmah, da su oba vektora okomita na 7, dakle i na radijvektor 7, a osim toga
okomita i medusobno. Zamislimo li p’ kao os kugle, onda F® tangira meridijan, a
H® tangira paralelu (s1.9.). H® je upravljeno prema istoku, a F® prema jugu,
ako je }5’ upravljeno u smjeru prema sjeveru.

Slika 9.
Lako je provjeriti relacije
F@ = [FOF@ . (683)
€0

H® = 2% x F®. (684)
Ho

Bududi da je 7 jedinicni vektor i okomit na H®| to iz (683) odmah izlazi

VEoF® = \/ugH®. (685)

Tu ¢emo relaciju susresti i kod ravninskih valova.
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Ako je 6 polarni kut 1zmedu i1y vrijedi

&) _ R0 g _ Mo ’p

~ i T sin 6. (686)

Razumije se, da treba imati na umu, da ﬁ moze mijenjati svoj smjer, a time
i vektori H® i F(®). Razmotrimo sada specijalni slucaj, da je

P = Posinwt, (687)

gdje je pp stalan vektor. Kazemo tada, da se radi o Hertzovu oscilatoru. Bit ¢e
onda

5 = wpp Cos wt, 688
p=wp (
7= —w’posinwt, (689)
dakle
P = —wposinw (t - i) . (690)
c
Dalje vrijedi
2
F® = K Hf,fgz - Z—O“’—m sin 6. (691)
T

Racunajmo sada ukupnu snagu dipola, tj. energiju, koju emitira u jedinici
vremena. U izrazu za Poyntingov vektor S=FxH dovoljno je uvrstiti F®iH®,
Naime, potpuno bi izraz glasio

§= (FO + FO 1 F@) w (AO + 79). (692)

Kada se izmnozi, onda jedino produkt F® x H® tezi k nuli kao Tg, dok svi ostali
barem kao 1 . No ploéni integrali preko kugle oko dipola, koju sve viSe poveéavamo,
tezi k nuli, ako integrand tezi k nuli kao 5 ili joS brze, jer sama povrSina kugle raste
samo kao 72

Vektor F® x H® ima smjer radijvektora, dakle je okomit na povrsinu kugle,
a osim toga mu je iznos FH®) jer su F®) i H®? medusobno okomiti. Snaga je

dakle
N_//F(Q)H(Q)df//(F@))z\/%df
= 1672\/2‘];2‘ //sm odf. (693)
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Rac¢unajmo dakle

//sin29df://sin29.rd9.rsm9d<p
27 T

27
:TQ//sing’G-dG-d(p:r2/sin39d9-/dg0
0 0 0 0

= 27712 / sin® 0df. (694)
0

™ ™

/sin3 0df = / (1 — cos®0) sin fdf = [— cos], +

[}
[}

cos? ™ 1 1 4
| =141 — ) == 695
5 e (ae) s (@09

/ / sin? 0df = 8?7(7“2. (696)

Trenutna snaga kroz kuglu s polumjerom r je dakle prema (693)

tj.

_ Mo

s ‘ 2 Ho r
6me

_ Mo 49 .2 _r
= Goo PoSin w(t c)' (697)

Vremensku srednju vrijednost Ny ¢ée se dobiti, ako odredimo vremensku srednju

vrijednost faktora sin? (t — %)

27
1 7 1
= /sin2w (t-Z)at=5. (698)
0
dakle
Ny = H0 42 699
0 W Po- ( )

T 127e

Vidimo, da je to nezavisno od r, tako da mozemo zamisliti, da r tezi prema oo,
pa tada otpadaju zanemareni prinosi ostalih produkata. Dakako, ti su prinosi onda
ukupno jednaki nuli za svaki r, jer srednja snaga kroz kuglu bilo kojeg polumjera
mora biti ista.
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Ako Hertzov oscilator opet zamislimo realiziran u obliku dviju kugli spojenih

zicom, onda je sada, ako jo§ As oznac¢imo sa [,

p=posinwt =Q -1,

dakle,
Q = Qpsinwt
sa,
)
Qm =7
Struja je
d
I = —Q = Qnw coswt = I, coswt.
dt
Dalje je

V2

Qml =po = —Iley.
w

Racunajmo sada efektivne vrijednosti od F?) i H®?), Izlazi

2
@ _ 1 po wipo .
FY = Fopage—— = sin 6

ef \/5 47T\/§ T

o w2
Ar/2 T w

I
I sing = Z—i“’? ./ sin®

B Iefl . Iefl . Iyl
= MOC2)\T sin @ = 607 N sin @ = 607 Ny SO

2mc

pri cemu je A valna duljina zracenja, dakle A = =<,

(700)

(701)

(702)

(703)

(704)

(705)

(706)

dalje vrijedi pgc = 1207, a

mjesto 6 smo stavili 5 — «, gdje je a kut radijvektora prema ekvatorskoj ravnini,

dakle ”geografska Sirina”.

Dalje rac¢unamo analogno

FO g
H(2) — E_OF(Q) — ef — ef .
ef w T 1200 2w %

(707)
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Konacno je

Po 4o 10 4 2 _ Ew‘liﬂﬂ @wQZQIQ _

0= Torc’ Po= 2W P = 2% (3t fef = 2 ef =
20 4722 , , (1\?
= C—2 )\2 l Ief = 807T <X) Ief' (708)

Formule (706), (707) i (708) mogu se naéi u knjizi J. Lon¢ar, Osnovi elektrotehnike
II, 2 (1947) str. 343 i 345.

Zracenje dipola je osnovni problem za tretiranje zracenja antena, pa smo ga
zato opSirnije raspravili.
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9 Prijenosni vodovi

Kod sirenja elektromagnetskih valova uzduz vodova (koji se mogu sastojati
od jednog ili vige vodica) istaknut je smjer, u kojem se proteze sam vod. U tom
smjeru Ce se ti valovi §iriti i u tom smjeru ée teéi energija, ukoliko ne ulazi u
same vodic¢e. Zamislimo li, da se radi o savrSenim vodi¢ima, dakle s vodljivoséu
neizmjerno, nece se u njima stvarati Joulova toplina i stoga nece energija iz okolnog
medija ulaziti u vodice. Mozemo dakle naslutiti, da ¢e oko takvih vodic¢a biti moguéi
elektromagnetski valovi, gdje je smjer sirenja energije svagdje paralelan sa smjerom
protezanja samog voda.

Pokusat ¢emo stoga najprije sagraditi dovoljno opcéenita promjenljiva elektro-
magnetska polja, u kojima Poyntingov vektor S ima svagdje isti smjer, recimo smjer
osi x. Vrijedi dakle

-

S =78. (709)
Buduéi da je S=F x ﬁ, tosu F i H okomiti na osi xz, dakle

F, =0, (710)

H, =0. (711)

Da nademo takva polja, poé¢i ¢emo od Hertzova vektora Zl Ponovit ¢emo najprije
veé prije izvedene jednadzbe. Hertzov vektor (i vektori A, F, H kao i skalar @)
zadovoljavaju telegrafsku jednadzbe
0?7 N 0?7 N 0?7 9?7 N a7 (712)
— t+ =+ = =ep—5 + xp—,
a2 g2 022 Foo Ty
pri cemu pretpostavljamo, da se nalazimo u homogenom mediju, koji moze imati
neke konstante €, p i s, dakle smije imati i neku vodljivost.

Veza s potencijalima i s elektromagnetskim poljem glasi

& =—divZ, (713)
. oz .
A=cp— Z 714
e+ pl, (714)
; A . 27 Z
F=—grad® — %—t = graddivZ — 5#%? — %uaa—t

. 922 0*Z 97 -
:graddin—W—a—yQ—W:rotrotZ. (715)
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L1 . 7z .
H= ;rot A = erot (?9_t + srot Z. (716)

Buduéi da je smjer osi x istaknut, pokusat ¢emo pretpostaviti Hertzov vektor,
koji ima samo z-komponentu, tj. stavljamo

Z, =0, (717)

Z. =0. (718)

Osim toga ¢emo pretpostaviti, da se ta funkcija Z,(z,y, 2, t) raspada u dva faktora,
u funkciju Uy, z) i u funkciju V(x,t), tj.

Zr =U(y, z) - V(x,t). (719)

Time je dakle razdioba funkcijskih vrijednosti u svim ravninama okomitim na osi
x istog karaktera i takve razdiobe se razlikuju medusobno samo u jednom faktoru,
koji zavisi od polozaja x te ravnine i od trenutka ¢, u kojemu se promatra.

Neka razmatranja ée biti nezavisna od pretpostavke (719). U ostalom, mogu
se promatrati i znatno opcenitije funkcije Z,, koje se dobivaju kao zbroj produkata
oblika (719). Za naSe svrhe ¢e postavka (719) biti dovoljno opéenita.

Vrijedi najprije za x-komponentu vektora Z

02z, 0°Z, 0°Z, 0?7, 07,

oz o T Mo TM (720)
Dalje izlazi zbog (717), (718)
07,
= — 1
o=-22, (721)
Z,
A, = sua— + upZy, (722)
ot
A, =0, (723)
A, =0, (724)
b Pl P2 02, L, 02, 92 92,
*T o2 o TH et T ax2 T a2 T oy 922
2 2
02, 92 (725)

0y? 922"



9 Prijenosni vodovi 105

0%,
F, = 920y’ (726)
027,
F, =% 2
0x0z (727)
1 /0A 0A
H, == 2 _ 7Y = 2
()= (728)

0z Or u 0z 0z0t 0z
%7, 0Z,
— g% 2
“Pz0t T o (729)
1 /0A 0A 10A Y4 07,
u(ﬁx 3y) p Oy “oyar oy (730)
Vidi se, da je uvjet (711) ispunjen, a uvjet (710) daje prema (725)
0%Z, 0%Z, 0Z,
Loy ——= " 1
oz Mo T (731)
odnosno
0*z, 0%°Z,
57t g =0 (732)
tj. jednadzba (720) se raspala u dvije jednadzbe.
Uvedemo li sada zahtjev (719), izlazi iz (731)
0%V 0%V ov
ili
0%V 0%V ov
a7 Mg T (734)
a iz (732)
02U o*U
ili
2 2
U 90U _y, (736)

0y? 022
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Prema tome U zadovoljava dvodimenzionalnu Laplaceovu jednadzbu, a V' zadovol-
java prostorno jednodimenzionalnu telegrafsku jednadzbu (733).

Racunajmo dalje izraze za FiH.

0? oU oV
0? oU oV
F= 5 = 55 (738)
02 0 oU oV oUu
0?2 0 oU oV oUu
H =—"—UV)—2— UV)=—6—— —2c— 740
Sagar \UV) =75, UV) = =550 = *%, (740)
Pokusajmo sada odrediti skalarni produkt FH:
. ou ov ([ oU oV oUu
oU oV oU oV oUu
—— | —e————»—V ) =0. 741
9z 3x< oy ot oy ) (741)
Vektori F i H su dakle medusobno okomiti:
FL1H. (742)

Napominjemo, da to izlazi tek na temelju postavka (719).

Telegrafska jednadzbe za &, A, F, H, takoder se raspadaju u smislu (731),
(732). Zaista, ako primjenimo skalarni operator
0? 02
o2 "0
(koji komutira s ostalim operatorima deriviranja) na (726), (727) te na (715), (716),
izlazi lako zbog (732), da vektori, dakle i sve njihove komponente, zadovoljavaju
dvodimenzionalnu Laplaceovu jednadzbu:

0*F  0°F

57 T = (743)
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0°H  9*H

57 a7 = (744)

Analogno na temelju (713), (714) izlazi

00 o

i + 55 =0, (745)
24 92A
¥ + 52 =0 (746)

Kombinirajuéi to s telegrafskom jednadzbom (712), koja vrijedi i za F, H, &, A,
izlazi, da te veli¢ine sve zadovoljavau i prostorno jednodimenzionalnu telegrafsku
jednadzbu (731).

Prema (737), (738) se vektor F raspada, sli¢no kao za Z,, u produkt dviju
funkcija, naime

F= Z—Zgrad U, (747)
gdje prvi faktor zavisi samo od z, t a drugi od vy, z.
Na temelju (739) i (740) dobivimo sliéno raspadanje za H i to:

, v .
qH=- (55 n W) (z x grad U) , (748)

kako je to lako provjeriti. Dalje za vektorski potencijal A prema (714), (717), (718)
i (719) izlazi

oV
A, =0 (750)
A =0 (751)

tj. moze se smatrati, da se vektor A raspao u vektor s komponentama pU, 0,0 i
skalarni faktor (5%—‘{ + %V).

Promatrajmo polje u nekoj ravnini paralelnoj s ravninom (y, z) uzevsi

F = —gradU, (752)

H=- (Zx grad U) , (753)
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gdje je U rjesenje dvodimenzionalne Laplaceove jednadzbe (736). Takvo polje moze
postojati u svim ravninama paralelnim s (y, z)-ravninom, ako je » = 0. Zaista,
postavka

L. t
Z=iU(y,z)- <:17 + —) , (754)
dakle
t

daje polje (752), (753), kako se odmah vidi iz (747) i (748). Funkcija (755) zado-
voljava jednadzbu (734), ako je » = 0.

Uzmemo li sada neko rjesenje V(x,t) prostorno jednodimenzionale telegrafske
jednadzbe (734), gdje smije biti » # 0, onda dobivamo polje u ma kojoj ravnini
paralelnoj s (y, z)-ravninom za ma koji trenutak ¢, tj. za ma koji x i ¢, ako elektri¢no
polje (752), (753) pomnozimo sa skalarnim faktorom f%—g, a magnetsko polje sa
skalarnim faktorom 5%—‘; + V. Polje je dakle u svim tim ravninama istovrsno, samo

jace ili slabije, ve¢ prema vrijednosti tih skalarnih faktora.

Vidi se, da U prema (752) mozemo shvatiti kao elektrostaticki potencijal u
ravnini. Silnice magnetskog polja (753) bit ¢e ortogonalne trajektorije silnica elek-
trickog polja, jer je ocito F'1L H.

Promatrat ¢emo sada vod, koji se proteze u smjeru osi x, a sastoji se od dva
vodica stalnog presjeka. Taj presjek moze biti bilo kakav, pa recimo, da je kruzni,
sto odgovara prakticnoj izvedbi. Zelimo odrediti polje u homogenom mediju, u
kojem se taj vodi¢ nalazi (slika 10).

A

z

////Z///////, (///// 2

Slika 10.

Ako zelimo, da polje bude promatranoga tipa, tj. prema (747), (748), onda to
znaci, da F stoji okomito na osi z. Ako dakle u vodi¢ima teku neke struje, mora
njihova vodljivost biti neizmjerna, inace bi polje moralo imati tangencijalnu kompo-
nentu. Polje ¢e dakako na povrsini vodica biti okomito na tu povrsinu. Prema tome
polja promatranoga tipa mozemo dobiti, ako zanemarimo ohmski otpor vodi¢a. To
je u skladu s pretpostavkom (709), da je strujanje energije paralelno s vodi¢ima.
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Zaista, ako je vodljivost konacna, u vodi¢ima se stvara Joulova toplina, dakle elek-
tromagnetska energija mora prodirati u vodic¢e i strujanje energije ne moze biti
paralelno s vodi¢ima.

U prvom (lijevom) vodi¢u neka je struja i(z,t), a u drugom povratna struja
—i(z,t). Ta je struja opéenito funkcija od x i ¢, jer moze varirati prema mjestu i
vremenu. Napon izmedu vodic¢a neka je u(z,t), koji je takoder funkcija mjesta x i
vremena t.

Pokusajmo odrediti struju i napon pomoc¢u polja u mediju oko vodica.

Napon ¢e biti odreden kao

—

B
u:/ﬁ s (756)
A

na putu od jedne tocke A na povrsini prvoga vodic¢a do tocke B na drugom vodicu,
pri ¢emu se taj put moze odabrati po volji, jer je integral nezavisan od puta. Zaista,
dva razlicita takva puta daju isti integral, jer je integral po zatvorenoj krivulji u
promatranoj ravnini po Stokesovom teoremu

Fds = rot Fdf = rot F) dydz, (757)
fras [ frofa [ [ (wr),

buduéi da d}" ima smjer osi . No zbog

- oH
tF=—po
ro Py (758)
vrijedi
- 0H,
(rot F)x = —nt =0, (759)

jer je H, = 0. Prema tome je za zatvorenu krivulju u ravnini okomitoj na osi x
Fds = 0.

Integrali uzduz dviju razli¢itih krivulja s istim krajnjim tockama moraju dakle biti
jednaki. Razumije se, da je svejedno, koje tocke na povrsini vodi¢a u toj ravnini
odabiremo, jer je tangencijalna komponenta uzduz povrsine vodica nula, pa inte-
griracija po povrsini vodi¢a ne daje prinosa.

Uvrstimo li sada u (756) izraz (747), izlazi

B
u(z,t) = %/grmw} = % (Uy —Uy) =
A
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oV (z,t)
=——""2(U; —Us), 760
5 (U1 = U2) (760)
gdje su U; i Uy vrijednosti U(y, z) na jednom i drugom vodi¢u. Na povrsini vodica
je ta vrijednost konstatna, jer je sa F' i gradU svagdje okomit na povrsini vodica.

U smislu (752) mogu se Uy i Uz shvatiti kao elektrostaticki potencijali na
samim vodi¢ima, ako u ravnini postoji elektrostaticko polje prema (753). Zamisljamo
Ui > Us.

Da nademo struju i(z, t) raéunamo integral vektora H duz zatvorene krivulje
oko jednog vodica (v.sl. 10), dakle

fiide [ s [ [ (55 ca)i- [ [ (550
/]

Zbog F, = 0 prvi integral desno je nula. Dalje je u mediju izvan vodica zbog
Gy = »F, i F, = 0 nuzno G, = 0. U vodicu je doduse takoder F, = 0, ali zbog
» = oo moze G biti konacan i integral | [ Gdy preko presjeka vodica predstavlja
struju 7, tj.

6;} dy dz —l—//G}dy dz. (761)

i(x,t) = ¢ Hds. (762)
Uvrstenjem izraza (748) daje

MwJ)Z-—(8%%-%%V>L%(ZXgHMU>d& (763)

gdje faktor pred integralom ne zavisi od y, z i stoga je iz integrala izlu¢en. Vektor

—

dn = npds (764)

u smjeru normale prema vani na obilaznu krivulju mozemo sa ds povezati jed-
nadzbom

Is =i x dn, (765)
ako smjer ds odgovara pozitivnom smislu obilazenja. Vrijedi najprije
GXQMUy§:%QMUX£> (766)

i dalje

gradU x ds = grad U x (Zx d;L) = §<grad Ud;z) —dn (ggrad U) . (767)
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No grad U je okomit na osi x, dakle

igrad U = 0, (768)
.
gradU x ds = Z(grad Ud?z) (769)
i
Z(gradU x cfs) s (grad Ud%) — gradUdn. (770)
Izlazi kona¢éno
i(z,t) = — <s%—‘; + %V) ?{ grad Udn (771)

za, struju, koja tece u jednom vodicu.

Funkcija V(z,t) zadovoljava telegrafsku jednadzbu (734). No onda to ¢ini i

%‘t/ i %—Z, §to dobivamo odmah, ako tu jednadzbu deriviramo po ¢ odnosno po =x.

Cini to onda i linearna kombinacija 5%—‘{ + V. Konaé¢no faktori Uy — U; odnosno

§ grad Udn nezavisni su od x, z, pa tako i funkcije u(z,t) i i(x,t) zadovoljavaju
telegrafsku jednadzbu:
0%u 0%u

ou

i o

)
92— Hap + s (773)

No mogu se za i(x,t) i u(z,t) izvesti i jednadzbe prvoga reda, gdje se u svakoj
jednadzbi pojavljuju obje funkcije. Zaista, vrijedi na temelju (771)

—g—; = 5%2—‘; ?{ grad Udn + %‘Z—‘; % gradUdn (774)
ili, zbog (757),
i ¢$gradU dn § gradU dn du

- = . 775
ox o U1*U2 u © U1*U2 ot ( )

Dalje vrijedi, s obzirom na (734)
ou  0*V 0*V ov
oz~ aar (1T R)= <€”W * ”“E) (= To) =

_ - U —U; 01
=1 <€W + %V) (U1 —Uy) = MfgradUd_ﬁ 5 (776)
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Pokusat ¢emo sada konstante ¢, p, s, Uy — Uz, ¢ grad Ud_h, koje su se pojavile
i jednadzbama (772), (773), (775), (776), dovesti u vezu s nekim konstantama voda,
koje se upotrebljavaju u elektrotehnici.

Promatrajmo u tu svrhu jedno pogonsko stanje, gdje je vod priklju¢en na
istosmjerni napon i nastalo je stacionarno stanje. Budué¢i da nema ohmskog otpora
u vodi¢ima, a niti promjenljivog magnetskog polja, mora napon biti uzduz voda

prostorno i vremenski konstanta. To ¢e prema (757) biti, ako je %—Z konstantan.

Stavimo dakle

ov

A T
ar " (777)
dakle
V = —azx + f(t). (778)
S obzirom na stacionarnost stanja V' je nezavisan od t, dakle f(t) = b, tj.
V =—ax+b. (779)
Dobivamo tako
oV
Y 780
A (750)
oV
ST + %V = s(—ax + b) (781)
i
u=a(U; —Us); (782)
i(z) = —s¢(—ax +b) % grad Udn. (783)

U mediju moze teéi struja samo okomito na os x, jer je F svagdje okomit na tu os.
To strujanje je u svim ravninama jednako, jer je razdioba polja F' u svim ravninama
ista, 8to se vidi iz (747) i (780). Struja, koja na jedinicu duljine voda, tj. izmedu
dviju ravnina okomitih na os  u razmaku jedan, tece kroz medij s jednog voda na
drugi, mora biti jednaka smanjenju struje voda, dakle jednaka negativnom prirastu,
tj.

- {—%[—a(m—i—l) +b]%gradUd_T'L—l—%(—aw—i—b)%gradUd?z} =

= —a ?{ grad Udn. (784)
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Podijelimo li tu struju s naponom u, dobivamo konstantu, koja se zove “odvod” po
jedinici duljine i opbi¢no se biljezi sa G. (To kolidira s nasom oznakom za gustoéu
struje, ali u ovoj vezi ne¢e dovesti do nesporazuma). Vrijedi dakle za odvod G, da
je

o= f%afgradUd;l o fgradUd;L

» 785
CL(U1*U2) U1*U2 ( )

Pokusajmo sada odrediti kapacitivnost C' voda po jedinici duljine. U tu svrhu treba
odrediti naboj voda po jedinici duljine i podijeliti ga s naponom.

U smislu jednadzbe (187), koja glasi

/ / Ddf = Q, (786)

racunajmo plosni integral preko plohe, koja je povrsina valjka s bazama okomitim
na os x u razmaku jedan, a plastem, koji je odreden zatvorenom krivuljom oko
jednog vodica (slika 11).

—

d dan
LA
ds

(1 F
O /T

7
/
/ \
/
i
/
/
/
L

U

Slika 11.

Integracija preko obadviju baza dat ¢e nulu, jer je Dy zbog F, = 0 svagdje
nula. Preostaje integral preko plasta. Kao plosni element df mozemo uzeti

df =dn-1=ds-1x1, (787)

tako da je

//ﬁd}‘ = s%ﬁd_ﬁ = sz_v ?{gradUd'h = fea?{grad Udn = Q. (788)
X

Kapacitet C po jedinici duljine bit ¢e dakle

o= Q —aafgradUd_ﬁ B 7€3§gradUd_ﬁ
_ui a(Ul—Uz) N Ul_U2 '

(789)

Konac¢no, da odredimo samoindukciju L voda po jedinici duljine, promatramo
pogonsko stanje, kod kojega je napon vremenski stalan, ali linearno opada uzduz
voda u smjeru osi . U tom slucaju mozemo ocekivati, da ¢e se struja u vodi¢ima
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sastojati iz jednog vremenski konstantnog ¢lana, koji snadbjeva strujanje u mediju
izmedu vodova i iz jednog ¢lana, koji raste linearno s vremenom. Ta struja, koja
raste linearno s vremenom, daje magnetsko polje, koje takoder raste linearno s vre-
menom, pa ¢e to polje inducirati u vodi¢u potrebni protunapon, jer u vodi¢u mora
biti F = 0.

Promjena napona u(z) po jedinici duljine bit ¢e dakle proporcionalna s vre-
menskom derivacijom struje, a konstantu proporcionalnosti ¢éemo nazivati samoiduk-
cijom L voda po jedinici duljine.

Stavimo dakle

g—‘; —az—b (790)
tj. u smislu jednadzbu (757)
u(x) = (—azx +b) (Uy — Us) . (791)
Prema (790) mora biti
V(x,t) = ? +bx + f(t), (792)
§to uvrsteno u (734) daje
a=ceuf+ xuf. (793)
Opce rjesenje skracene jednadzbe
epdj + suy =0 (794)
glasi
y(t) = Cy + Cre™ =*. (795)

Partikularno rjesenje neskradene jednadzbe (793) mozemo postaviti u obliku
v(t) = ot, (796)
§to uvrsteno u (793) daje

a = »xue, o= “ (797)
P

Prema tome je opce rjesenje jednadzbe (793)

Ft) =y(t) +v(t) = Cy + Coe™ Et + %iut' (798)
Dobivamo dakle
2
V(zt) = -2 4 bo+ Cy + Coe 4 1t (799)
2 »u
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Da se dobije struja u lijevom vodi¢u prema (771) ra¢unamo

2
t+E—%g+%b!E+%C1
[

ov P
e— 4+ 2%V = —3Che™ =

ot 2

HaChe™Et 4+ Lt = L 40 — 2202 4 b + L4, (800)
oo A 2 1%

Vidi se, da Cs ne ulazi u rezultat, pa ga mozemo odabrati jednak nuli.

Prikladnim pomakom pocetka brojanja vremena mozemo uz zadano C7 postidi,

da konstanta == + »C} postane jednaka nuli, odnosno, mozemo to isto postici

izborom konstante C7, naime

€= (s01)
Prema tome sada funkcija V' (z,t) glasi:
ax? ae a
Vizg,t) =——+br— — + —t 802
(@.t)= -5 +br = S (502)
a za struju vrijedi prema (771)
i(z,t) = <?:p2 — b — 3t> ?{ gradUdn. (803)
I
Sluc¢aj » = 0 daje za struju neposredno
i(z,t) = —gt%grad Udn. (804)
I
Funkcija f(t) je u tom sluéaju rjesenje jednadzbe
a=euf, (805)
dakle
F = 2Ly (806)
- 5/1 2 ’y’

pri cemu se prikladnim izborom pocetka brojanja vremena moze postié¢i, da bude
6 =0. Bit ¢e dakle onda

f(f):ag‘f'% (807)

tj.

an 2

t
v<x,t)=—7+bx+i5+y. (808)
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Do istoga rezultata mozemo doéi i granicnim prijelazom » — 0 iz opéeg rjeSenja
(798), ako stavimo

ag
Cl - *%TM, (809)
ag

i zatim pustimo s teziti k nuli primjenjujuci I’'Hospitalovo pravilo.

Ako smo polje U odabrali tako, da je U; > Us, onda je f gradUd;l oko prvog
vodica negativno, pa prema (803) odnosno (804) struja zaista linearno raste.

Dobivamo
i -
3_715 = —%%grad Udn (811)
i stoga iz
i
u(z) —u(xz+1) = L—Z (812)
ot
zbog (791) izlazi
_ 1 - -
I u(x) ;zi(:z:Jr ) _ _a(ly Uz)ﬂ _ 7MU17UQH. (813)
o — § gradUdn ¢ grad Udn

Prema (785), (789) i (813) dobivamo

LC =eyp, (814)

GL = sy, (815)

tako da jednadzbe (772) i (773) mozemo pisati u obliku

0%u 0%u ou
- = - — 1
92 LC 92 +GL TR (816)
0% 0% 0i
Z - - - iy 1
922 L08t2 +GL 5 (817)
Te se jednadzbe u elektrotehnici zovu “telegrafske jednadzbe”.
No i jednadzbe 1. reda (775) i (776) primaju jednostavan oblik:
i 0
2 —Gutr o (818)

Oz ot’
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ou 01
—a =L (819)

Iz tih se jednadzbi lako dobije (816) i (817) time, da se jedna derivira po z, a druga
po t i zatim eliminira jedna od funkcija ¢ odnosno u. Mnogi autori ove jednadzbe
(807) i (819) zovu “telegrafskim jednadzbama”.

Vidi se, da se te jdnadzbe dobivaju iz egzaktnih rjesenja Maxwellovih jed-
nadzbi za elektromagnetsko polje, pod pretpostavkom, da se ohmski otpor vodica
moZe zanemariti.

U elektrotehnici se te jednadzbe redovno izvode na drugi, manje egzaktni
nacin, pa se tako moze uzeti u obzir i ohmski otpor vodic¢a, no onda se dolazi do
jednadzbi, koje vrijede samo priblizno. Prelazimo na to, da to potanje raspravimo.

Uvedimo ove pretpostavke u svrhu pribliznog tretiranja problema.

1. Polje B u ravnini okomitoj na vodice se racuna, kao da svagdje u vodi¢ima

tece ista struja kao na tom mjestu, tj. za doti¢no x.
2. Zanemaruje se %—?, tj. pojava se smatra kvazistacionarnom.

3. Napon u(x) dobiva se iz naboja po jedinici duljine ¢(z) i —¢(z) na vodic¢ima
tako, kao da je gustoca naboja uzduz cijelog voda ista.

4a. Struja, koja tece kroz medij, dobiva se kao da je napon izmedu vodica
svagdje isti, tj. za doti¢no =x.

4b. Magnetsko polje te struje odvoda se zanemaruje.
5. i = —i1, tj. struje u vodi¢ima su jednake i suprotnog smjera.

Te su pretpostavke dopustive za ne prebrze promjene, jer su prilike u nekoj
ravnini okomitoj na vodi¢e u prvom redu ovisne o vrijednostima struje, napona i
naboja u blizini toga mjesta, a kod polaganih promjena te su vrijednosti i prostorno
slabo promjenljive.

Napon je dan sa

B
u(z) = [ Fds (820)
/

gdje se integral uzima od jednog vodi¢a do drugog u ravnini okomitoj na vodice,
kako smo to i prije uzeli. Promatramo sad zatvoreni put A; A3 BsBiA; (v.sl.12).

Onda ¢e vrijediti
%ﬁd}—//mtﬁd}— 73//&1}‘
N ot
Bl
-9 B,.df, 21
5 [ [ Bait (s21)
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gdje su dvostruki integrali uzeti preko plohe pravokutnika,

4, B,

-V
L
Xy X, .

==
4—

A, B,

Slika 12.

§to ga Cini taj zatvoreni put. Lijeva strana ¢e se raspasti na 4 dijela, od kojih su dva
naponi izmedu vodica na mjestima x1 i x2, a ostala dva su padovi napona uzduz
vodi¢a. Mozemo dopustiti, da je ohmski otpor vodi¢a razlicit, R; za vodi¢ 1 i Rg

za vodi¢ 2. Onda ¢e biti

B, Ay
%ﬁd?s =u(z1) + /Rgigd:z: —u(xzg) + /Rlildx
Az By
By By
=u(z1) — u(xz) — /Rlildx — /Rgild:z: =
Ay Az

T2

=u(z1) —u(z2) — (R1 + R2) /idw.

zy
Stavimo li
Ri+Rs=R

kao ukupni otpor voda po jedinici duljine, izlazi dakle

xT

%ﬁd} = u(zy) — u(as) — Rfidx = f% //Bndf.

1

(822)

(823)

(824)

Promatramo li kratak odsjecak voda, s duljinom Az, moéi ¢emo priblizno staviti —

to tocnije, sto je Az manji — da je

ou

u(ry) —u(z2) = u(rr) —u(x; + Az) = —Au = —— Az,

ox

(825)
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dalje
To z1+Ax
/idw = / idr = ilx (826)
] ]

T2 Y2 Y2
//Bndf = //Bndx dy = /Bndy WAV 2 (827)
Y1

Z1 Y1

Oznacimo li sa L samoindukciju voda po jedinici duljine, bit ¢e LAz samoindukcija
toga dijela voda, pa ¢e vrijediti

Y2

0 0 0i

Y1

gdje je predznak minus uvjetovan time, da struja, koja ima pozitivni smjer s lijeva
na desno (v.sl.12.) stvara magnetski tok, koji izmedu vodic¢a prolazi od naprijed
prema natrag s obzirom na ravninu slike, dok je smjer od d}" prema naprijed. Stoga
pozitivnom i(z,t) odgovara negativni tok [ [ B,df.

Uvrstenje dobivenih izraza u (824) daje

ou 01

~ B Az — Rilz = LA:EE (829)
ili poslije kracenja sa Ax,
ou ) i

Vidi se, da se ta jednadzba podudara sa (819), samo tamo nedostaje ¢lan Ri,
jer je ohmski otpor voda bio jednak nuli.

Kod izvodenja (830) dosla je do izrazaja pretpostavka 1, kada smo napisali
relaciju (828). Na desnoj strani ulazi % na mjestu x. Kada bi polje B, koje se javlja
na lijevoj strani, bilo ovisno o vrijednostima struje na udaljenim mjestima, ne bi
faktor L bio konstanta, koja ne zavisi od prostorne razdiobe struje uzduz voda. U
(822) je upotrijebljena i pretpostavka 5. Dalje je zanemarano magnetsko polje struje

odvoda i zanemaren je utjecaj %—? na magnetsko polje, tj. usle su pretpostavke 4b
i2.

Pisemo dalje

q(z,t) = Cu(x,t), (831)
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gdje je C' kapacitet voda na jedinicu duljine. Za neku kratku duljinu Ax bio bi dakle
z+Azx
kapacitet CAz, a naboj q(z,t)Az (to¢nije [ ¢(x,t)dx), dakle gAz = C'- Az - u,
x

§to daje relaciju (831).

Ovdje je usla pretpostavka 3. Zaista, da u(z,t) znatno ovisi o razdiobi naboja
na udaljenim mjestima voda, ne bi faktor C' mogao biti konstanta. Dalje pisemo za
struju odvoda i,q, da je

tod(x,t) = Gu(x,t). (832)

Tu G predstavlja vodljivost (reciproéni otpor) medija na jedinicu duljine. Na duljini
Az bila bi ta vodljivost GAz, a struja odvoda na toj duljini i,¢qAz, pa bi bilo
loaNx = GAx - u, sto daje (832). Pri tom je usla pretpostavka 4a, inace G ne bi
bio konstanta.

Razlika struje i(x1) i i(22) mora biti jednaka struji odvoda izmdu ta dva mjesta
i struji nabijanja, tj. porastu naboja u jedinici vremena, dakle:

L | o[
i(x1) —i(x2) = /Zodd$+ &/qdiﬂ =

1 1

Z2

= G/ud:chC’/g—de:c. (833)

Za maleno x93 — x1 = Ax bit ée priblizno (to tonije, §to je Az manje):

01 ou
—8—xA:B = Gulzx + CEA% (834)
tj.
0i ou

a ta se jednadzba podudara sa (807).

Vidimo dakle, kolika su sve zanemarenja sadrzana u takvom izvodenju tih
jednadzbi. Utoliko je zanimljivije, da su te jednadzbe za R = 0 egzaktno ispravne, tj.
sva se zanemarenja u tom slucaju u svome djelovanju kompenziraju. No to se ovim
putem ne moze vidjeti, vec je trebalo to izvesti na temelju slozenijih razmatranja u
okviru Maxwellove teorije.

Za slucaj, da je R 5 0, sigurno su dobivene jednadzbe samo priblizne. Treba
samo pomisliti na brzo promjenljive pojave, gdje nastaje tzv. skin-efekt, dakle
povecanje otpora R uzrokovano time, da struja vise nije jednoliko raspodijeljena po
presjeku vodica, veé tece pretezno u blizini povrsine. Isto tako ni L vise nije kon-
stanta zbog medusobno induktivnog djelovanja strujnih niti u vodi¢ima. Jednadzbe
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su ipak dobro upotrebljive za ne prebrzo promjenljive pojave, a kod visokofrekvent-
nih pojava moraju se konstante korigirati prema upotrebljenoj frekvenciji.

Iz jednadzbi (830) i (835) (telegrafske jednadzbe 1. reda) izvodimo jos
telegrafsku jednadzbu 2. reda za struju odnosno za napon. Deriviramo li (830)
po z, a (835) po t, izlazi

0%u 0i 0%

“92 = Bor M Lomar (836)

by (837)

Uvrstimo li u jednadzbu (836) izraz za & iz (835) i izraz za 24 iz (837), izlazi

0. Ox Ot
8%u ou Ou 8%u
= — . ILG— - LO—
5 = —RGu— RC= — LGZ — LOS (838)
ili
Fu_pou (RC+61) 2% L GR (839)
a2 o ot -

Deriviranje jednadzbe (830) po t, a (835) po « daje

0%u i 0%
“awor o o (840)

0%i ou 0%u

7@10%#»06‘%(%. (841)
Uvrstimo li u (841) izraz za % iz (830) i izraz za % iz (840), izlazi
—g—zi — GRi - GL% - CR% - CLZ% (842)
ili
Pl 0% reran 2t ari (843)
Ox? ot2 ot

Vidimo, da za veli¢ine i(x,t) 1 u(x,t) vrijedi ista diferencijalna jednadzba
2. reda, koju zovemo telegrafskom jednadzbom, a prelazi u (817) odnosno (816),
ako stavimo R = 0. U ovoj potpunijoj - ali samo priblizno ispravnoj - jednadzbi
pojavljuju se jos ¢lan sa u(z,t) odnosno sa i(x,t).

Ako je medij savrsen izolator, pa mozemo uzeti G = 0, onda dobivamo jed-
nadzbe
0% 0% 0i
9 = LC@ + RC& (844)
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0%u 0%u ou
9z = LC 52 + RC T (845)
Te su onda jednadzbe istoga oblika kao egzaktne jednadzbe (816), (817), gdje je
R = 0, pa se njihova rjesenja dobivaju iz rjesenja jednadzbi (816), (817), ako se L
nadomjesti sa C' i obrnuto, a G sa R. Buduéi da se odvod moze CeSce zanemariti
nego ohmski otpor vodica, ta je napomena vazna, samo treba imati na umu, da
(844) 1 (845) ne vrijede sasvim to¢no, napose za visoke frekvencije, gdje se konstante
mijenjaju.
Razmotrit ¢emo sada neka specijalna rjesenja telegrafske jednadzbe. Nastojat
¢emo pri tome dobiti i uvid u strujanje energije, koje je u slucaju R = 0 svakako
paralelno s vodi¢ima. Osim toga ¢e nas posebno zanimati Sirenje valova uzduz voda.

Napomenimo najprije, da se mogu razmatrati i kompleksna rjesenja telegrafske
jednadzbe (839). Iz cinjenice, da je ta jednadzba linearna s konstantnim realnim
koeficijentima, lako se zakljuCuje, da ¢e realni i imaginarni dio kompleksnog rjesenja
svaki za sebe biti realno rjesenje te jednadzbe. Ako dakle postavimo rjesenje u obliku

flz,t) = Ae7" T (846)
gdje su v i 7 neke kompleksne konstante t;j.

v=06+ja, (847)

T=p+ jw, (848)
a A neka je realno, onda dobivamo

f(z,t) = AePrtrt . gilamtwt) — AeBr4rt cog( g 4 wit)+

+jAPTTP sin(ax + wt). (849)
Funkcija
fi(z,t) = APt cos(ax + wt) (850)

mora dakle takoder biti rjesenje (839), ako je (846) rjesenje te jednadzbe. No
vrijedi i obrat. Recimo, da je funkcija fi(x,t) prema (849) rjesenje jednadzbe (839).
Tvrdimo, da je onda i (846) rjesenje te jednadzbe. Zaista, ako provedemo pomak
vremenske nultocke, tj. odaberemo drugi trenutak kao pocetak brojanja vremena
supstitucijom
T
t=t — — 851
. (851)
onda funkcija f; (:zz,t’ — %) dakako opet zadovoljava jednadzbu (839). No ta
funkcija glasi

£ (x,t’ _ L) 4Bt ) o [M e (t/ _ 1)]

2w 2w
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— Ae~ B oPrtet’ sin(at + wt’). (852)
No zbog linearnosti ¢e i funkcija
folm,t) = e25 fy (w, t— 2l> = Ae® 7 sin(az + wt')
w

zadovoljavati jednadzbe (839). Prema tome i realni i imaginarni dio funkcije f(z, )
prema (846) zadovoljavaju tu jednadzbu, dakle, zbog linearnosti te jednadzbe i
linearna kombinacija fi(x,t) + jf2(z,t), tj. sama kompleksna funkcija f(z,t).

Pokusajmo dakle odrediti konstante v, T tako, da (846) zadovoljava jednadzbu
(839). Uvrstenje daje
Y2 AT = LOT? A’ T 4 (RC + GL) TAY™ T  GRA* T, (853)
dakle
v? = LOT* + (RC + GL)T + GR. (854)
Uvrstimo 1i izraze (847), (848), izlazi

B* —a? = LC(p* — w?) + (RC + GL)p + GR, (855)

208 =2LCpw + (RC + GL)w. (856)

Ako su dakle «, 3, p, w odabrani tako, da zadovoljavaju te dvije jednadzbe, onda
e (846), dakle i (850) rjesenje telegrafske jednadzbe.

Promatrat ¢emo napose dva slucaja. Ako je 8 =0, (850) predstavlja vremen-
ski prigusen (prigusen za p < 0) val, koji se giba uzduz osi = brzinom v = —#£.
Ako je pak p = 0, radi se o prostorno prigusenom (a vremenski neprigusenom) valu
kojemu se amphtuda smanjuje u smjeru osi z, ako je # < 0. I ovdje je brzina Sirenja
dana sa v = —%£. Nas ¢e posebno zanimati brzma Sirenja takvih valova za ta dva
slucaja.

Stavimo dakle najprije

B=0. (857)
Jednadzba (856) daje tada
2LCpw+ (RC +GL)w =0 (858)
ili
RC+GL
T TaLo (859)

Time postaje (855)

o (RC+GL)* 5\ RC +GL
o’ =LC (74L202 w (RC +GL) 0L +GR (860)
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ili

9 5  (RC+GL)? 5  (RC —GL)?
= - < = -~ @ 7 1
o® = LCw* + 1LC GR = LCw* + Ic (861)
tj.
(RC — GL)? — (RC — GL)?
Za brzinu Sirenja izlazi dakle
w 1 1
=24 . 863
° « VLC | /1 4 (BC=GL)? (863)
4L2C?02

gdje predznak ovisi o tome, da li se val pomice u pozitivnom ili u negativnom smjeru
osl .

Iz ove formule vidimo, da je

1
< — 864
e (364)

ako je RC # GL, i dalje, da je

1

Ocito je, da brzina Sirenja vala raste, kada w raste, jer se time radikand u nazivniku
izraza (863) smanjuje. Grani¢na brzina za neizmjerno veliku frekvenciju je dakle

1 . .. e - . vy e . . 1 _ 1 _
Jic Ako je medij vakuum (ili zrak, $to je prakticki isto), onda je VIe = Ve = ©
brzina svjetlosti. No i za druge medije ¢e biti \/% = \/157 brzina svjetlosti u

doticnom mediju za slucaj, da je taj medij ¢isti izolator.

Za specijalni slucaj

RC =GL (866)

1
. 7 . . LC . . . .
nekog vala rastavljen pomocéu Fourierova integrala u neprekinuti spektar sinusnih

valova, onda to znaci, da ¢e se svi ti sinusni valovi pomicati istom brzinom i biti ¢e
svi vremenski priguseni istim faktorom ef?, gdje je sada

bit ¢e za svaku frekvenciju ista brzina Sirenja vala . Zamislimo li trenutni oblik

RC+GL  2RC R G
2L~ 2C L C° (867)

No onda ¢e se cijeli val kao cjelina pomicati tom brzinom, a da pri tom ne mi-
jenja oblik, osim toga $to se vremenski prigusuje spomenutim faktorom. Zbog toga
govorimo o vodu bez izobli¢enja (distorzije).
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Razmotrimo sada rjeSenje, koje predstavlja vremenski neprigusen, ali pros-
torno prigusen val, tj. stavimo

p=0. (868)
Jednadzbe (855), (856) onda glase
8% —a? = —LCw? + GR, (869)
200 = (RC + GL)w. (870)
Iz (870) je
(RC+GL)w
— b 1
a TR (871)
§to uvrsteno u (869) poslije sredenja daje
L 2,2
B* — (GR — LOW?)3* — w —o, (872)
dakle
, GR—LCW? \/ (GR— LCw?)?  (RC + GL)2w?
pe = + + =
2 4 4
1
- {GR — LCW? + /(GR— LCw?)? + (RC + GL)2w2} : (873)

pri éemu pred korijenom oéito moze pisati samo -+, jer 4% ne moze biti negativno.
Izraz pod korijenom se moze dovesti u nesto pregledniji oblik, pa izlazi

g = i%\/GR — LOw? + /(G2 + C2w?)(R? + L2w?), (874)

¢ime prema (870) dobivamo

e Y __ 28 _
"«  RC+GL
2
— iLﬁ:Rchw +V(GP+ C2?)(RP+ L%?).  (875)

RC+GL

Vidi se, da je ovdje brzina Sirenja drugacija funkcija frekvencije w nego kod rjesenja
s vremenskim (a bez prostornog) prigusenjem. Lagan rac¢un pokazuje, da se taj
izraz moze pisati i ovako:

ne = (C?*R* + L*G?*)w?;
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me, = (C2R? — L2G?)2w*;

1
=+
(RC + GL)VGR

\/2G2R2 —n, + (CR— LG)2w? + \/(2G2R2 + o) — M.
(876)

Taj je oblik prikladan, da se vidi za sluc¢aj voda bez izoblicenja, kolika je brzina
Sirenja takvih valova. Neka dakle vrijedi (866). Dobivamo

1
o] = 5 V2R — (CPR2 + PGP + RGP R + (CPRE + 2GP) o)

1 R 1 /R 1 |L 1
=——2GR=——===—\|== =\ = = ——. 877
2GLVGR LVGR LVG LVC L/LC (877)
I ovdje je dakle za vod bez ograniceja brzina jednaka \/% Prostorno prigusenje je
dano sa «a, pa izlazi

a=-2=_u LC , za svaki v >0 (878)
v

tj. to prostorno prigusenje je to jace, $to je frekvencija veca.

Jo§ ¢emo pokazati, da za opéi vod brzina s frekvencijom raste i priblizava se
vrijednosti —~

VLC'
Oznacimo li w? sa &, to se prema (875) radi o funkciji
V2 2 2 2 2
[v] = @(€) = m\/GR—LO§+ V(G? + C28)(R? + L2€). (879)

Da ustanovimo, da li ta funkcija raste, treba odrediti predznak njene derivacije.
Ako je

RC +GL
V2

P(E) = { w(&)} =GR - LOE+ /(G + C2)(R2+ L%),  (880)

onda je dalje

(RC +GL

wie = B 00 w1e) (s81)

tako je zbog ¢ > 0 dovoljno odrediti predznak derivacije ¢'(§), koji se podudara s
predznakom funkcije ¢’ (€). Izlazi

C*(R* + L*¢) + L*(G* + C*%)

W) =—-LC+ 2 /(G2 + C2)(R2 + L2%)
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_ —2LC\/(G? + C26)(R? + L2£) + C?(R* + L%¢) + L*(G* + C?%¢)

. 882
21/(G? + C%¢)(R? + L) (552
Treba dakle odrediti predznak brojnika. No iz
[C2(R? + L) — LX(G? + C¢)]” = [C2(R* + L%¢) + LX(G? + C%¢)]* —
—4C?L*(R* + L*¢)(G* + C%*¢) > 0 (883)

(jer je na lijevoj strani kvadrat, koji ne moze biti negativan) izlazi
[C2(R? + L%¢) + L*(G? + C%¢)]” > 4C°L*(R* + L*¢)(G* + C%¢) (884)

ili

C%(R? 4+ L2¢) 4+ L*(G? + C%¢) > 20L\/(R? + L26)(G? + C%¢), (885)

iz. ¢ega se vidi, da je brojnik u (882) pozitivan. Jedini slucaj, kada vrijedi znak
jednakosti, bit ée prema (883)

C*(R* + L*¢) — L*(G* + C?%¢) = C?’R* - L*G* = 0, (886)

a to vrijedi samo za vod bez izobli¢enja. Onda je dakle ¢’ (§) = 0 §to se slaze s time,
da je brzina Sirenja konstanta, tj. nezavisna od w, dakle i od ¢ = w?. Za opéi vod
je p(&) svakako uzlazna funkcija, tj. brzina Sirenja raste s frekvencijom

Da nademo, ¢emu se priblizava, kada frekvencija raste preko svih granica,
treba nadi lime_, o0 (). Iz (880) mozemo zakljuciti

RC + GL)? 2
gim (6 = FELEEE (i p(e)) (357)
dakle
2
QEEO“’@:W{@ Jm $(8), (888)

pa je dakle dovoljno odrediti limg_, o ¥(€).
Bit ¢ée

lim (€)= lim [GR — LCE +/(G? + C26)(R2 + L2g)]

§—o0

%—LC+\/(%2+02> (2 + 1)

1
3

= lim
§—o00

(889)
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Ovo se moze shvatiti kao neodredeni oblik %, pa ga rjeSavamo po I'Hospitalovu
pravilu derivirajué¢i brojnik i nazivnik svaki za sebe.

cr  E(Errt) &(ee)

2\/(%2+C2) (£2+12)

’)

i fona PP

2 (2 +c) (2 +12)

G2L? + R*C* _ (GL+ RC)?

=GR+ 5LC = 5LC (890)
Uvrsteno u (888) dobivamo
1
lim o] = lim () = —Y2__GL+RC_ (891)

w—00 £—o0 RC + GL V2 v L

¢ime je dokaz nage tvrdnje proveden: i za rjeéenje s prostornim priguSenjem brzina
s frekvencijom raste i priblizava se vrijdnosti \/T_C’ tj. brzini svjetlosti u mediju, u
kojemu se vodovi nalaze, kada bi taj medij bio ¢isti izolator.

Prije¢i ¢emo sada na razmatranje jednog drugog problema. Zamislimo, da je
vod mrtav, tj. da je svagdje v = 0, ¢« = 0. Priklju¢imo na pocetak voda napon
up = 1. Onda ¢e se uzduz voda 8iriti val sa strmom frontom, pa nas zanima, kojom
¢e se brzinom §iriti taj diskontinuitet u prostornoj razdiobi napona.

Da taj problem rijesimo, valja poéi od telegrafske jednadzbe i traziti rjeSenje,
koje odgovara re¢enim pocetnim i rubnim uvjetima. Ako je napon 1 priklju¢en na
mjestu z = 0, mora dakle biti

u(0,t) =1 zat > 0. (892)
Dalje je

u(z,0) =0 zaz > 0. (893)
Konaéno mozemo uzeti, da je za vrlo veliko x, recimo za x = [, napon stalno nula,
jer val do toga mjesta dopire tek poslije dugo vremena. Mozemo zamisljati, da je

vod na mjestu x = [ kratko spojen (Sto nema vaznosti, dok val nije jos dospio do
tamo), pa onda u rjeSenju pustiti da [ tezi prema neizmjerno.

Da lakse dobijemo rjesenje, primjenit ¢emo Laplaceovu transformaciju s obzirom
na varijablu ¢. Pri tome je za t = 0 ne samo u(x,0) = 0, nego i [%} =0,
t=0

jer u prvom trenutku val jo$ nije dospio do doti¢nog mjesta, pa se napon tamo ne
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mijenja. Preslikavanjem napona u(z,t) u donje podrucje dobivamo novu funkciju
od z i p, dakle

L (u(z,t)) = p(z,p), (894)
t.
w(x,p) = /e_ptu(x,t)dt. (895)

0

Parcijalne derivacije po parametru x mogu se izvrsiti pod znakom integracije,
tako da dobijemo

8u(x,p) /Oo —pt 8u($,t)
= ——~dt
5 e p (896)
0
i
Oz, p) _/OO Uz t) (897)
oz )€ Ox2 ’
0
tj., druk¢ije pisano,
0%u %
Telegrafska jednadzba
0%u 0%u Ju

primjenom Laplaceove transformacije prelazi u

82/14 . 2 6u<x7t)
57 LC |p*p(z, p) — pu(z,0) — (T)t—O]

+(RC + GL) [pu(z, p) — u(x,0)] + GRu(x,p) (900)
ili, zbog u(x,0) =01 (4%),_, =0,

82
a_;; = [LCP® + (RC + GL)p + GR| p(x,p). (901)

No ovdje se pojavljuje samo druga derivacija po z, tako da je to obi¢na difer-
encijala jednadzba s obzirom na varijablu x.
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Oznacimo krace
LCp? + (RC + GL)p+ GR = (R + pL)(G + pC) = q(p),
onda jednadzba glasi:

d*p B
dzz ~ I

Njezino rjesenje glasi
= c1e"V 4 coe VI,

Da se odrede konstante, moramo uociti, da je za = = 0

u(0,t) = 1.
dakle
1
H 07p = -
(0,p) p
i dalje,
u(l,t) =0,
dakle
N(lvp) =0.
Prema tome (904) daje za x =0
1
—=c1+c2
p
izax =1
0= clel\/a + CQB_lﬁ.
Iz toga je
- 1
4T A=y
B 1
CT U=y

Sada provodimo granic¢ni prijelaz [ — oo. Izlazi

61:07

(902)

(903)

(904)

(905)

(906)

(907)

(908)

(909)

(910)

(911)

(912)

(913)
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C:—7 914
2= (914)

tako da rjesenje problema u donjem podrucju glasi

1 Vs
p(z,p) = —e~oValp), (915)
p

Zadatak ¢e dakle biti rjesen, ako uspijemo ovu funkciju vratiti u gornje po-
druéje uzevsi u obzir znagenje (902) za g(p).

Da se to provede, potrebna je izvjesna priprema.

Sjetimo se najprije definicije Besselove funkcije 0-tog reda:

Jo(z) = i(n”ﬂ —1- (%) + (z_) - (%36 ¥ (916)

n=0

S
=
V)
—~
— o
=
[ V)
—
= o
=
V)
—
w
V)

Stavimo li z = 2v/, izlazi

— (—1)"¢" t ¢ ¢
Jo(2Vt) = ;W =L e @ @ (917)

Trazimo li sada donju funkciju, mozemo Laplaceovu transformaciju primjeniti ¢lan
po ¢lan. (Da se smije, ne obrazlazemo potanje). Izlazi tako

c(nei) =1L LY DL ()

_! 1_é_ (11_’)2 G’f L =tes (918)

tj.
1 _a

L(Jo(2Vt)) =-e. 919

(Jo2vi)) = (919)

Trazit éemo dalje donju funkeiju za funkciju Jo(1/t2 — &2) - S(t — &), tj. funkciju,

koja je jednaka nuli za t < £ i jednaka Jo(4/t? — £2) za t > £. Oznacimo li tu donju
funkeiju sa f(p), bit ¢e dakle

f(p) = [ e P do(\/12 — £2)dt. (920)

Da taj integral odredimo, i¢i ¢emo zaobilaznim putem. Bit ¢e zgodno, da umjesto
funkeije Jo(/t? — £2) razmatramo jos nesto opéenitiju funkciju Jo(a+/t? — £2), gdje
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je a neka konstanta. Do te bismo funkcije dosli, ako u funkeiji Jo(1/t? — £2) nadom-
jestimo ¢ sa at i € sa a€. Laplaceova transformacija onda glasi

/ Pt Jo(ar/t2 — €2)dt (921)
3

§to za a = 1 prelazi u (920). Uvodimo novu varijablu integracije v prema

w2 =12 — €2 ili t = Ju? + €2, (922)

dakle
d
dt = ——28 (923)
Vu? + &2
Izlazi

/ PV (qu) \/% (924)

gdje su granice dobivene time, $to za t = ¢ izlazi u = 01 za t — oo vrijedi u — 0.
Glavna teskoca je Besselova funkcija pod integralom, koju smo ipak utoliko pojed-
nostavili, da joj je sada argument postao jednostavan. Da je se sasvim rijeSimo,
provest éemo jednu Laplaceovu transformaciju, i to s obzirom na varijablu a? kao
varijablu gornjeg podrucja, dok ¢e se varijabla u donjem podrucju te nove transfor-

macije zvati ¢q. Vrijedi
w2
Jo(au) = Jo | 2 IaQ . (925)

U drugu ruku znamo, ako varijablu gornjeg podruc¢ja pomnzimo s nekom konstan-
tom b, onda u donjem podrucju treba varijablu i funkciju podijeliti sa b. Prema
(919) vrijedi dakle

\/— 11 —% 1 _b

(J0(2 )) =z ¥ =—eh. (926)
b p

Pigemo li a? mjesto t, mjesto b i ¢ mjesto p, izlazi

£ (Jolaw)) = L (JO (2,/“{&)) - ée-% (927)

1
[:(az)Jo(au) = —e 4a, (928)
q

ili
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gdje L,2) znaci operator Laplaceove transformacije s obziorm na gornju varijablu
a?. Rezultat primjene operatora £,2) dakako vise ne zavisi od gornje varijable a?,
kako se to i vidi iz desne strane (928). Primjenimo li taj operator na obje strane
jednadzbe (924) (gdje lijeva strana dakako osim p zavisi i od parametra a) izlazi

oS e2 udu
LiaryF(p) / PR L o Jolau) —a VTl (929)

jer L42) znaci mnozenje sa e~ i zatim integraciju po a2 od 0 do oo, a to se sve
moze izvrsiti pod znakom integracije po u. S obzirom na (928) izlazi dakle

E(az)f(p) = . ae P\/u2+E2 ——\/M:ig (930)

Da nademo f(p), treba taj integral dovesti u oblik
/ em9% )d(a?), (931)
0

jer je onda h(a?) trazena gornja funkcija, koja ée dakako ovisiti i o varijabli p, koja
kod Laplaceve transformacije s obzirom na a? ima ulogu paremetra. Oblik (931) za
integral (930) postiéi ¢emo postepenom primjenom nekih supstitucija u integralu
(930). Najprije uvodimo novu varijablu integracije w prema

u = 2qv/w, (932)

du = dw. (933)

4
NZT

Izlazi

001 — 2 2 2q2dw
Lia :/—e PV 4qPw+E2 ,—qu
@) f(p) /g Jigw 1 &

o0

—qw— &2

- / oIty dw _ (934)

5 vJw+ 457

pri ¢emu su granice integracije ostale iste, jer u = 0 daje w = 0 i za u — oo vrijedi

w — 00. Druga supstitucija neka je
& 2
w+ —= =v°, 935
i3 (935)
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dw = d(v?) = 2vdv. (936)

Ovdje za w = 0 dobivamo v = 2%, a za w — oo vrijedi v — oo, tj.

% 2
Lo f(p) =2 / eI T 2 gy, (937)

£
2q

Konaéno prelazimo na varijablu integracije a? supstitucijom

3 d(a?)
vt R+ —p dv=—22) 938
2 p?—p N (938)
Za v = f—q izlazi \/a? + p? = p ili a® + p? = p?, dakle a® = 0; za v — oo vrijedi
a? — oo. Dalje ée eksponent u (937) dati
2 2 2
—qv2+£——2pqv:—q —é—i— a?+p?—p +§_
4q 2q 4q
2
—opg (=4 A —p) = -5 - ga? - 2gp?
2q 4q
2
—§va? + p® + p& + 2pgy/a® + p® + i—q —p€ = 2pqv/a® +p? + 2p°q
= —qa® — &\/a? + p2. (939)
Time dobivamo iz (937)
ot = [ S (940)
e fp) = [ S d(a?), 940
J a? +p2
§to se podudara sa (931), ako stavimo
o
h(a?) = ——. (941)
Va2 +p?
Vrijedi dakle
N
1) = £ [ Jola/ETE)S(t - ¢)] = . (942)
a2 +p2
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Sjetimo se sada definicije Besselove funkcije n-toga reda:
© n+2k 4
= ) 943
Z kl(n + k ( ) (943)
k=0
Napose jezan =1
> 2k+1 044
B ZO E!( k + 1)! ( ) ’ (944)

dok za n = 0 izlazi (916). Deriviramo li Jy(z), otpada ¢lan sa k = 0, pa dobivamo

0 2\ 2k—1 oo z
( 2 (k=1
k=1 k=1
Uvedemo li novi indeks sumacije
r=k—1 (946)

onda taj indeks prima vrijednosti od 0 do oo, kad k prima vrijednosti od 1 do oo,
pa izlazi

o (—1)rH (2)

e - ( )2r+1
() ZO ri(r +1)! Z

r=

= Ji(z). (947)

1z tog izlazi

2 (V=) = 5y (P E) -

% (a\/tQ - §2> . (948)

2 — 62
Za derivaciju funkcije Jy (a\/t2 - §2> S(t — &) vrijedi dakle

% 7o (V=) 5t - €)] = ﬁJ (av/E=E) st - 6)-

~Jy (av/Z =) 8t - ¢), (949)
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gdje je §(¢) Diracova funkcija. No bududi da je Diracova funkcija 6(t — £) jednaka
nuli svagdje osim za t = &, to njezin faktor dolazi do izrazaja samo za t = &, pa
vrijedi

Jo (aV/B=€) b(t =€) = Jo(0)3(t — &) = 3(t — &), (950)
tj. bit ée
7 [0 (VP =2) st - 9] = ot~ + B (VP8 51t - )
(951)

Deriviramo li obje strane od (942) po parametru £, mozemo to na lijevoj strani
uéiniti pod operatorom £, koji zna¢i mnozenje sa e P! i integraciju po ¢ od 0 do co.
Izlazi dakle

L [5@ — &)+ \/ﬁaig—g:h(a\/ﬂ —£2)S(t — g)] = —e~VaHP?, (952)

Nadomjestimo li p sa bp, moramo u gornjoj funkciji ¢+ nadomjestiti s ¢ i tu
funkciju podijeliti sa b. Uzet ¢emo, da je b > 0. Vrijedi dakle

1/t aé [t2 t
L —56(5—6)4-[)2_27_52(]1(& b—2—§2>5(5—§)

— (953)
No
s(%-g) —S(t—bE)zab >0 (954)

jer je ta jedini¢na funkcija jendaka nuli za z — £ <0, sto je za b > 0 ekvivalentno
sa t — b& < 0. Isto tako je jedini¢na funkcija 1 za % —&£>0,t5. t =0 > 0.

Dalje vrijedi

ot 06) = 50— 16) =50 1) = 55 (5 - ¢) =

— — __S —_6 __5 55
‘.

6(£—§)zb-§(t—b§). (956)
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Uvrsteno u (953) to daje

S5t — bE) + \/ﬂ“igwjl (%\/tQ - b2§2) S(t — bg)}

= —e EVartbIp? (957)

L

Nadomjestimo konaéno p sa p + p, onda se gornja funkcija prigusuje e =%, tj.

L fe_pté(tfbﬁ)JrL_thl L1262 S(t — be)
Vet

— &/ (pFp)? (958)

1

Sada ¢emo obje strane pomnoziti sa -5 No mnozenje donje funkcije sa = znaci

kS a

integraciju gornje funkcije po ¢t od 0 do t, tako da umjesto da mnozimo sa = izvan

operatora £ mozemo integrirati po ¢ unutar toga operatora. Dalje vrijedi

t
/ e Pt — bE)dt = e PP S(t — bE), (959)
0

jer d-funkcija vadi funkcijsku vrijednost od e=#t za t = b€, ako je t > b€, tj. ako se
integracija proteze preko toga mjesta, a integral je jednak nuli, ako je t < b¢. To se
slaze s desnom stranom (959). Dobivamo tako

t
£l ems—ng - [, (3vE—12) st - ve)at
J V12 — b€

= 16*5\/ a?+b%(p+p)* (960)
p
Uzmimo sad jos, da je konacna konstanta a ¢isto imaginarna, tj.
a=ja, (961)

gdje je a realno. Treba onda uociti, da je prema (944)

| ) o (71)16 ]x 2k+1
Ji(jr) = I;) Kk +1)! (7)
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3 5
(= (5),(5)
—J (2 T er o T ) (962)
Obicava se oznaciti
o £)2k+1
_ 2
h@) =3, Kk + 1)1 (963)
k=0
dakle
Ji(jz) = jh(2), (964)

pa stoga uvrstavanjem vrijednosti (961) u (960) dobivamo

t

L e PS8t —bE) + / \/%Il (%\/ﬁ - b2§2> S(t — bE)dt
0

_ LoeVFEere? (965)

p

Sada imamo sredstva, da nademo gornju funkciju rjesenja (915) nase diferen-
cijalne jednadzbe (903), koja odgovara telegrafskoj jednadzbi.

S obzirom na (902) vrijedi

RC +GL\?
q(p) = LCp* + (RC+GL)p+ GR = LC (p + #) -
—M—LC _|_l E_i_g 2—LC 5_92 (966)
ac T PT2\z "¢ L C)-
Obi¢no se oznacuje
1/R G
kao prigusSenje voda, a
1/R G

kao distorzija ili izoblicenje voda. Napominjemo, da se ta veli¢ina p slaze s
veli¢inom, koju smo prema (859) kod vodova s vremenskim prigusenjem zvali —p,
dok se o takoder pojavilo u jednadzbi (863) pod korijenom. Nazovemo li jo§ sa w
grani¢nu brzinu

w=——— (969)
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onda bi tadasnja formula (863) za brzinu vremenski prigusena sinusna vala glasila

1
v=tw——. (970)

V1t o

Vratimo se sada na funkciju ¢(p). Izlazi

1
ap) = — [(+p)* =07, (971)
pa ako u (965) stavimo
o
o = E, (972)
1
b=, (973)

i mjesto & napiSemo x, izlazi
; 2
et (- 2) o 8 o (e (3) ) s (- )
w w 22 w w
; _

e~ vV (ptp)?—0? _ le—w\/q(p). (974)
b

SR

Izraz pod operatorom L je dakle nase gornja funkcija i trazeno rjesenje za napon
u(zx,t), koje mozemo napisati ovako:

u(z,t) =0 za t < L
w

za t > f. (975)
w

Vidi se, da ¢e na nekom mjestu x napon biti jednak nuli do trenutka ¢t = = i

tada skoiti na vrijednost e~ %7 (jer je integral jos jednak nuli). Prema tome se kod
t = 7 nalazi prekinutost, tj. strma fronta vala, koja se Siri brzinom w i njezina se

o . o . o e . . PR— —
visina ekponencijalno prigusuje, jer iznosi e~ w® = e~**,
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Razabire se dakle, da se diskontinuitet u prostornoj razdiobi napona Siri brzi-
nom w, koju smo prije upoznali kao grani¢nu brzinu specijalnih tipova valova, kad
frekvencija tezi prema neizmjerno. Pomocu teorije karakteristika za diferencijalne
jednadzbe hiperbolnog tipa moze se to opcenito dokazati za diskontinuitete ma
kakvih valova, dok smo se mi ogranicili na specijalno rjesenja, koje se dobiva za
slucaj prikljucenja istosmjernog napona.

Zanimljivo je razmotriti ovo pitanje sa stajaliSta prikazivanja neke funkcije
pomocu Fourierova integrala.

Prema teoremima o egzistenciji i jednoznacnosti rjesenja diferencijalnih jed-

nadzbi, rjesenje u(z,t) telegrafske jednadzbe (899) je odredeno, ako je poznata na

cijelom vodu za x od —oo do oo funkcija u(z,0) i [%} , dakle vrijednost
t=0

funkcije i njezine prve derivacije po vremenu za t = 0 i za svako x. Za kraéu oznaku
pisat ¢emo za te dvije funkcije ug(x) i ug(x), tj.

uo(z) = u(z,0), (976)
ugo(x) = [%} . (977)

Te dvije funkcije mozemo prikazati u obliku Fourierova integrala, koji ¢emo
uzeti u kompleksnom obliku. Bit ¢e dakle

oo

o () = / 1 (6)€*m94 g, (978)

— 00

o0

o () = / oo (627 g (979)

— 00

gdje su funkcije ¢1(€) i p2(§) odredene formulama

oo

v1(z) = /uo(x)efz’rjgzdx, (980)

— 0o

oo

pa(z) = /uto(x)ef%jgxdx. (981)

— 0o

Nije tesko uvidjeti, da zbog realnosti ug(z) mora ¢ (§) biti konjugirano kom-
pleksna vrijednost od ¢1(—¢), a analogno vrijedi za @2(€).
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Pokusajmo sada sagraditi rjesenje u(z,t) pomocéu vremenski prigusenih (i
prostorno neprigusenih) valova. Takvi valovi su dani izrazom

u= Ae " sin(axr + wt), (982)
ili

u = Ae " cos(axw + wt),

2
a:i%\/l—i—% (983)

sa znacenjem (968) za o i (969) za w, dok p ima znacenje (967). Predznak za
a je pozitivan ili negativa, prema tome, da li se valovi sire na lijevo ili desno (u
smjeru negativne ili pozitivne osi ). Zaista je brzina Sirenja dana prema (863) kao
v = —21j. v je suprotnog predznaka nego a. No racunski ¢e nam biti zgodnije,
da dopustamo za w i negativne vrijednosti ($to fizikalno ne znaéi nista bitno novo,
jer je npr. cos(—wt) = cos(wt) i sin(—wt) = —sin(wt), a da @ i w budu uvijek istog
predznaka. Onda moramo valove s pozitivnom i negativnom brzinom razlikovati
tako, da argument sinusa i kosinusa (982) jedanput pisemo kao ax —wt, a drugi put
ax + wt. Ako su « i w istog predznaka, onda u prvom sluc¢aju val putuje na desno
u drugom u lijevo. Veza izmedu « i w bit ée onda prema (983)

gdje je prema (862)

1+ — (984)

o2
w=oawy/l— R (985)

Ako zelimo dopustiti i vrijednosti za «a, koje su apsolutno manje od o, onda postaje
w imaginarno, a to znaci, da se vise ne radi o vremenski prigusenom titranju na
bilo kojem fiksiranom mjestu, nego o aperiodickom mijenjanju napona na doticnom
mjestu. Te “neprave” valove takoder ¢emo upotrijebiti kao rjesenja telegrafske
jednadzbe. Prostorno su to sinusni valovi s duljinom vala veé¢om ili jednakom %’T,
a uopce se ne pomicu, nego su samo vremenski priguseni slabije ili jace nego Sto
odgovara faktoru e™*t. Zaista, ako je recimo w = j¢, gdje je

ili rijeSimo po w,

¢ =+vo?—a2w? (986)

rjesenje e Pltel(@rtwt) prelagi u e~ (PHOtei® 5 riegenje e Pted(@*—wt) prelazi u
e~ (P=Oteie®  Prigusenje moze dakle odgovarati faktoru —(p 4 ¢) ili —(p — ¢) u
eksponentau, dakle biti jace ili slabije nego kod “pravih” valova. Buduéi da je
o < p [jer je razlika manja od sume, vidi (967) i (968)], a zbog (986) vrijedi ¢ < o,
to je i ( < p odnosno, p — ¢ > 0, tj. uvijek se radi o prigusenju.
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Da se bolje vidi, kako je to moguce, da nepomicni “val” napona s istom valnom
duljinom moze imati dva razli¢ita vremenska prigusenja, koji odgovaraju faktorima
e~ (POt § ¢=(P=Ot racunat ¢emo pripadnu struju. Pretpostavimo dakle za napon
u(x,t) rjeSenje

u(z,t) = e~ (PHOteIon, (987)

gdje su p, ¢, a podvrgnuti jednadzbama (967), (986) s vrijednoséu za o prema (968).
Uvrstimo to rjesenje u telegrafsku jednadzbu 1. reda (835). Izlazi lako

,g; — Gu—(p+O)Cu=[G—(p+)Clu. (988)
Iz toga je
i(2,0) = [(p+ O)C — G]/ud:z:Jrf(t) - @JF?#Uqu(t). (989)

Uvrstenje toga izraza kao i izraza (987) u telegrafsku jednadzbu jednadzbu 1. reda
(830) daje dalje

—jou=R Mu+ f(t)] +L [—(p#—()wu—k 7M. (990)
Je Ja
No nije tesko provjeriti, da je
*ja:RW*L(prC)M- (991)
ja ja

Zaista mnozenjem sa j« izlazi

a® =[(p+C ~GJ[R— L(p+ ()] = ~LCC + ¢ [RC + GL — 2LCp] —

~LCp* + (RC +GL)p — GR. (992)
Zbog (986) i (969) vrijedi

0422

1
—(0® = (?) = LCo* — LCC?, (993)
w
tako da (992) prelazi u

—LC¢* = —LCC* + (RC + GL — 2LCp)¢ — LCp* + (RC + GL)p — GR — LCo*.
(994)

S vrijednostima (967) i (968) za p i o ovo je zaista ispunjeno za svako (.

Prema tome jednadzba (990) daje

0=Rf(t)+ Lf'(t), (995)
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§to bi znacilo

F(t) = ke Tt (996)
No ovdje konstantu k& mozemo uzeti jednaku nuli, jer sumand f(¢) za struju znadci
dodatnu struju, koja je nezavisna od x i jenjava vremenski, pa je podrzavana upravo
od onoga u vodi¢e induciranog napona, §to ga daje smanjivanje njezinog magnetskog

polja. Ne treba dakle nikakvog napona izmedu vodica za tu struju, pa mozemo za
nas$ slucaj uzeti, da takve dodatne struje nema.

Time je rjeSenje za struju i(z,¢) dano sa

(b+0C -G

o = (PrQteion, (997)

i(z,t) =

Uzmimo sada realne dijelove od (987) i (997) kao fizikalno moguca rjesenja. Izlazi

u(z,t) = e~ PTO cos (998)

Me—(p%)t
a

i(z,t) = sin . (999)

Vidimo, da je sinuslinija za struju prostorno pomaknuta prema liniji napona na
desno za cetvrt perioda.

Ako podemo od slabije prigusenog rjeSenja za napon
uy (x,t) = e~ (P~ cos aur, (1000)
izlazi za struju analogno

(p=9OC =G _(p—cn
«

i1(z,t) = sin . (1001)

U trenutku ¢ = 0 imamo u oba slucaju istu razdiobu napona

u(z,0) = cos ax. (1002)
No struje se razlikuju i to za
2¢C
i(x,0) — iy (z,0) = %€ Gnas. (1003)
o

Vidimo, da u prvom slu¢aju, dakle kod jaceg prigusenja, imamo dodatnu struju
(1003). Lako uvidamo, da ta struja pomaze, da se uzduz vodica izjednace staticki
naboji i time brZze smanjuje napon voda. Zaista, npr. kod z = - napon je jednak
nuli, a lijevo od toga je pozitivan (naboj + na vodic¢u jedan), a desno negativan
(naboj minus na vodi¢u jedan). Struja (1003) je na tom mjestu pozitivna, dakle
transportira pozitivni naboj s lijeva na denso i prema tome pridonosi izjednacenju

naboja na vodi¢ima (koje se vrsi dakako i kroz izolator). Time postaje razumljivija
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mogucnost dvaju rijeSenja za napon u obliku nepomi¢nih sinusnih valova iste valne
duljine, a razli¢itog vremenskog prigusenja.

Vratimo se sada na valove prema (982), koje pisemo u kompleksnom obliku
pomocu eksponencijalne funkcije, pa razmatramo dakle oba tipa:

Ae~Pteilan—wt) (1004)

AePteilaztwt) (1005)
Pokusat ¢emo, da iz njih sagradimo Zeljeno rjesenje telegrafske jedandzbe s poc¢etnim
uvjetima (976), (977). Postavljamo
o0
u(z,t) = / [wl (a)e Ptedlam—wt) 4 ¢2(a)efptej(o‘z+‘”t)} do (1006)
—0o0
pri ¢emu je dakako w izraz (985), dakle ovisan o varijabli integracije a. Ovakva
funkcija svakako predstavlja rjesenje telegrafske jednadzbe (ukoliko se deriviranje
po x it moze vrsiti pod znakom integracije), jer je to “linearna kombinacija” rjesenja
te jednadzbe, dobivena integracijom po «.
Dobivamo dalje

oo

ML)~ [ i@ p —gwperrerer=s
o (a)(—p o+ Ju)e e o, (1007)

Pokusajmo sada zadovoljiti pocetne uvjete stavivsi ¢t = 0. Izlazi

oo

un(z) = / (@) + v ()]’ da (1008)

— 00

ili, ako uvedemo novu varijablu integracije

= % da = 2nde, (1009)
wo(z) = / 2 (27E) + o (2mE)]2™E7 . (1010)

Isto tako je
wo@) = [ W@)p— o) + @) p b g da (o1

— 00
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ili sa (1009),

uro(z) = / 27 (11 (27E) (—p — jw) + Y2(27E) (—p + jw)]e* T dE, (1012)

— 00

gdje je sada prema (985) i (1009)

2
w=2m¢& |1 - 4:752' (1013)

Usporedimo li (1010) i (1012) sa (978) i (979), vidimo, da je sada

p1(§) = 2 [1h1 (27E) + Y2 (27E))] (1014)

©2(8) = 2m[Y1 (27E) (—p — jw) + ¥2(27E) (—p + jw)]. (1015)

Iz tih jednadzbi izlazi za funkcije 11 (27€) 1 12 (27E)

$(27€) = T—[(=p+ j)e1(6) — (6], (1016)
$a(21) = = L —[(=p+ )e1(6) — 2(6)], (1017)

No funkeije ¢1(€) i p2(£) odredive su prema (980) i (981) iz pocetnih uvjeta, pa
su time dobivene u funkcije ¥1 i 12, koje daju rjeSenje u(x,t) u obliku integrala
(1006). Zaista se dakle bilo koje rjesenje moze sagraditi iz takvog tipa valova.

Vidi se, da rjesenje predstavlja superpoziciju valova razlicite frekvencije. No
1

brzina Sirenja tih pojedinih valova razliCita je i priblizava se vrijednosti w = Jic
kada frekvencija raste prema +oo. U drugu ruku, ako rjesenje u(x,t) ima na nekom
mjestu diskontinuitet u obliku skoka, taj se diskontinuitet pomice upravo tom brzi-
nom w. Ta ¢injenica nas navodi na pomisao, da postojanje diskontinuiteta mora
pojacati doti¢nu funkciju spektra, naime ¢; (a), u podruéju vrlo visokih frekvencija,
dakle za veliko « (jer v zajedno sa w raste u neizmjernost). Ako se diskontinuitet §iri
na lijevo, onda ¢e to biti pa (), jer dotiéni valovi imaju isti smjer Sirenja. Vradajuéi
se na obi¢ni Fourierov integral (978) ocekivat ¢emo, da ¢e diskontinuitet funkcije
uo(z) uzrokovati pojacanje visokofrekventnog dijela spektralne funkcije p;1(€). Ta
funkcija svakako tezi prema nuli za £ — +oo. No u slu¢aju diskontinuiteta funkcije
uo(x) morat ée p1(£) slabije teziti k nuli za £ — +0o nego, kada toga diskontinu-
iteta nema. Moze se dokazati, da u slu¢aju postojanja diskontinuiteta za funkciju
ug(z), funkcija ¢1(€) tezi k nuli samo kao % Ako ug(x) nema diskontinuiteta, ¢1(§)

tezi k nuli barem kao 5% i to ne jace ako prva derivacija uj(z) ima diskontinuitet,
inace barem kao ELS itd. Kada se diskontinuitet javlja tek kod n-te derivacije funkcije
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ug(x), funkcija 1 (&) tezi k nuli kao 5,,% Vidi se, $to je funkcija ug(z) “glada”, to
jace je prigusen visokofrekventni dio njezina spektra!”

Razmotrit ¢emo sada jos strujanje energije oko vodova, ogranic¢avajuc¢i se na
slucaj R = 0, gdje znamo, da je strujanje paralelno s vodi¢ima.

Najprije nekoliko rijeci o brzini strujanja elektromagnetske energije, bez obzira
na vodove.

Brzina strujanja bit ¢ée jednaka iznosu Poyntingova vektora podijeljenom s
gustocom energije. Zaista, iznos Poyntingova vektora daje koli¢inu energije u je-
dinici vremena, koja prolazi kroz jedinicu povrsine okomite na smjer strujanja. No
tu veli¢cinu dobivamo, ako gustocu energije pomnozimo s brzinom strujanja. Ta
brzina je dakle

o Fxi o)
5(eF? 4+ pH?)

Jasno je najprije, da ¢e uz zadani iznos F i H ta brzina biti najveca, kada FiH
stoje medusobno okomito, jer onda vektorski produkt u brojniku ima svoj najveci
iznos, dok se nazivnik ne mijenja. Kod nasih rjeSenja za elektromagnetsko polje
oko voda F' i H su medusobno okomiti, a isto tako je to vrijedilo i za polje zracenja
za dipol u valnoj zoni. Pitamo, kolika moze biti najvec¢a brzina strujanja energije,
s obzirom na medusobni omjer iznosa F' i H, koji moze biti razli¢it. U tu svrhu
izvodimo jednostavnu nejednadzbu. Ako su £ i v dva realna broja, onda je

E-v)?>0 (1019)
gdje znak jednakosti vrijedi samo za £ = v. Dalje je poslije kvadriranja
412 —2ev > 01l €2 + 02 > 2. (1020)

Dijelimo li s pozitivnim brojem ¢2 + 12 (pretpostavljajuéi, da £ i v nisu oba jednaka
nuli), izlazi

2&v
57 1021
242 =7 ( )
gdje znak jednakosti vrijedi za £ = v. Ozna¢imo sada
€= VEF, (1022)
v=/uH. (1023)
Onda je
2 2/euFH FH
v _ 2VEn (1024)

_ _ Vi e <1
E4? e pH? VM IF gz T VS

17To pitanje je potpuno razmotreno u raspravi: D. Blanusa, Upliv diskontinuiteta neke funkcije
i njenih derivacija na njezin Fourierov spektar, Rad Hrvatske akademije znanosti i umjetnosti
274(1942), 273-285.
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ili

<1 (1025)
Ve >~ —/—,

VER
gdje znak jednakosti vrijedi onda, ako je

VeF = \/uH. (1026)

Vidimo, da je najve¢a moguca brzina \/LETL, §to je u vakuumu brzina svjetlosti ¢
(a u nekom mediju brzina svjetlosti u doticnom mediju). Relacija (1026) bila je
ispunjena u valnoj zoni dipola, pa stoga tamo strujanje energije odgovara brzini

svjetlosti.

Prijedimo sada na odredivanje brzine strujanje energije u mediju oko voda za
R=0.

Ponovimo radi preglednosti formule (747), (748), (771), (760), (785), (789),
(813):

F= Z—Zgrad U, (1027)
H=-— (e%—‘: + W) (i x grad U), (1028)
i=— <s%—‘; + %v) ?{ grad Udn, (1029)
1%

¢§ grad Udn
G=—xt"t 1031
» Ul o U2 ( )

§ grad Udn
=gl 1032
C € U0, (1032)
L= —MLU{. (1033)

§ gradUdn

Funkeiju U (y, z) mozemo pomnoziti s nekom konstantom, ako istodobno funkciju
V(z,t) pomnozimo s reciprotnom vrijednoséu te konstante. Stoga mozemo uzeti,
da je

Uy — U =1, (1034)
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¢ime se nesto pojednostavljuje pisanje. Racunajmo Poyntingov vektor:

5 == ov ([ oV -
S=FxH= o (55 +%V) (gradU x (i x gradU))
= —aa—v (568—;/ + %V) (i(grad U)? — grad U (i grad U)). (1035)
x

No ;gradU je jednako nuli, jer grad U lezi u ravnini okomitoj na os z, dakle je

G —7 {— v (588—‘2 + %V) (grad U)Q} = iNiu, (1036)

ox

ako pod faktorom A razumijevamo

(grad U)?

A= —Bract)
§ gradUdn

(1037)

To dakle znaci, da je iznos Poyntingova vektora proporcionalan sa ¢u na nekom
mjestu z u nekom trenutku ¢, a faktor je funkcija od y, z. To je i razumljivo, jer je
strujanje energije jace u blizini vodica, gdje su i polja F'i H jaca.

Racunajmo dalje gustocu energije uzevsi u racun, da je

(i x gradU)? = (i x grad U) (i x grad U)

= i(grad U x (i x gradU)) = (i1)(grad U)? = (grad U)>. (1038)
Dobivamo
1, o 1 o | (ovY? oV 2
2(5F —I—MH)—Q(gradU) 8(8:17 + i 58x+%V
= 1(gmd U)? |eu® + m@; : (1039)
2 (§ grad Udn)?

Vidimo, da gustoca energije u nekoj ravnini okomitoj na vod ovisi o struji i o
naponu za doti¢no z i ¢ i o mjestu (y, z) u toj ravnini.

Konacno za brzinu strujanja izlazi

—

5
3 (eF? 4 pH?)

Ve =

_ (gradU)? i
. ; ¢ grad Udn
2
%(grad U)? |eu? + ui(fgw; GEISE
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- —2iu
=1 pre
2 u 2
r . T ... =
e §graddn - u +§gradUan

- 2iu

=iss T (1040)
Ovdje nalazimo zanimljivi rezultat, da je brzina strujanja u nekoj ravnini okomitoj
na vodice zavisna samo od struje i napona za doti¢no z, ¢, ali je u cijeloj toj ravnini
ista. U blizini vodica je strujanje jace, jer je gustoCa energije veca, ali je brzina
strujanja ista. Dalje ta brzina zavisi od konstanata voda C' i L, ali ne zavisi od
G. (Dakako, razdioba struje i napona zavise od GG). Maksimalna brzina strujanja
nastaje, ako je

VCu = VLi, (1041)
pa onda dobivamo

2 . z\/z 22‘2\/Z )
¢ - C_ (1042)

C-Li24+rLi2 202 \/IC

Ve =

tj. grani¢na brzina valova, koja se u vakuumu podudara s brzinom svjetlosti c.
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Jedinice

Upotrebljavan je sustav jedinica baziran na cetvorci osnovnih jedinica volt-
amper-sekunda-metar, a iznimno, po potrebi, sustav baziran na cetvorci metar-
kilogram(masa)-sekunda-amper (Giorgi). Jedinice pojedinih elektromagnetskih i
mehanickih jedinica iste su u oba sustava, samo im je fizikalna dimenzija razlicita.

Prema tome ¢emo upotrebljavati kao jedinice:
za jakost elektrickog polja a
za, elektriéni pomak
za, jakost magnetskog polja
za magnetsku indukciju
za, elektriéni naboj
za gustocu elektri¢nog naboja
za gustocu struje
za, elektricku vodljivost

(tesla T')
(kulon C)
(kulon po kubnom metru)

XNQT O WO
§‘>3N|>3w|ma> 3s3g RS

(simens po metru)

Za permeabilnost vakuuma pg izlazi 47T10_7X—7i, a za dielektriénu konstantu

€0 = gy (¢ brzina svjetlosti 2.988 - 1052) izlazi 8.854 - 10712 £

Za ostale jedinice vidi primjerice J. LONCAR, Osnovi elektrotehnike 1956., str.
14-15.
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Pregled formula

!

i, j, k — jedini¢ni vektori u smjeru koordinatnih osi;

ad = azi + ayj + a.k, ag,ay,a, — skalarne komponente vektora a;

@l = a = /a2 + a2 + aZ — apsolutna vrijednost vektora d;

o 1, .. o
dp = —a — jedini¢éni vektor vektora a;
a

d+b=(ag+by)i+ (ay +by)] + (a. + b.)k — zbroj i razlika vektora;

@ b= agby + ayby, + a.b, = abcos £(d, 5) — skalarni produkt vektora;

axb= (ayb, — azby)z+ (azby — ambz)j’—i— (azby — aybm)l;;' — vektorski produkt;
. B ag Gy a.
a-(bxcé)=b-(¢xad)=c-(@xb)=| by b, b, |- mjesoviti produkt;

Cz Cy Cs

— — —

&) (b-d)— (@-d)(b- &) — Lagrangeov identitet;

Sy
Sl

oL

4 = ————a — jedinicni vektor vektora &;
\/ a2 + a2 + a2
F=ai+ yf—i— 2k — radijvektor;
a(t) = az ()i + ay(t)j + a. (t)k — vektorska funkcija jedne varijable;
da(t day(t)-» day(t)- da,(t
) _ daslt);, doy(t) - das(t)

k — derivacija;

dt dt dt dat

S R

d(ad?b) :‘jl_(szJrax%
W:%.(ganrg.(j_fxE)—ka.(l;xg)

/ a(t)dt = ( / am(t)dt) it ( / ay(t)dt) i+ ( / az(t)dt) F — integral.
)\

= U(z,y, z) — skalarno polje;

—

a=dz,y,z) = ax(z,y, z);+ ay(z,y, z)j—i— a;(z,y, z)E — vektorsko polje;
- 0

— 7+ —Fk — Hamiltonov ili nabla (atled) operator;

VZ%Z oy 0z

153
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, 07 0? 0? .
A=V*= Erl + 8—y2 + 9.2 Laplaceov ili delta operator;

1 0? 0? 0? 0? 1 92

O=A-— 292" 92 + 8—y2 + 92 25p d’Alembertov operator;
T oU.
grad¥ =VV¥ = 0 1+ 8_ Jj+ a—k gradijent skalarnog polja;
oz By 0z
da, O da,
divi=V-d= a + — Ty + —— — divergencija vektorskog polja;
Ox dy 0z
6 z 8 — a €T 8 z -2 6 6 €T g
rotda=V xad= (;y —%)i—i— (%— ;x)j—l— (%— aay)k:rotorvek—

torskog polja;

rotgrad P =V x VU = 0

divrota =V(V xd) =0

rotrotd =V x (V x @) = V(V - @) — V?d = graddivd — Ad
div(¥@) =V - (¥a) +¥(V-ad)=ad-grad ¥ + ¥diva

rot (Pd) =V x (V@) =VU xd+ IV x @ =grad ¥ x @+ Yrota
Uy — jedini¢ni vektor;

0 0 0

Uy -V = o = U0z + voy(?_y + Vozg- operator usmjerene derivacije;

ov ov ov ov

% 5 W = o Y ov ov . derivaciia skal lia:

50 (T - V) Voz 5 +voy oy + Vg, 5,  Usmjerena derivacija skalarnog polja

oa . . .

a_a = (U - V)@ = (Yo - V)agi + (¥o - V)ayj + (Tp - V)a.k — usmjerena derivacija
v

vektorskog polja;

grad (@-0) =V(@-b) = (@-V)b+ (b-V)a+ax (Vxb)+bx(Vxa)
ob  oad

:a%—kb%—l—@'xrotg—i—gxrot&

div(@xb)=V-(@xb)=b-(Vxad)—a-(Vxb)=b-rotd—a-roth
rot (@ x b) =V x (@ x b) = @(V - b) + b(V - a) + +(b-V)a— (@ V)b
oa b

=a- leb+b dlva—l—b%—a%

—

rot7 =YV x 7= 0 — rotor radijvektora;

arad /() = v f(r) = T,
822) (T - V)f(r) = (UO'Fo)dZY)
2 L)

div (rof(r)) =V - (7o f(r)) = =f(r) +
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@ V) r) = 1 @ fo(a- ) + (@ - o) L

T dr

—

0
grad (- @) =d+ (7- V)a+ 7 x (V x@):dJrr—aa + 7 xrotd
T

//EL’- ds = //Ei- 1ndS — tok vektorskog polja;
S S
///div adv = //Ei- ds = //EL’ -11dS — Gaussov teorem divergencije;
//rota ds = //rota ndS = 7{(1 ds — Stokesov teorem;
///rotadV //adS’ //andS
///gradqzdvz//\pdis*z//\pﬁds

\4 S S

///((I)A\II +grad @ - grad ¥)dV = //q)grad U - dS — Greenov identitet;
S

///(CI)A\II —PAD)dV = //(@grad\lf — Wgrad ®) - dS — Greenov teorem;
\4 S
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Indeks

Ampérova Inducirani
struja, 48 obilazni
elektricki napon, 3
d’Alembertov Indukcija
operator, 8 zakon, 3
d’Alembertova Invarijancija
jednadzba, 6, 7 principa superpozicije, 54
Dielektricka Izoblicenje
konstanta, 1 voda, 138
relativna, 1 Izotropnost
Dipol, 89 prostora, 50
moment, 90
Distorzija Jedinice
voda, 138 sustav, 151
Dualna Jednadzba
transformacija, 69 d’Alembertova, 6, 7
Dualno Laplace-Poissonova, 7
polje, 69 Laplaceova, 6
Maxwellova, druga, 2
Elektricki Maxwellova, prva, 2
napon telegrafska, 6
inducirani,obilazni, 3 telegrafska 2. reda, 121
valna, 7
Fitz-Geraldov obi¢na, 6
vektor, 23 poopcena, 6
Jednadzbe
Gustoca Maxwellove, 1
naboja, 41 telegrafske, 116
plosna, 36 Joulova
snage, 41 toplina, 41
Hertzov Konstanta
oscilator, 98 dielektricka, 1
vektor, 13 realativna, 1
Homogeni
medij, 5 Laplace-Poissonova
Homogenost jednadzba, 7

vremena, 50 Laplaceov operator, 6
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Laplaceova
jednadzba, 6
Lorentzova
transformacija, 62

Magnetski

tok, 3
Maxwellova jednadzba

prva, 2
Maxwellove

jednadzbe, 1
Medij

homogeni, 5
Moment

dipola, 90

Naboj
gustoca, 41
plosni, 36

Odvod, 113
Operator
d’Alembertov, 8
Laplaceov, 6
Oscilator
Hertzov, 98

Permeabilnost
relativna, 1
permeabilnost, 1

Plogna
gustoca, 36
struja, 38

Plosni
naboj, 36

Polje
dualno, 69

Poopéena

valna jednadzba, 6
Poopéeni

zakon protjecanja, 2

Potencijal
retardirani, 34
Poyntingov
vektor, 47
Prigusenje

voda, 138

Princip

relativnosti, 51
superpozicije
invarijancija, 54

Prostor

izotropnost, 50

Relativna

dielektricka konstanta, 1

permeabilnost, 1

Relativnost

princip, 51

Retardirani

potencijal, 34
vektorski
potencijal, 34

Samoindukcija, 114
Skin-efekt, 120
Snaga

gustoca, 41

Struja

Ampérova, 48
plosna, 38

Superpozicija

princip
invarijancija, 54

Sustav

jedinica, 151

Telegrafska

jednadzba, 6
jednadzba 2. reda, 121

Telegrafske

Tok

jednadzbe, 116

magnetski, 3

Toplina

Joulova, 41

Transformacija

dualna, 69
Lorentzova, 62

Valna

jednadzba, 7

Indeks
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obicna, 6
poopcena, 6
zona, 96
Vektor
Fitz-Geraldov, 23
Hertzov, 13
Poyntingov, 47
Vektorski
retardirani potencijal, 34
Vod
bez distorzije, 124
bez izoblicenja, 124
distorzija, 138
izobli¢enje, 138
prigusenje, 138
Vodljivost, 1
Vrijeme
homogenost, 50

Zakon
indukcije, 3
protjecanja, 2
Zona
valna, 96
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